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PROGRAMA

I- Limite y continuidad

Repaso de funciones. Nocion intuitiva de limite. Limites laterales. Propiedades y célculo.
Teorema de intercalacion. Comportamiento cuando X se hace muy grande. Limites
infinitos. Asintotas horizontales y verticales. Continuidad en un punto y en un intervalo.
Propiedades de las funciones continuas. Teorema de Bolzano. Método de biseccién para el
calculo aproximado de raices.

I1- Derivadas

Nocion de recta tangente a la grafica de una funcion en un punto. Nocion de velocidad
instantanea. Definicion de derivada. Relacién entre derivabilidad y continuidad. Reglas de
derivacion de sumas, productos, cocientes y composicion de funciones. Derivacion
sucesiva.

I11- Aplicaciones de la derivada

Derivacion implicita. Razon de cambio. Diferencial. Aproximacion lineal. Teorema de
Rolle. Teorema del valor medio para derivadas (Lagrange). Crecimiento y decrecimiento de
funciones. Extremos absolutos y relativos. Concavidad y puntos de inflexion. Estudio y
grafica de funciones.

IV- Integracion

Antiderivadas o primitivas inmediatas. Integral definida : definicion y propiedades.
Teorema del valor medio del célculo integral. Teorema fundamental del calculo. Regla de
Barrow. Area entre curvas. Célculo aproximado: Regla de los trapecios.

V- Funcién logaritmo y exponencial
Funcidn logaritmica : definicion y propiedades. Funcion exponencial : definicion y
propiedades. Funciones logaritmicas y exponenciales generales. Funciones hiperbolicas.

VI- Métodos de integracion
Método de sustitucion- Método de integracion por partes. Método de fracciones simples
cuyo denominador solo tiene raices reales.

VII- Funciones trigonométricas e hiperbolicas inversas

Funciones trigonométricas inversas. Graficas, derivadas y primitivas. Método de fracciones
simples cuyo denominador tiene al menos un par de raices no reales. Funciones
hiperbdlicas inversas.
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VIII- Otras aplicaciones de la derivada y la integral
Problemas de maximos y minimos.

Regla de L"Hospital

Volumen de sélidos de revolucion y por secciones.
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Funciones: dominio, imagen, gréafica. Funciones definidas por tramos.
Practico | Traslaciones y reflexiones de graficas. Funcién valor absoluto. Funciones

N°1 seno y coseno. Funciones periodicas. Funciones pares e impares. Graficas
~— |y aplicaciones.

Guia teorica

Funcién numérica
Si a cada elemento x de un conjunto A de numeros reales, al que llamamos dominio, le
hacemos corresponder un unico namero real, decimos que hemos definido una funcion de
Aen R. Si llamamos a dicha funcion f indicamos:  f: A—R

X = f(x)

y decimos que f(x) es la imagen del elemento x de A.

Ejemplos:  f(x) =mx+b (si m#0, funcién lineal ; si m=0, funcion constante )
f(x) =ax*+bx+c , a#0 (funcién cuadratica)

Grafica de una funcién
Dada f: A—>R con Ac R, se llama gréfica de la funcion f al conjunto:
Graf(f) = {(x,y) /I xe A A y=1X)}

Observar que Graf(f) esta contenido en el plano coordenado al que indicamos R?

Desplazamientos horizontales y verticales
Dada una funcion y = f(x) y un niamero c > 0, se verifica que:

la gréfica de: | es como la grafica de:

y=f(x) +c |y =Tf(x) pero desplazada c unidades hacia arriba
y=f(x)-c y = f(x) pero desplazada c unidades hacia abajo

y =f(x+c) |y =f(x) pero desplazada c unidades hacia la izquierda
y =f(x-c) y = f(x) pero desplazada c unidades hacia la derecha

Reflexiones
Dada una funciony = f(x) , se verifica que

es como la gréfica de:

Iasr:afi?g(;j . y = f(x) pero reflejada !/ Ve Graficade f(x) ——

respecto del eje x —>x | Craficade - f(X) mm—

la gréfica de: | S 60mMo la grafica de: Grafica de f(x) ——
3 = (=) "| y=1(x) pero reflejada \6 x | Graficade f(-X)

respecto del eje y
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Funcién valor absoluto:

f:R->R, f(x):lxlz{

Propiedades del valor absoluto

X Si x>0 y
-X si x<0

f0) =1x|

X

a) | x|=]-x|

b) | X | > X

¢) Vx2 = | x|

d)le—X2|:|X2—X1|

e) Si a es un nimero real positivo:
|[X|<a < -a<x<a

Si a es un namero real positivo
p
|Xx|>a < (Xx>a v x<-a)

g) El valor absoluto de un
producto es igual al producto de
los valores absolutos :

| Xt X2 | = Xe|. | Xz |

h) El valor absoluto de un cociente es igual al
cociente de los valores absolutos :

X X .
x| _bal

= Xo# 0
X2

X2

i) El valor absoluto de una suma
es menor o igual que la suma de
los valores absolutos :

| Xo+ X2 [ <[ Xa [+ ] X2

j) El valor absoluto de una resta es menor o igual
gue la suma de los valores absolutos y mayor o
igual que la resta de los valores absolutos

| X1 [ - [ X2 [ S| X1=X | <[ X1 |+ %]

Observacion:

* Si a esun numero real positivo, valen las siguientes equivalencias:

1- ¥<a o Ix?<a o |x|<va o -a<x<ia
2- x2>a©\/x—2>\/5©|x|>\/5 o x>VJa) v (x< -+a)

* Si

a es un namero real negativo, ningn ndmero real

x verifica la desigualdad

x*<a 'y todos los nimeros reales verifican la desigualdad x* > a

Valor absoluto de una funcion :

si f(x)>0 :

y =[] =

‘--‘

_1fx)
”“”_{ﬂ@ si f{x)<0 7

Funciones seno y coseno

Consideramos un angulo o en el plano coordenado con su vértice en el origen de
coordenadas y su lado inicial en el eje x positivo. Si P (a, b) es un punto del lado

terminal y si d = v/a® +b? es la distancia entre el punto P y el origen, recordemos que:

b ordenada del punto P A
sen o= —=— - - y
d distancia entre el punto P yel origen
P
cos g2 abscisa del punto P b
d distancia entre el punto Pyelorigen
p y g E .
a »

x

Si el punto P se toma de modo que d = 1 entonces:
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sen o=y =ordenada de P cos a. = X = abscisa de P

Para que seno y coseno resulten ser funciones de variable real es necesario encontrar un
numero real que represente la medida del angulo a.

B
Recordemos que si se traza una circunferencia con centro en el
vertice del angulo, se denomina angulo de 1 radian a aquel
cuyo arco AB mide igual que su radio. A

Si el angulo mide 360°, la longitud del arco AB resulta ser la longitud de la circunferencia
completa y es conocido que su longitud es L = 2znr , esto significa que el radio r entra
21 = 6,28..veces en la longitud.

Longitud de la circunferencia

radio

Segun esto podemos decir que a 360° le corresponde una medida en radianes de 2x;

a su mitad le corresponde la mitad, es decir a un angulo de 180° le corresponde = = 3,14
radianes; a 90° le corresponde /2 = 1,57 ; a1° le corresponde ©/180 y a un angulo
cuya medidaes o’ le corresponde am/180.

También podemos pasar de radianes a grados: como la medida de un angulo de =«
radianes es 180° , entonces la medida en grados de un angulo de 1 radian es igual

a(180/m)°=57°19’, y el de x radianes es igual a x.(180/)°.

La medida en radianes es un namero real, no tiene unidades.
Si un angulo se obtiene haciendo girar el lado inicial hasta el lado terminal en sentido
contrario a las agujas del reloj, el angulo se considera positivo; si el giro se produce a
favor de las agujas del reloj, el angulo se considera negativo .

y

/2 y

v

| -7/2
X
Funciones periédicas

Se dice que f(x) es periodica y que su periodo es el nUmero p, si p es el menor niUmero
positivo para el cual se verifica la igualdad: f(x + p) = f(x)

y

Funcion de perl’odo. p=3 Funcion de periodo p = 2

Propiedad : Las funciones f(x) = asenbx y g(x)=a cosbx ,conay b numeros
reales y b > 0 tienen periodo 2x/b.
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Ejemplos:
1- En el siguiente gréafico se observa la grafica de f(x) = 2 sen x , trazada con linea gruesa
y la gréfica de g(x) = 2 sen 2x, trazada con linea fina.

AR A,
/K TR

2- Para hallar el periodo de la funcién h(x) = cos(4x + 2) es conveniente escribirla del
siguiente modo h(x) = cos[4x + 2] = cos [4 (X + ¥2)] , de este modo vemos que su grafica
es como la de hy(x) = cos (4x) pero desplazada %2 hacia la izquierda, por lo tanto su
periodo es 2n/ 4 = w/2 .

Paridad de funciones

Sea f(x) una funcion cuyo dominio es R o un intervalo de la forma (-a,a) o [-a,a] ntonces:
si f(-x) = f(x) decimos que f(x) es par, y su grafica es simétrica respecto al eje y,

si f(-x) = - f(x) decimos que f(x) es impar, y su grafica es simétrica respecto al origen.

/\ a2y y
R \\ ------ X
x WV X X -X \/| E X
Funcion par: su gréfico es Funcion impar: su grafico es Funcion impar: su gréfico es
simétrico respecto al eje y simétrico respecto al origen simétrico respecto al origen

Ejercicios
1) Dadas las funciones de dominio R:  fi(x) =% x-5 , f(x)=-1 y f3(X)=-2x
a) Averiguar para qué valores de x se verifican las desigualdades siguientes
f3(X) > f(X) f1(X) < f3(x) < fa(x) f1(X) > fo(x) = f3(x)
b) Representar graficamente las funciones dadas y comprobar graficamente los resultados
obtenidos en a)

2) a) Dada la funcién cuadréatica f(x) = -x* + 2x + 3, hallar la expresion de las funciones
gx)=f(-x), hX)=-1fx), txX)=Ffx) +2 y u(x)=f(x+2) y representarlas
graficamente.

3) Hallar el dominio més amplio de las funciones y representarlo graficamente.
(Recordar que no se puede dividir por cero y las raices de indice par solo existen si el
radicando es mayor o igual a cero.)

I(X) = V3x -2 J(x)=,/—xix+7i K(x)= Vx% —2x+4
__ x+2 _¥Y2x-4 _ X—6
e Moo= V2-3x = VX2 —9 - 45-3x

x3 —2x% —3x
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4) a) Hallar el dominio mas amplio de las funciones: R(t) = ‘/ﬂ , S(t) = /4-2t
6-t V6t

b) Sabiendo que : “dos funciones son iguales cuando coinciden sus dominios y en
cada uno de sus puntos las funciones toman exactamente el mismo valor ”, indicar
para que valores de t las funciones R y S son iguales?.

5) a) Representar graficamente las funciones h(x) = X,  f(x) = v/2x e indicar el
dominio mas amplio de cada una de ellas.
b) Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en a), hallar el dominio y graficar las
funciones: hi(x)=x*+2 , hy(x) = (x+ 1) . hs()=-x

) =-v2x , B =-J2x+1) , () =-2(x+1) -3
6) Representar graficamente las siguientes funciones
x-1 si x>0 x2 si x>-1
f(x) = { 9(x) = {

2-x six<0 -X six<-1

2 siu<-1 2—X Si-2<Xx<?2
h(u)=<-2u si -1<u<?2 i(x)=41 Si x=2 v x=-2

-1 siu>2 4-%%2 si x<-2 v X>2

7) Si x representa la ganancia anual de un empleado y f(x) es el impuesto que debe
abonar anualmente, construir la funcion f(x) y luego representarla graficamente
sabiendo que: si 0 < x <5.000, el impuesto es 15% de x; si 5.000 < x < 15.000, el
impuesto es $750 méas el 20% de la cantidad que exceda a $5.000; si 15.000 < x , el
impuesto es $5.250 mas el 40% de la cantidad que exceda a $15.000

8) Graficar las funciones hy(x) =4 -2x , hy(X) =|4-2x]|, hy(X)=4-2|x] ,
ha (X) =(x=2)%-4 hs(x) = | (x=2)*-4] yexpresar hy(X) , hs (X) y ha(x) sin
barras de valor absoluto.

9) A partir del gréfico de f(x) =| x|, averiguar para qué valores de x se verifica
f(x) <3 ,f(x) >1, f(xX)< 0, f(x)>0 ,f(x) < =2, f(x)>-2

10) Para cada una de las siguientes funciones, hallar una expresion equivalente sin barras
de valor absoluto, indicar el dominio y graficarlas.

X
a) f(x) = x| x| b) g(x) = m c) h(x) = |5— 3x|
d)i(t) =|t*-9| e) j(x) = |x-3[-[x]| f) k() =[x+ 2| +[x-3]-|X]|
11) Teniendo en cuenta el grafico de F(x) = sen x , graficar las siguientes funciones:
F1(X) =2 sen x Fa(x) = sen(x —m) Fa(X) = (senx)-=
Fa(X) =] sen x| Fs(x) = sen| x | Fe(X) = - sen x

12) Para las siguientes funciones, hallar el periodo y representarlas graficamente
f(x) = sen(mx) , g(x) = 3 sen (4x) ,  h(X)= Y%cos(3x) ,
i(X) =2 cos(¥2 X) , J(X) =sen (2x — ) ,  Kk(x) = cos(nx + m/2)
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13) ¢Cuales de las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas?
f(x)=x*+5 , g(x) = sen x — 2x hM)=x-3|
i(X)=]sen 3x)| K(x) = x% - [x -1]

Ejercicios adicionales

1- Indicar el dominio mas amplio y representar graficamente las siguientes funciones

1 1 1 1
gx¥) == ux)=— O2(X) ==-3 g3(X) = ——+3
X X—3 X X—3

2- Expresar las siguientes funciones sin barras de valor absoluto, indicar el dominio de
cada unay representarlas graficamente

3-x—[3+2X
x|

x% -9
X+3

h(x):|3—X|—(3+2X) f(X)=

X

9(x) =

3-Si g(x) = X* — 2x* + 3, calcular g(-x) y justificar que G(x) = g(x) + g(-x) es una funcién
pary H(x) =g(x) - g(-x) es una funcién impar

4-Si f(x) = 5x — X* - 4 , graficar g(x) = [f(x)] y h(x) = f(|x|) y expresarlas sin barras de
valor absoluto. Analizar la paridad de las funciones dadas.

5- Averiguar si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas:
f(x) = cos ( X + ) g(x) =sen(x + 3) h(x) = sen (3x) + sen 3
i(X) = x sen x J(X) = x cos x k(x) = sen x + cos X

6- Hallar el dominio y representar graficamente los tres dominios.

f(X):\/m , g(x)= 2+X ~3 . i) = M—\E

|3—x| X2 +X

7- En la figura 1 se observan dos angulos consecutivos a y B y dos puntos, P y Q, que
distan una unidad del origen. La figura 2 muestra los mismos &ngulos y los mismos
puntos pero ubicados de otra manera.

fig. 1 Y Y ofig.2
o B
a & B X
P o
B

a) Justificar que:

Coordenadas del punto P son (1,0)

Coordenadas del punto Q son (cos (a+ ), sen (a+p))
Coordenadas del punto P* son (cosa ,—sena )
Coordenadas del punto Q* son ( cos B , sen B)

b) Calcular las distancias d( P, Q) y d(P*, Q* ) en términos de a y p (usara) y
teniendo en cuenta que d(P,Q) = d(P*,Q*) deducir la expresion:
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cos(a + B ) =cos @ cos p — sen a sen Pl

¢) Usando la férmula anterior, justificar que:

’cos(u +7/2)= — sen a‘

cos(e.— B) =cosa cosP + sen asen p

sen(a+ B)=sen @ cos P + cos asen P

sen(e.- ) =Ssen @ cos P - cos a sen f

8- Dada h(x) = sen x + cos x , ¢es posible reescribirla como h(x) = A sen(x+b)? Si la
respuesta es afirmativa hallar Ayb.

Respuestas de los Ejercicios

1) Si xe (— 0, %) entonces f3(x) > fo(x)

Si Xe (% : 2] entonces f1(x) < f3(X) < fo(x)

Si xe(8,+0) entonces fi(x) > fa(x) > f3(x)

2) g(x)=—-x*-2x+3 h(x)=x*-2x-3

t(x)=—x*+2x+5 u(x)=-x*-2x+3
3) D|=E,+oo) DJ=[-7,0]

DK=R DL=R-{1,0,3}

D Mz(—oo;éj DN=(-0,-9)u(-9,-3]U[3,6)u(6,15]
4) DR=(-,2]u(6,+x) DS=(~0, 2]

5 Dh=Dh,=Dh,=Dh,=R
Df=Df =[0,+0) Df,=Df,=[-1,+x)

0,15x si 0 < x <5000
7) f(x)=140,20 x — 250 i 5000 < x <15000
0,40x — 750 si x >15000

8) hz(X)z{4—2x Six<2 ( )={4—2x six>0

—442X SIX>2
x?—4x sixg(0,4
h5<x>={ —4x sixe(0,9)
~x*+4x sixe(0,4)

44+2x six<O0
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9)  Si xe(-3,3) entonces f(x) < 3
Si x ¢[-1,1] entonces f(x) >1
No existe x tal que f(x) < 0,
VxeR, fx)>0,
No existe x tal que f(x) < -2,
V x e R, f(X) >-2

x?  six>0 1 six>0
10) f(x)= X)= Dg=R-{0
) ) {—xz six<0 o) {—1 six<0 J o)
. 5
5-3X S|xs§ _ -9 site(-3,3)
h(x) - : O
—54+3x Six>§ -t°+9 Slte(—3,3)
) -X+1 six<-2
3 Six<0 X+5 si—-2<x<0
+ —2<x<
j(x)=4-2x+3 si0<x<3 k(x)= _
) 5-x si0<x<3
-3 Six>3 i
x-1 six>3
. . T . 2
12) Periodo de f: 2 Perlododeg:g Periodo de h:?
Periododei: 4t Periodo de j: « Periodo de k: 2
13)  f(X) es una funcion par

g(x) es una funcién impar

h(x) es una funcion par

i(x) es una funcion par

k(x) no es una funcion par y tampoco es impar

Respuestas de los Ejercicios Adicionales

1) Dg=R-{0} Dg,=R-{3}
DgzzR_{O} DgszR_{S}
1—9 six<—§
X 2 3
2)  g(x)=4 3 si—g£x<0 h(x)=4 -3
-3 six>0 _1_§
X
X—3 Six>3

—X+3 Six<3Ax%#-3

f(x):{

4) h(x) es una funcién par.

5)  f(x) es una funcion par.

six<0
Si0<x<3

Six>3

i(X) es una funcion par.; j(x) es una funcion impar.
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6) Df =[-7,5] Dg{%,l—ﬂ—{s} DI=[-2,-1)u(-10)U[2, +x)
_or

8) A=+2 Abzg A=-+2 Ab
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Nocion intuitiva de limite. Limites laterales. Propiedades y calculo.

% Teorema de intercalacién. Comportamiento cuando X se hace muy
—= |grande. Limites infinitos. Asintotas horizontales y verticales.
Guia tedrica
Entorno
Un intervalo abierto centrado en Xy se denomina entorno de Xq [ , ]
Xo
Entorno reducido
Si_a un entorno de Xo le quitamos el punto Xp se obtiene un C 1
conjunto que se denomina entorno reducido de Xo O,
Limite

Sea f(x) una funcion definida en un entorno reducido de X, , se dice que el limite de f(x)

cuando x tiende al valor xo es el numero L, y escribimos lim f(x)=L, si f(x) puede
X—=Xg

aproximarse arbitrariamente al nimero L (f(x) puede tomar valores tan cercanos a L como
se quiera) cuando x toma valores suficientemente cercanos al valor X, con X # Xp

Nota importante: Cuando se pide calcular lim f(x) , interesa conocer que le sucede
X—>Xq

a f(x) cuando x esta cercano a Xo Yy no interesa para nada que le sucede a la funcion f
en el valor xg

Limites laterales

Sea f(x) una funcion definida en un intervalo abierto (a,Xo), se dice que el limite por la

izquierda de f(x) cuando x tiende a un valor X, es el nimero L,, y escribimos
lim f(x)=L,, si f(x) puede aproximarse arbitrariamente al nimero L, cuando x toma

X—=>Xg

valores suficientemente cercanos al valor Xy con X < X

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo abierto (Xo, b), se dice que el limite por la

derecha de f(x) cuando x tiende a un valor X, es el nimero L,, y escribimos
lim f(x)=L», si f(x) puede aproximarse arbitrariamente al nimero L, cuando x toma

x—Xy"

valores suficientemente cercanos al valor X, con x > X

Teorema:
a) Si los limites laterales lim f(x) y lim f(x) existen y son iguales a un nimero L
X—=Xq~ x—>Xy"
— el limite  lim f(x) existe y su valores L.

X=X,
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b) Si el limite lim f(x) existey su valor es L — los limites laterales lim f(x) y

X—>Xg X—>Xo~
lim f(x) existeny sonigualesa L
X—Xo"
Corolario:
a) Si_los limites laterales lim f(x) _y lim f(x) _existen y son distintos
X—=Xq~ X—Xo"

— lim f(x) no existe
X—Xg

b) Si alguno o ambos de los limites laterales lim f(x), lim f(x) no existen
X—>Xq~ X—Xo"

— lim f(x) no existe
X=X

Propiedades de los limites
Si existe limf(x)= A y existe limg(x)=B entonces:
X—a X—a

a- limkf(x)=kA, siendo Kk una constante b- lim[f(xX)£g(X)]=A+B
c- 1im[f(x).g()]= A.B d-SiB£0, Iim ¥ A
X—a X—>a g(X) B

Teorema de intercalacion (o teorema del sandwich)
Si g(x) £ h(x) para los x de un entorno reducido de X, y limg(X)=L y limh(x)=L y

si g(x) < f(x) £ h(x) enun entorno reducido de xo entonces limf(x)=L

X=X

Consecuencias:
1- lim|f(x)|=0 entonces limf(x)=0 ( Observar que : -|f(X)| < f(x) < [f(X)| )

2- Si lim|f(x)|=0 y |g(X)] < M para los x de un entorno reducido de X, entonces

1limf(x)g(x) =0

(como g(x) se encuentra entre —M y M, recordar que esto significa que la funcién g(x)
esta acotada y por ello esta propiedad se conoce con el nombre “producto de cero por
acotada”)

L e ., Ssenx
Un limite iImportante: lim——=1
x—0 X
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Limites infinitos
Sea f(x) una funcidon definida en un entorno reducido de X, . La expresion limf(x) =+ o0

X—>Xq
significa que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente grandes( tan grandes
como se quiera) tomando x valores suficientemente cercanos al valor xo pero no igual a
Xo. ( Tener en cuenta que el simbolo oo no representa ningln nimero)

En forma similar, la expresion limf(x)=-o0 significa que los valores de f(x) se pueden

X—=Xo
hacer negativos y de valor absoluto tan grande como se quiera , tomando Xx valores
suficientemente cercanos al valor Xy pero no igual a Xo.

o 1 1 y 1 _
Limites importantes: lim ==+ , |lim ==-w f(x) = 1/x
x—=0* X x—0" X

por lo tanto decimos que /im s y no colocamos signo 0 ;'(
x—0 X
Observaciones \
Si limf(x) =+o0 y limg(x) = +c0 entonces lim[f(x)+g(x)]=+ey
X—Xg X—>Xg X—>Xo
f(x)

1im[f (x).g(x)] = +e0 pero lim[f(x)—g(x)] y |imm son indeterminados, esto
X=X X=X X=X (X

significa que en cada ejercicio donde haya que calcular limites del tipo co—o0 0 00/
hay que averiguar cual es su resultado.

Limites al infinito
Sea f(x) una funcion definida en algun intervalo (a, «) , se dice que el limite de f(x) es el

nimero L, cuando x tiende a infinito y escribimos lim f(x)=L, si los valores de f(x)
X—0

pueden aproximarse arbitrariamente al namero L (f(X) puede tomar valores tan cercanos a

L como se quiera) cuando x toma valores positivos suficientemente grandes.

En forma similar, si f(x) esta definida en algun intervalo (-0 , @), lim f(x)=L significa
X——00

que los valores de f(x) pueden aproximarse arbitrariamente al nimero L, cuando x toma
valores negativos de valor absoluto suficientemente grandes.

Asintotas horizontales
Se dice que la recta de ecuacion y = L es una asintota horizontal de la curva y = f(x) si
se verifica uno de los siguientes resultados: limf(x)=L o lim f(x)=L

X—>00 X—>—00

y A y A y=L

<V

y = L es asintota horizontal de cada una de estas graficas

Analisis Matematico 1 - 2017 Pagina 15



UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

Asintotas verticales
Se dice que la recta de ecuacion x =a es una asintota vertical dela curvay = f(X) si

se verifica uno de los siguientes resultados: limf(x) =+« limf(x) =—o0 ,
X—a X—a
Iimf(x)=+0 , limf(x)=—o0, limf(x)=+40 , limf(x)=-o0
X—>a~ X—a~ x—a* X—a~

A

y
X= a es asintota vertical

\

a

N
Ejercicios

1) La figura de la derecha es un cuadrado de lado 10y x esun
namero real que verifica 0 <x <10
a) Razonando geométricamente, averiguar a qué valor se acerca el I
X

area sombreada si x se acerca a 0. Idem si x se acerca a 10.

b) Hallar una expresion para el area sombreada A(x) y calcular
limA(x), lim A(x) y corroborar los resultados obtenidos en a) NI G
x—=0F x—10"

2) Teniendo en cuenta los graficos siguientes, hallar los limites laterales y el limite para x
tendiendo a 2.

3) Calcular, si existen, los limites laterales y el limite en el punto X, indicado
. 4x—-3 si x<2
2X—5 si x>-2

a) u(x) = . Xp = -2 b) v(x) = 5 Si x=2 Xo=2
fox sixs-2 X2 +1 si x>2

4) Dadas las funciones f(x) = v=2x*>+2x+4  g(X) = V4—x?

a) Hallar el dominio de cada una.
b) (Tiene sentido calcular los siguientes limites Iimf(x), limf(x), limf(x),
x—>—1* X—>—1" x—2*

lim f(x), limg(x), limg(x) , Ilimg(x) , limg(x)? En cada caso justificar la
x—>=2* X—>=2" x—>2* x—>2"

X—2~
respuesta y calcular los limites que tengan sentido
. Ax+1-42 AIx+1-42 . oxP+1
5) Calcular a) lim —— b) Ilim ————— c) lim
X—0 3x-3 X—=1 3x—-3 x=>-1" X +1
342 2
d) lim 2X~ —4X° +6 ) II,m|3x 27 |
Xx—=—1 4X2 4+ 6X + 2 x>3 X-—3

Analisis Matematico 1 - 2017 Pagina 16



UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

V15— x=5]=4/| x| -4
X+7)(x—-4)
sentido 1im f(x) , Ilmf(x) y Ilmf(x)

X—>—7

6) Dada f(x) = , hallar su dominio y calcular, si tienen

7) Teniendo en cuenta los graficos

. y y y
Figura 1 Figura 2 Figura 3
X X X

a) Calcular el area de los rectangulos sombreados de la figuras 1y 2 (el radio vale 1)

. . . . AX
b) Si A(X) es el area de la zona sombreada de la figura 3, calcular lim A
x—=0" X
resultados obtenidos en a) y el teorema de intercalacion de limites.

. Usar los

8) Calcular los siguientes limites

. 1 .
a) lim x*cos| — b) Iim | xsenx| ¢) lim cos| =—= XMoo L
x—0 3/x x—0 X x—0 2 X

9) Calcular, si existen, los siguientes limites:
sen(4x
@4x) b) 1im sen(@x)

(x=1)sen(x—1)

2) 1im Olim 129 g 1im
X0 x>0 tg(bx) X0 X x> 1—cos(Xx—1)
4X - 6 si x<1
10) Dada g(x)= w si 1<x<2, calcular limg(x) y lim g(x)
X —X x—=1 X—2
x-1 Si x=2

11) Hallar los limites laterales en los puntos indicados y hacer un gréafico aproximado en
las cercanias del mismo

3
a) f(x) = —— X=2 b = X =-1
)= = )909= 1)
cyh(t) = - 243 o3 =32 d)F(x) = 125€N6G0) g
X
12- Calcular los siguientes limites:
2 3P +2x-1 _
a) Iim M b) lim ——— C) lim X—l
X—>+00 2)( +X+2 X—>—0 X+2 x>0 Ix2 42
d) Iim _Sx+l e) | ﬂ f) Iim x+vx%-3x
X—>+00 /4X2+2 X—) [4X +2 X —>—00
. x| oo x|
g) lim senx h) lim i) lim
X—>+00 X—+0 X X—>—0w X
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13- Determinar los valores de ay b sabiendo que:

a) f)= X2 f-2)=1 y lim f(x)=-3
bx -1 X—>00
2
b) g = SEN() , bXT —3x lim f(x)=6 y lim f(x)=2

X2 +1 x—0 X—>00

Ejercicios adicionales

1- Calcular, si existen, los siguientes limites:

a) 1im [x-3| [L+cos(nx)] b) 1im X ¢) lim |1—cosh| d)
x—3 X-3 x>0 X —sen(3x) h—0 h
xt -1 x* -4 senx
lim —— e) lim lim
-1 x* 4 x% =2 )x—>2 x? =2 " x-m 5en 2X
2- Hallar el dominio mas amplio de F(x) = \/X+X_l —\/X—X_l y G(x) =

3 2 2

X~ + 8% —\/x —6x . . - o .

‘/ ¢Tiene sentido calcular los siguientes limites limF(x),
X% +X X1

IimF(x), |I'ml+G(X), lim G(x)? Teniendo esto en cuenta, calcular  1imF(x),
X—=1" X— = X—>-1" X

lim G(x).
x— -1
i 1 4 _ 3 9 .
3- a) Dadas las funciones fi(X) = —=Xx+—- Yy fo(x) = - , justificar
3 3 Xx=1 x24x-2

que fi(X) < fy(x) para los x de un entorno reducido de x =1 (restar ambas ecuaciones
y observar el signo del resultado)
b) Si f(x) es una funcion que verifica f;(x) < f(x) < f,(x) para los x de un entorno reducido

de x=1, calcular si existe, lim f(x)
X—1

4- Si |g(x)| < sen(2x) para los x de un entorno reducido de x = 0, calcular lim g(x)

X x—0

5- Si h(x) en un entorno reducido de x = -2 verifica: — X + 2| < |h(X)| £ |2x + 4| ,
interpretar  graficamente la informacion dada y calcular Iimzh X),
X——
Ifm h(x)cos(i] justificando todos los pasos
X—>—2 X+2
6- Indicar el dominio mas amplio de g(t) = sen [%] . Verificar que
g(1)=g(1/2)=g1/3) =g(1/4) = ....=g(1/n) = 0, siendo n un nimero entero
g(2) = g(2/41) = g( 2/401) = g(2/4001) = ....= g(1/(4.10"+1)) =1,
g(2/3) = g(2/39) = g( 2/399) = g(2/3999) = ....= g(2/(4.10"- 1)) = - 1
A partir de las verificaciones propuestas, ¢se puede afirmar que Itir? g(t) existe?

7- Un farol ilumina desde una altura h un poste de 2 metros de altura. .
Para h>2, el poste proyecta una sombra de longitud S =s(h). Sila .
base del poste se encuentra a 1 metro de la base del farol, calcular h .
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intuitivamente  lim s(h) y luego verificar analiticamente el
h—2*
resultado hallando previamente s(h)

8-Si f(x) =x?2y A(h) es el area entre la grafica de f(x) y el eje x

comprendida entre las rectas x=3 y x=3+h AY
(zona sombreada), calcular l!lm ﬁ] )
—0*
Ayuda: Observar que A(h) esta comprendida entre el area de dos
rectangulos, uno por defecto y otro por exceso. N\
3 3+h X

Respuestas de los Ejercicios
1) Iirg A(x) =100 |I'I’1T(]T A(x) =50
2) No existe 3 4 N existe
3) a) No existe b) 5
4)a)Df:[-112] Dg:[-Z,Z]

b) Iirﬂ+f(x)=0, Iir?f(x):o, I|’m2+g(x)=0, I|’rr217g(x)=0

~AIx+1-42 —1+42 _WIx+1-2 2
5) lim = b) lim———==—=
x>0 3Xx -3 3 -1 3Xx—3 12
X+l . 2X*—4xX* +6
c) lim =0 d) Im——=-7
) . VX +1 ) Jm, 4% +6X +2
2_
e) No existe IimM
x—3 X—3
6) Df =[-10,-7)u(-7,-4]u(4, 20]
] 3 ]
Jim ()= - 2= Jim £(x)=+o0
7) a) Figura 1 Area = x v1—x? Figura2  Area=x
by tim A% _4
x—0" X

1
8) a I|m X2 cos =0 D) lim M =0 c lim cos( )sen( j:O
) ) (,/ j ) xao X ) x—0 2 X

9) a) lim sen(4x) :ﬂ b) lim sen(ax) _a
x>0 3X 3 0 tg(bx) b
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m 1-cos(2x) _

X2

c)li 2

x—0
10) No existe Il'rq a(x)

11) a) lim i=—oo

x—>2’X—2
i X
b) Im —=—
) m, (X +1)?
2t +3
c) lim ——=-
(3] 4t° -9
d) lim 1-sen(3x) _
x—0" X
2 —
12)  a) lim X *2X-1.3
xoro X4 X+2 2
x-1
C) Iim =
) Jim, 2x° +2
Q) lim =+t __3
o JAx? 42 2
g) Noexiste lim senx
X
i) lim u:—l
X—>—o X
13)a)a:g : b:—§
8 8

d) Iim (x—=1)sen(x -1) 9
1-cos(x —1)

X—1

No existe Il'ng a(x)

Respuestas de los Ejercicios adicionales

|x-3] [1+cos(mq] _

1 a) lim 0
) ) Xx—3 X-3
h—0
. x'-4
e) XILm2 x2—2_4
2) Df =[1, + )

lim F(x) = V2
3) b) lim () =1

4) I|'rr(1) gx) =0

Andlisis Matematico 1 - 2017

. 2t+3 . 2t+3
I|m 2—9:+OO Il m_
t—>(%)+ at° - t—>—% -
lim 1-sen(3x) o
x—0" X
2
o tim P
X X+2
d) fim 3x+1 3
X—>+00 4X2+2 2
f) lim x+\/x2—3x=g
[ x]
h) lim — =1
X—>+0 YK
b)a=6 , b=2
o) tim — X -1
x-0 X —sen(3x) 2
x*t-1 1
d) Iim ———=-=
) -1 x*+x*-2 6
., senx 1
lim =—_
x>t Sen 2X 2

Dg=[-8,-1)u(-1,0)U[6, +x)
lim G(x)=

x— -1

2.7
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X—>—2

1
5) limh(x)=0 : lim h =0
) lim h(x) im (X)Cos(x+2j
6) Dg=R —{0}

7) Ln; s(h)y=+o

8) lim %zg

h—0*
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

£ g Continuidad en un punto y en un intervalo. Propiedades de las
Practico - : ) e
NC3 funciones con_tlnuas. Teorema de Bolzano. Método de biseccion para el
—_ célculo aproximado de raices.
Guia tedrica

Continuidad en un punto
Una funcidn f(x) es continua en xo_«<> limf(x) =f(x,),lo cual significa que:
X—Xq

1- existe f(xo), es decir X pertenece al dominio de f
2- existe limf(x)

X—>Xg

3- el limite limf(x) coincide con el valor f(xo)

X—>Xg

Continuidad en un intervalo abierto
Una funcion f(x) es continua en el intervalo abierto (a , b), si es continua en cada punto de
(a,b).

Continuidad en un intervalo cerrado
Una funcion f(x) es continua en el intervalo cerrado [a , b], si es continua en cada punto

de (a, b) y se verifica limf(x)=f(@) y 1imf(x)=f(b)

Propiedades de las funciones continuas
Si kesunaconstante y f(x) y g(x) son continuas en X, entonces las funciones k

f(x), f(x) +g(x) , f(X) - g(x), f(X).g(x) son continuas en Xo. Si g(Xo) # 0 entonces

f(x)

——2 gs continua en Xg
g(x)

Mas propiedades de las funciones continuas
1- Regla del corrimiento del limite : Si fy g son funciones tales que limg(x)=L vy
X=>Xo

f escontinuaen x =L entonces limf(g(x)) = f(ll’mg(x)) =f(L).

2- Composicion de funciones continuas: Si g es continua en X, y f es continua en
g(xo) entonces f(g(x)) es continua en X

Discontinuidad evitable

Si f(Xo) no existe, es decir X no pertenece al dominio de f, pero existe lim f(x) se dice
X—>Xg

que la funcidn f(x) tiene una discontinuidad evitable en xo.
Observar que : si Xo €S una singularidad evitable de f(x) y limf(x)=L entonces la
X—>Xq

., f(x) six#X ]
funcion f*(x)={ ) ° escontinua en Xo.

L  six=X,
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B % %

f tiene una discontinuidad | grafica de la funcidn f*(x), f no tiene limite en xo, la

evitable en xq definida arriba discontinuidad no es evitable
Teorema de Bolzano: Si y = f(x) es continua en el y
intervalo cerrado [a , b] y la evaluacion de f en los ,
extremos del intervalo tiene signos contrarios (si f(a) es i b
positivo y f(b) es negativo o al revés) entonces existe al a c\/: X

menos un nimero c entre ay b tal que f(c) =0
a<c<b

Raiz de una ecuacion o cero de una funcion

Si f(c) = 0, se dice que ¢ es una raiz de la ecuacién f(x) = 0 o que c es un cero de la

funcion f(x).

Localizacion de raices de una ecuacion o ceros de una funcion
Si y = f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y el signo de f(a) es contrario al signo
de f(b), sabemos por el T. de Bolzano que entre a'y b hay al menos una raiz de la ecuacion
f(x) = 0, (,como encontrar dicha raiz?
Supongamos que f(a) > 0 y f(b) < 0 y evaluemos la funcién en un nimero c¢; comprendido
entreayb:
- sif(c,) = 0 encontramos la raiz que buscébamos
- si f(cy) >0, por aplicacion del T. de Bolzano , podemos afirmar que en el intervalo
[c1, b] hay una raiz, pues f toma valores con signos contrarios en los extremos de
dicho intervalo
- si f(c,) < 0, entonces el T. de Bolzano asegura que hay una raiz en el intervalo
[a,c1], pues f toma valores con signos contrarios en los extremos del intervalo.

Si la raiz esta en el intervalo [cy, b] , consideramos un nimero ¢, entre ¢; y b y repetimos
los pasos anteriores, idem si la raiz estd en [a,c,]. Por aplicacion reiterada del teorema de
Bolzano podemos encontrar la raiz con la precision que deseemos.

Si ¢y es el punto medio del intervalo [a,b], el método se denomina " método de
biseccion™

Ejercicios
1) Analizar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados
sen(6x) .
AF0=send) o COT) e x=0y xi=w/3
2 si x¢(0,7/3)
senx .
b) GX) =4 x-g > FT en x=m
-1 Si X=m
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w si -1<x<3
)HX) =1 |x-1]-2 en X=-1y x=3

2x2 —4x—2 six<-1 6 x23

2) Sabiendo que x, sen x, cos X Y las funciones constantes son continuas en toda la recta
real, estudiar la continuidad de las siguientes funciones y enunciar la propiedad que
utiliza para responder.

a) f(X) = 3x* — cos’ x b) g(t) = zsen(—Zt) &) h(u) = cos(u—1)
t°—-2t-3 u2 14
) 51 —2x si x<5
3) Dadas f(x):{ ” 2 - gx)=< 4  six=5
2 sl 3x-x* si x>5

a) Estudiar la continuidad de fy de g en todo su dominio.
b) Determinar si los siguientes limites son correctos o no y justificar

clim f(x+1)=f() lim g(5+h)=g(5)
x—0 h—0

4) Hallar los puntos donde cada funcién es continua, justificar la respuesta. Si hay puntos
de discontinuidad evitable, redefinir la funcion para hacerla continua:

X? —5X+6 senx
a)f(x) = —————— b) gx) = ——
) £(x) Y2 ) 9(%) VeIV
c0s(x) x*=x  si|x-1|<1
¢) h(x) = 14 cosx d) h(x)= 6ser(%x) si|x-1[>1
5) a) Averiguar cuanto debe valer a'y FO) = ax’ +5x+3 si[x|<2
b para que F sea continuaenxp =2 y bx + 2 si| x| >2
Xy = -2
COS X .
b) Indicar el dominio de Gy hallar, si G(X) = { 1 _senx si|x|<my x=mn/2
existe el valor de A para que G resulte A si x=n/2
continua en todo su dominio
sen(@x+a) si x<-1
c) Hallar, si existen los valores de a 'y X+1
b para que H resulte continua en todo H(x) = bx si|x-11<2
punto. 9-x? 6i x> 3
3-X

6) a) Dar un ejemplo de una funcidn f(x) tal que f(3) no exista, pero Iir?f(x) si exista
b) Proponer un ejemplo de una funcion f(x) que verifique Il'nz1f(x) #1(2)

c) ¢Como debe ser f(x) en X, para que se verifiqgue limf(x)=f(limx)?
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7) Enunciar las propiedades las propiedades que justifican las siguientes igualdades y

calcular los limites indicados
senx senx , x-1/3 ., x-=1/3
lim 3 =3/ lim
x—1/3 9X2 -1

X x—0 X

Iim
X—0

8) a) Demostrar que la ecuacién x®—3x+ 1 =0 tiene una raiz entre =2 y -1 , otra raiz
entre Oy 1y laterceraentre 1y 2
b) Calcular la raiz comprendida entre 1y 2 con dos decimales exactos usando
biseccion. Ayuda: hallar un intervalo de longitud 0,01 que contenga la raiz

9) a) Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y f(a) =8 y f(b) =32,
justificar que existe al menos un nimero c entre a y b tal que f(c) = 20
Ayuda: considerar la funcién F(x) = f(x) —20 y aplicar el teorema de Bolzano)
b) Si g(x) y h(x) son funciones continuas en el intervalo [a,b] y g(a) =7, g(b) = -4,
h(a) =2 yh(b) =1, justificar que existe al menos un nimero c entre a y b tal que
g(c) =h(c)  Ayuda: considerar la funcién T(x) = h(x) — g(x) y aplicar el teoreme
de Bolzano)

10) Graficar en un mismo sistema coordenado las funciones g(t)= t2 y h(t)=1-t y
hallar con un decimal exacto el numero ¢ para el cual g(c) = h(c)

Ejercicios adicionales

1- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en su dominio

V3-Jx+3 . x+1 sifjx|<2 1-cosX & g
_|J———— si x>0 _ h(x) = —
-1/43 si Xx<0 X+2 x2—4 1 si x=0
3_
1 . );764 si x>4
o (x=2) sen( 5 j si | x|%2 X—4
i(x)= x*-4) ~ ix)=15 si l<x<4
0 si [x|=2 |4x|=[5=x
—— si xx<1
x-1

2- Hallar, si existen, los valores de a y b para que cada funcion sea continua en todo

punto.

3Xx+7 six<4 ax—1 six<2
f1(x)= - =12 _

ax—-1 six>4 ax® six=2

X x<1 -1 x<0

fi(x)={ax+b l<x<4 f,(x)={ax+b 0<x<1

—2X X=4 1 x21

cost .o
3- Hallar A para que la funcién H(t)={z_2t > '~ ™° resulte continuaen t=m/2

A si t=m/2
Ayuda: Llamar x = & -2t y tener en cuenta que cos(a - b) =cosacosb +senasenb
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4-Sea f(t) una funcion continua en el intervalo [0,48] Ty
que verifica f(0) = f(48) = f(24) : .

a) Justificar que existe un nimero c en el intervalo : \/ —»
[0,24] tal que f(c) =f(c + 24) 0 24 48 ¢

Ayuda : aplicar el teorema de Bolzano a la funcion g(t) = f(t) — f(t + 24) en el
intervalo [0,24] , verificando previamente sus hipotesis.

¢) Un monje sube y baja de una montafia por el mismo camino en 48 horas, (parte a las 0
horas de un dia y llega a las 24 horas del dia siguiente). Justificar que
independientemente de la velocidad a la que vaya y de los descansos que realice hay
un punto del camino por el cual pas6 ambos dias a la misma hora.

3

X’ =x-4

5- Dada F(X)=——
3X+2

una raiz en el intervalo (-1,0)?, ;puede asegurar que la ecuacion F(x) + 1 = 0 tiene al

menos una raiz en el intervalo (0,1) ? . Justificar las respuestas enunciando la

propiedad o el teorema que utiliza (si existen las raices, no se pide calcularlas)

, ¢puede asegurar que la ecuacion F(x) = 0 tiene al menos

x34+3x—1 si x<3/2
7-x3—-x si x>3/2

menos una vez en cada uno de los siguientes intervalos [0,1] , [1,2] y [2,3] . Justificar
las respuestas enunciando el teorema que utiliza (si existen las raices, no se pide
calcularlas)

6- Dada F(x)={ , averiguar si la funcién F(x) se anula al

senx (x% —1)

J(x=1)x

R —[0,1] vy averiguar si puede definirse en x = 0 y en x = 1 para que f(x) sea continua
en (-0, 0] yen[1, ).

7- Dada la funcion  f(x) = , justificar que el dominio mas amplio es D=

4\/x2 +4x+1

8- ¢Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion F(x) = ———— -2 en los
cos(mx/4)

intervalos [0,1], [0,4] ? Enunciar el teorema y justificar la respuesta

9- Estudiar la continuidad de
o, |x —5|sen[r(x +10)]
F(X)={ 5 x? 4 5x —50
—6m/5 si X% +5x=50=0

si X% 4+5x—-50%0

¢Existe un numero a en el intervalo [-10,0] tal que F(a) = 0? ,¢existe un b en el
intervalo [0, 5] tal que F(b) =0? Justificar las respuestas.

—4]-[x=2]
2X -4
graficamente. ;Puede definirse F(2) para que F(x) resulte continua en x = 2?

S
10- Expresar F(x) =

sin barras de valor absoluto y representarla

Respuestas de los Ejercicios
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1) a) F(x) es continua en Xo = 0 y discontinua en x, = g

b) G(x) es continuaen X =.

¢) H(x) es continua tanto en xo = 1 como en x; = 3.
2) a) f(x) es continua en R.
b) g(t) es continuaen R —{-1, 3}
c) h(u) es continua en R.
3) a) f(x) es continuaen R
g(x) es discontinuaen x =5

(x) six#z0yx=2

f
4) a) f(x) es discontinua en xo = 0y en x; = 2 f*(x):{ 1 Six—2
5 -
g(x) six#0yx=8
b) g(x) es discontinua en xo =0y en x; = 8 g (x)=1 1 Six =0
2

d) h(x) es continua en R.
i(x) si xz0yx=2

e) i(x) es discontinuaenxo=0yenx; =2 i"(x)=4 0 si x=0
6 si X=2
5) a) a:—% , b=5 b)No tiene solucidn c)a=-2 , b=2

8)b)1,53209
Respuestas de los Ejercicios Adicionales

1) f(x) es continua en R.
g(x) es cntinua en X # 2
h(x) es continuaen x =0

i(X) es continua en x = 2 y discontinua en x = -2
j(x) es continua en x = 4

2) Para f; a=5
Para f, a:—1
2
Para f3 a=-3 b=4
Para f, a=2 b=-1
3) A==
2
2
X+—X_6 SiXS—Z
22x—4
10) F(x)=d X X2 G 5 x<2
2X -4
X2—x-2 .
_— SIX>2
2X —4
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

Nocién de recta tangente a la grafica de una funcién en un punto.
Practico | Nocion de velocidad instantanea. Definicion de derivada. Relacion entre

N©°4 derivabilidad y continuidad. Reglas de derivacion de sumas, productos,
~ |cocientes y composicion de funciones. Derivacion sucesiva.

Guia teorica

Incremento , cociente incremental y recta tangente

Sea y = f(x) una funcion definida en un intervalo

abierto al cual pertenecen los puntos Xo ¥y X1 (X1 puede  f(x,) /\tK

ser mayor 0 menor que Xo) , la diferencia f(x;) — f(Xo) P Ay

se denomina incremento de la funcién en X, Yy se f(x0) “—F—*

indica :
Ay = f(x)) —f(xo) 6 Af=1(xy) —f(Xo)

"\

Observacion : si escribimos X; = Xo + AX ( AX puede ser Xo X
positivo 0 negativo) entonces el incremento puede
escribirse Ay = Af = f(Xo + AX) — f(Xo)

y

El cociente Ay se denomina cociente incremental o Q

X f () >
razén de cambio media y es la pendiente de la recta ) \
que pasa por los puntos P(Xo , f(xo)) Y Q(x1 , f(x1)),a (o) |=7
la que se denomina recta secante. 7' Ax '
Anotamos : Mpg - ﬂ =M >

AX X; =X, Xo X1 X
Ay f(Xl)—f(X0)= 1

Siexiste limm,, =lim—= lim m,
QP Q->P AX  X1—Xg xl - XO

decimos que m es la pendiente de la recta tangente a

la gréfica de f en el punto P, lo que equivale a decir f(Xo)

que la recta tangente es la posicion limite de la recta

secante PQ cuando Q tiende a P.

f )17

Xo X1

;X
Velocidad
Si s =f(t) nos indica la posicién, en el tiempo t, de un objeto que se mueve sobre una
recta entonces en el intervalo de tiempo t=1t,, t = t; el cambio de la posiciones  f(ty) -
f(to) .

Posicién en Posicién en
el tiempo t, el tiempo t;
|
l — _/
0

Analisis Matematico 1 - 2017 Pagina 28



UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

desplazamiento _ f(ty)—f(ty)
tiempo t, -1t

La velocidad instantanea en el tiempo toes:  v(t,) = t||'rp f(t;) _:(to)
1 17 %o

La velocidad media en el intervalo [t , t1] es: vy =

Observacion: Es interesante notar que definimos la pendiente de la recta tangente a la
curva de ecuacion y = f(x) en el punto (Xo ,f(X0)) cOmo: m = |im M,

X=Xy X1 —Xp
también vimos que la velocidad en el tiempo to de un objeto cuya posicion en el

. ) . F(t)—f(t
tiempo t estd dada por s = f(t) es: v(t,) = Iim w
>ty -—

1 0
aparecen limites del mismo tipo y como ademas esta clase de limites se presentan con
mucha frecuencia en otras aplicaciones, se les asigna un nombre y una notacion
especial como lo indica la definicién siguiente.

. En ambas situaciones

Definicion de derivada

Si y=f(x) esta definida en un entorno de X, y existe lim f)=1(x0)
X=X,  X—=Xg

es derivable en Xo, su resultado se anota f’(xo) y se denomina derivada de la funcion
en Xo

, se dice que f

Si'y = f(x) es derivable en xo, se puede utilizar como definicion equivalente a la siguiente:
f’(xo) = lim Mz Iim f(Xg +AXx)—T(Xq)
X=X, X—=Xp l AX—0 AX

considerando AX =X-—Xg

&
o

X=X0

Otras notaciones de la derivada: f’(xo) = Df (Xo) :%(xo):

Razon de cambio instantdnea

Si f(x) es derivable en X, , decimos indistintamente que: f ’(xo) es la derivada de la
funcién y =f(x) en el punto X, 0 que f’(x) es la razén de cambio instantanea de f(x) en
el punto Xo

Teorema gue relaciona la derivabilidad con la continuidad
Si f(x) es derivable en xg entonces f(x) es continua en Xg

Corolario

Si f(x) no es continua en Xo entonces f(x) no es derivable en X,

Observacion

El reciproco del teorema que relaciona la derivabilidad con la continuidad no vale, es
decir, una funcion puede ser continua en un punto y no ser derivable en el mismo.

Un ejemplo de esto es la funcion f(x) = [x| , ya que en x = 0 es continua pero no es
derivable.
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Ecuacion de la recta tangente a la gréafica de una funcién

Ay
Ya sabemos que la recta tangente a la gréafica de y = f(x)

en el punto P(xo,f(Xo)) es la recta que pasa por Py tiene f(Xo) P

pendiente m = lim mpg = lim M1
Q—P X=X, X1 —Xg

siempre que este limite exista.

v

Xo X
Como sabemos que si este limite existe es igual a la derivada f ’(xo), podemos enunciar:

Si f’(xp) existe, la recta tangente a 'y =f(x) en el punto P(xo,f(Xo)) es la recta que pasa por
Py cuya pendiente es igual a f °(xg) , por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente en el
punto (Xo,f(Xp)) es:  y=1’(xo) (X - Xo) + f(Xo)

Derivadas de algunas funciones
1- Sif(x) = k (constante) - f’(x)=0 2-Si f(x)=x" > f’x)=nx""*!
3- Sif(x)=senx — f’(x)=cos x 4- Sif(x)=cosx — f’(x)=-senx

Reglas de derivacion

1- Si f(x) es derivable entonces k f(x) es derivable y se cumple: (k f(x))’= k.f ’(x)

2- Sean f(x) y g(x) dos funciones con derivadas f ’(x) y g’(x), respectivamente entonces:
f(x) + g(x) tiene derivada y se cumple: (f(x) + g(x))’ =f’(x) + g’(x)

f(x) . g(x) tiene derivada y se cumple: (f(x) . g(x))’ = f(x). g’(x) + f ’(x). g(x)

) tiene derivada si g(x) #0 y se cumple :(f(x)] = F()g() = (x)g"(x)
g(x) 9(x) g(x)?

Derivada de funciones compuestas: Regla de la cadena
Si g es derivable en x y f es derivable en g(x) entonces f(g(x)) es derivable en x y se

verifica que (f(g(x))’=f’(g(x)) . g’(x)

Observacion
Si u=g(x) e y=f(u) entonces y =f(g(x)) y laderivada de esta Gltima por la regla de

dy dy du

la cadena puede expresarse : —.— evaluadaen u =g(x)
dx du dx

Ejemplo
Para derivar la funcion y = (4x* + x)* , llamamos u = (4x* + x) entonces y = u® , de

donde y’= %:j—ﬁ-g—)‘: =3u”(8x+1)= 3(4x°+x)*(8x +1)

Derivadas laterales

f(Xg +AX)—T(Xg)

Si f(x) esta definida en un intervalo [Xxo, b) y existe [im , se dice
Ax—0* AX
que la funcion tiene derivada lateral derecha en X, y se indica f. ’(xq) 0 fp’(x)
: s . . . f Ax) —f .
Si f(x) esta definida en un intervalo (a, xo] Y existe Alergl (%o + AX) (Xo) , se dice que
—0" X

la funcion tiene derivada lateral izquierda en X y se indica f . ’(xg) 0 fp’(xo)
Observacion : Si f(x) es derivable en X, entonces existen las derivadas laterales en X, y
se verifica que f’(xo) =f: ’(x0) = f ’(xo)
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Propiedad:
Si f(x) es continua en Xo y existe f°(x) en un entorno reducido de X, Yy se cumple que

lim f'(x)= lim f*(x)=A entonces f(x) es derivable en x, yse verifica f’(xo) = A
X=X+ X=X,
Observacion
En la propiedad anterior es requisito prioritario que la funcion sea continua en X, , por

3 si x>1 ) . 0 si x>1
) tiene derivada f'(x)= ] y se
2 six<kl 0 six<l

cumple limf'(x)= limf'(x)=0 , sin embargo f >(1) no existe pues la funcion no es
x—1* x—1"

ejemplo la funcién f(x) = {

continua en x = 1y la propiedad anterior no puede aplicarse.

Derivacidn sucesiva
Si f °(x) es derivable , podemos calcular su derivada a la que se denomina derivada
segunda de f (x) y se define e indica del siguiente modo: f’’(x) = (f ’(x))’

La derivada segunda también puede indicarse de las siguientes formas :f @(x) , y”’(x),

2
f ‘e .
vox),y”, d—2 (esta ultima se lee: derivada segunda de f respecto de x dos veces)
dx
En forma similar si °(x) es derivable, se define la derivada tercera como f

»3(x) = (£°(x))’, y puede indicarse de las siguientes maneras: f ®(x),y*”’ (x), y¥(x),
3

d-f i :
— (esta ultima se lee: derivada tercera de f respecto de X tres veces”
d x

En general: la derivada de orden n de f(X) es la derivada de la derivada de orden ~ (n -
1) de f(x): f(x) =" x)y

Ejercicios:

1) Calcular el incremento de las siguientes funciones , el cociente incremental y la
pendiente de la recta tangente en los valores indicados. Representar graficamente la
funcién y la recta tangente.

fX)=2¢° %=1 ; gX) =X ,%=4 ;hX)=1/x, %=1

2) Usando la definicién, calcular la derivada en los puntos indicados:
a) f(x) = x° en un x cualquiera b)g(x)=1/x* en xg=-2
c)h(x)=senx enun X cualquiera d) ux)=+2x en xp=1

3)Si s(x)=xf(x) y t(x)=f(x)/x siendo f(x) una funcion derivable, demostrar
usando la definicion de derivada que
s’(x) = f(x) + x (x) H t'(x) = P(x)/x — f(X)/x* para x#0

4) a) Demostrar que g(X) = |X| no es derivableen x =0
b) Demostrar que h(x) = x |x| es derivable para todo x Yy calcular su derivada.

5) Usando reglas de derivacion, hallar las derivadas de:

a) f(x)=/x —5x° b) u(x)=x>°senx c) q(x) = cotg X
2t3 _t 2 -2 2 -1 thX

d) h(t)= =y? — f —
) h(t) i o1 gy =y’ -y Jy* +y™) ) P(X) 7 a
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6) Si f(x) y g(x) son derivables y f,() =2 | £ (0 =1X9X) " careutar £20) y
f(x) 2x+1
f,’(0) sabiendo que f(0)=2,f°(0)=3,9(0)=1y g’(0)=-4
7) Calcular la derivada de:  a) f(x) =(- 2x)® b) g(x) = 3 — cos(nx)
c) h(x) = (3x* + 2x)™ d) f(x) =sen®(2x —1) e)f(x)=7+ %4)()
X“+1

8)a) Si F esderivable WxeR |, justificar que di[F(3X)]=[F(3X)]’= 3F’(3x)
X

2X
+ X

; d () =L iustifi Aepey]e3 9 NE
b) Si a[G(u)]=G(u)—u,Justlflcarque ™ [G(x )] T [G(2+x )] >

2
c) Si H es derivable y g(x) = H(cos(nx)) , hallar g'(1/2) sabiendo que H'(0) = 2

9) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = 2 x> + 1 en los
puntos P(1,3) , Q(0,1) , R(-1,3). Graficar la curva y las rectas tangentes halladas.

10) Sif(x) =ax?*+bx +2, hallar a y b de manera que su gréfica pase por el punto de
coordenadas (1,3) y la recta tangente en dicho punto tenga pendiente 4.

) 2x2  si x<0
3X Sl X=2

11) Dadas las funciones f(x) = . y g(x)=<cosx si0<x<m/2
243X Sl x<2 .
0 si x> m/2

Estudiar la continuidad y hallar, donde exista, la funcion derivada

12) Determinar el vértice de la parébola y = a x* + bx + ¢ teniendo presente que en él la
recta tangente es horizontal. Corroborar completando cuadrados o algin otro método.

1/4

13) a) Hallar la ecuaci6n de la recta tangente a la gréfica de f(x)=(tg(x))""* en el

punto de abscisa x = n/4.
b) Hallar las coordenadas de los puntos de la grafica de g(x) = (3x =2) (x + 1)*
donde la recta tangente es paralelaa y =5x-21

c) Hallar las coordenadas de los puntos pertenecientes a la grafica de h(x) = +/2x

donde la recta tangente es perpendiculara y = - 4x + 13.

d) Hallar las coordenadas de los puntos donde la recta tangente a la gréafica de
t(x) = x> + 5x° - 20x +1 es horizontal y hallar la ecuacién de dichas rectas.

e) Hallar la ecuacion de la recta normal (perpendicular a la recta tangente) a la gréfica
de u(x) = 2x*—8x + 2 en el punto de abscisa x = 1.

14) Si A(x) = el area bajo la curva f(x) = 1/x comprendida y
entrel y X, conx>1 (area sombreada de la figura) f(x) = 1/x
A(X) - A(1)

a) Justificar que lim

x—=1* X -

teorema del sandwich y observar que A(1)=0) - |

=1 (‘Ayuda: usar el
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b) Justificar que Iim AX+AX)-AKX) _1
Ax—0* AX
el area bajo la curva f(x) = 1/x comprendida entre x y x + Ax y usar el teorema del sandwich
comparando dicha area con la de dos rectangulos)

AX+AX)-AX) _1 ( Ayuda: idem a b), tener en cuentaque X +
X

( Ayuda: tener en cuenta que el numerador es

c) Justificar que Iim
Ax—0" AX

AX esmenor que X)

d) Por b) y c) podemos concluir que la funcion A(x) resulta ser derivable paratodo  x
> 1y A’(x) = 1/x . La funcion A(x) definida para x > 1 , se denomina logaritmo
natural de x y se indica In x, por lo tanto (In x)’ =1/x six>1

En un trabajo practico posterior veremos que la funcién logaritmo natural se puede definir

para todos los x >0, por ahora supondremos que su dominio es (1,00)

15) Dadas las funciones f(x) = sengnx) , gsx) =@ +ax)t, h(x) =232 -3¢, i(x)=x"
caleular : P(x), £7°(x), £9(x), f9 (%), g¥(9, hOx), ), i”x), i), 10

Ejercicios adicionales

1- Determinar los valores de x e [0, 2x] en los que la recta tangente a las funciones que
se indican a continuacién son horizontales y hallar su ecuacion:

f(x) = sen X + cos X g(X) = /3 x + 2 cos x

2-a) Si f(x), g(x) y h(x) son derivables , verificar que :
[f(x) 9(x) h(X)I* = f°(x) g(x) h(x) + f (x) g’(x) h(x) + f (x) g(x) h’(x)

b) Calcular, usando la parte a) , la derivada de : y = 3 x* sen (2x) Vx? -1
¢) Justificar, usando la parte a), que : {[f(X)]*}’=3 [f(x)]* f *(x)

3- a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a f(x) = 2 — x* en el punto (X, , f(Xo)) ¥
determinar el valor x, sabiendo que la recta tangente pasa por el punto (1,5).
b) Graficar la funcion y la recta tangente hallada en a)

4- a) Demostrar que y =| x|, y =sen |X| no son derivablesen x =0, pero su producto
y = |X| sen |x| siloes. ;Contradice esto a la regla de “derivada de un producto™?

x?cos(1/x) si x#0

b) Si g(x) ={O 0 Demostrar que g es derivable y continua Vx.
Si x=

5- Una particula se mueve sobre una recta y luego de t segundos esta en la posicion
x(t)=2t2 — 3t. Hallar su posicién y su velocidadent=0,t=1,t=2, t=3 (Enqué
instante/s la velocidad es cero?

6- Calcular usando la definicion la derivada de las funciones
a) f1(x) = y/g(x) ,siendo g(x) derivabley g(x) > 0 para todo x
b) fo(x) = (f(x))2 , siendo f(x) derivable paratodo x
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Respuestas de los Ejercicios

1)
. Incremento de Cociente Pendiente de la
Funcion Xo | -, . recta tangente
a funcion incremental en X,
f(x) 1 2 AX(2 + Ax) 2(2+Ax) 4
Ni - 1
9(x) 4 JItAc_o | Y4tAx-2 L
AX 4
h(x) 1 _ AX 1 1
1+ AX 1+ AX
2)  a)f'(x)=3x* mgm_gzi
¢)h ‘(x) = cos x d) u'(1):%
1 3sen x
5 a) f'(x)=——=-25x" b) u' +8/x° cos x
)t ) u)- S
c) q"'(x)=— cos ec?x d) h*(t)= 6t +ot* -1
(3t? +1f
3 X (x2 + 4) 1
(Y)=4y® +1+—= flp! t 4 — %2
9 0'(y) =4y’ +1+ 5 )p&k(QX( e hﬁ+4f
6)  f(0) = - % f,°(0) =-9
7 a)f'(x)=-50(2x)" b) g'(x)=3+msen(nx)
c) h'(x)= ~8(3x+1) 1) d) f'(x)=6sen?(2x —1) cos(2x —1)
3x +2x

&) £( +1 2 cos(4x) (x? +1)— x sen(4x)
sen(4 2, 1)2

9) La recta tangente a la funcion en P es y = 4x-1
La recta tangente a la funcionen Qesy =1
La recta tangente a la funcionen Resy = - 4x-1

10)a=3 b=-2
3 six>2
11)  Si x # 2 entonces f(x) es continua. f'(x)= _
3 six<2
4x si x<0
Si x # 0 entonces g(x) es continua. g'(x)=4-sen x si 0<x<m/2

0 si X>mn/2
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13) a) y=§—g+1 b) (0,-2)y(-2,8) c)(8,4) d)
y=-13 y=15 e)yzix—%
15) f'(x)=n cos(mx) f''(x)=—n® sen(nx) f® (x)=— n° cos(nx)
@ (x) = n*sen(nx) 9@ (x)=- 6a’ y h®(x)=0
(1+ax)

i'(x)=nx"*  i"(x)=n(nh-1)x"? i®x)=n(n-1)(n-2 x"* i"(x)=n!
Respuestas de los Ejercicios adicionales
1) Para f(x): (% , \/EJ y (%ﬂ , —\/Ej ,
m @HJ y (E 2\@:_1)

ara g(x): |—,
p g()(3 = -

3x°sen(2x)
2) b) y'=12 x%sen(2x W x* =1 + 6x* cos(2x) Vx> -1 + ——=="2

3) a)y =2x + 3 rectatangente a la funcién en el punto (-1, 1)
b) y=-6x+ 11 recta tangente a la funcion en el punto (3; -7)

4) Si t = % la velocidad es cero. t Posicion Velocidad
0 0 -3
1 -1 1
2 2 5
3 9 9
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

Derivacion implicita. Teorema de Rolle. Teorema del valor medio para
Practico | derivadas (Cauchy y Lagrange). Crecimiento y decrecimiento de

N°5 | funciones. Maximos y minimos absolutos y relativos. Concavidad y
" |puntos de inflexion.

Guia tedrica

Derivacion implicita

Hasta ahora se han derivado funciones donde la variable y esta expresada explicitamente
en funcion de x, es decir expresiones del tipo y = f(x).

Cuando y no estd expresada explicitamente en funcion de x, como por ejemplo en la
ecuacion x° +y° - 27y - 5 = 0, podemos suponer que es posible despejar y como funcién
de x, es decir suponer que existe y = f(x) tal que x> + f(x)° - 27 f(x) = 5 = 0, en este caso
se dice que la ecuacién x* +y° - 27y - 5 = 0 define implicitamente a y = f(x)

Para encontrar la derivada de y = f(x) (que no podemos explicitar porque no se puede
despejar) usamos un método, denominado derivacion implicita, que consiste en:

1- derivar respecto de x la expresion 3+ f(x)° - 27f(x)-5=0

obteniendo : 3x2+5f(X)* f°(x)-27f°(x)=0

—3x2 —3x2

2- despejar f°(x) : f’(x) =——— (*) oequivalentemente y’= ———
5f(x)* - 27 Sy* —27

Si se quiere conocer la pendiente de la recta tangente en el punto de coordenadas (3, 2)

perteneciente a la grafica de la ecuacion x> +y°-27y-5=0, se reemplaza x=3 y
-3.3% 27

5.2-27 53

Luego -27/53 es el valor de la pendiente de la recta tangente en el punto (3, 2).

f(3) = 2 en (*) obteniendo f’(3) =

Es interesante observar que en la propuesta anterior se siguieron los siguientes pasos:
1)derivar implicitamente, 2) despejar la derivada, 3)reemplazar x y f(x) por las
coordenadas del punto

Muchas veces es conveniente invertir los tltimos dos pasos, procediendo asi:
1) derivar implicitamente: 3x2+5f(X)* f(x)-27f°(x)=0

2) reemplazar x =3 y f(3) = 2: 33%+52'1°(3)-271°3)=0
27+801°(3)-271°3)=0

3) despejar £(3): f’(3)=-27/53
Teorema de Rolle (1652-1719)

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] , derivable en el intervalo abierto (a,b) y
f(a) = f(b) entonces existe al menos un nimero c en (a,b) tal que f’(c)=0
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Las funciones que se observan en estas dos gréaficas | El grafico muestra que f(a)
verifican las hipotesis del T. de Rolle : f(a) = f(b) , f|= f(b) y f es continua en
es continua en [a,b] y derivable en (a,b) por lo tanto |[a,b] pero f no es derivable
existe al menos un nimero c entre ay b tal (c) =0 | en X, por lo tanto no puede
aplicarse el T. de Rolle

y A y * y A/
e : /_ \ pd \
a . b x a Gfc, ¢ b x a Xo b X

En el punto de abscisa | En los puntos de abscisa ¢;, | No existen puntos donde la

ci la recta tangente es | ¢,y cs, la recta tangente es recta tangente es
horizontal, por lo horizontal, por lo tanto horizontal, de donde
tanto °(cy) =0 (c1)=0,f(c2)=0,f(c3) =0 P(x)#0

Teorema del valor medio de Cauchy (1789- 1867)
Si f y g son continuas en el intervalo cerrado [a,b] y derivables en el abierto (a,b)
f(b)-f(a) “f'(c) .

=— i g(b)=g(a)
g(b)-g(@ g'(c)

Teorema del valor medio para derivadas o T. de Lagrange (1736- 1813)
Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b)
f(b)—f(a)

b—a

entonces existe un namero c en (a,b) tal que:

entonces existe un nimero c en (a,b) tal que:  f'(c) =

Ccomo M
b-a

es la pendiente de la recta que pasa por | y Q
P(a,f(a)) y Q(b,f(b)), el teorema afirma que “existe al
menos un numero ¢ en (a,b) tal que la pendiente de la R
recta tangente trazada en el punto (c,f(c)) esigualala| | @ ¢ h 'x
pendiente de la recta que pasa por los puntos Py Q”

o

Funciones crecientes o decrecientes
Una funcion f es creciente en un intervalo | si para todo par de puntos X; y X, de I con x;
< Xp se verifica f(x;) < f(xz); si para x; < X, se verifica f(x;) < f(x), decimos que f es
estrictamente creciente en |
Una funcion f es decreciente en un intervalo | si para todo par de puntos X; y X, de I con
X1 <Xz se verifica f(x;) 2 f(xp); si para x; < X, se verifica f(x;) > f(xz), decimos que f es
estrictamente decreciente en |
Si f es creciente en | (o decreciente en 1) se dice que f es mon6tona en |

f crece en (-0,b] , [c,d] y [e,0) y
f decrece en [b,c] y [d,e]

f es monodtona en cada
intervalo mencionado, pero f
no es monotona en (-00,00)

Punto critico
Un punto critico de una funcion fes un nimero x4 del dominio de f, tal que f’(x4) =0 0
bien f’(x4) no existe.
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e \ S

X

f’(a)=0,f’(d)=0,f’@)=0 , f°(b) noexiste y f’(c) no existe , por
lotanto a, b, ¢, d y e son puntos criticos.

Relacion entre el signo de f ’(x) v el crecimiento o decrecimiento de f(x)

Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto (a,b),
a) Sif’(x)> 0 paratodo x de (a,b) entonces f es estrictamente creciente en [a,b]
b) Sif’(x) <0 para todo x de (a,b) entonces f es estrictamente decreciente en [a,b]
c) Sif’(x)=0 paratodo x de (a,b) entonces f es constante en [a,b]

Maximos y minimos absolutos

Una funcion f posee un méaximo absoluto en c si f(c) > f(x) , para todo x perteneciente a
D, siendo D su dominio. EI nimero f(c) se denomina valor maximo de f en D.
Analogamente, una funcién f posee un minimo absoluto en d si f(d) < f(x) , para todo x
perteneciente a D. El nimero f(d) se denomina valor minimo de f en D.

A A A
y y y

/1 D\ ./
! c \ X T x| 7 ¢
f posee un maximo|f posee un minimo|f no posee ni minimo ni

absoluto en ¢ y no posee |absoluto en d y no posee | maximo absoluto.
minimo absoluto maximo absoluto

Teorema de Weierstrass
Si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] entonces f posee maximo absoluto y
minimo absoluto en [a,b]

Busqueda de maximos y minimos absolutos

Para obtener los maximos y minimos absolutos de una funcién continua f en el intervalo

cerrado [a,b] proceder del este modo:

1- Hallar, si existen, los puntos criticos de f en el intervalo abierto (a,b) y evaluar la
funcion en ellos

2- Evaluar la funcion en los extremos del intervalo, es decir calcular f(a) y f(b)

3- El mayor de los valores obtenidos en los pasos 1- y 2- es el maximo absoluto y el mas
pequefio es el minimo absoluto.

Maximos y minimos relativos

Una funcion f posee un maximo relativo (o local) en x; si existe un intervalo abierto I,
que contiene a x; tal que f(x;) = f(x) , para todo x perteneciente a I .

Analogamente, una funcién f posee un minimo relativo en X, si existe un intervalo
abierto 1, que contiene a x, tal que f(xy) < f(x), para todo x perteneciente a I,.

Los maximos y minimos relativos se denominan extremos relativos.
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f posee un maximo relativoen a,cye; fposee un minimo relativoen by d.
Ademas f posee un maximo absoluto en ¢ y no posee minimo absoluto.

Teorema de Fermat (1601-1665)
Si f posee un extremo relativoen x3 y si existe f ’(x3) entonces f ’(x3) = 0

Condicidn necesaria de existencia de extremo relativo
Si f posee un extremo relativo en Xs entonces Xs €S un punto critico.

Criterio de la primera derivada para clasificar puntos criticos

Si f(x) es continua en (a,b) y posee punto critico en ¢ perteneciente al intervalo (a,b)
a) Sif’(x) >0 en(a,c) y f’(x) <0 en (c,b) entonces f posee un maximo relativo en c.
b) Sif’(x) <0 en(a,c) y f’(x)>0en (c,b) entonces f posee un minimo relativo en c.
c) Si f’(x) no cambia de signo en ¢ entonces f no tiene extremo relativo en ¢

Concavidad

Si f es derivable en el intervalo abierto | y su grafica se encuentra arriba de todas sus
tangentes en I, decimos que fes céncava hacia arribaen I.

Si f es derivable en el intervalo abierto | y su grafica se encuentra debajo de todas sus
tangentes en |, decimos que f es concava hacia abajo en I.

Punto de inflexion
Un punto P de la gréafica de una funcion continua se Ilama punto de inflexion si la
gréafica cambia de concava hacia arriba a concava hacia abajo o viceversa en P.

A
f es céncava hacia abajo en (-o0,x0), f es Y
concava hacia arriba en (xo,), por lo tanto f(xo) P
(Xo0,f(Xo)) son las coordenadas de un punto de /
inflexion %o >

Criterio de concavidad

Sea f una funcién que admite derivada segunda en los puntos de un intervalo abierto I,
a) Sif”’(x)>0,V xel, entonces la grafica de f es concava hacia arriba en 1.

b) Sif>’(x)<0,V x e |, entonces la grafica de f es cdncava hacia abajo en I.

Observaciones:

1- Por el criterio de concavidad, si la funcién es continua en xo Yy la derivada segunda
cambia de signo al pasar por Xo, hay punto de inflexion en (Xo, f(Xo))

2- Si se verifica que f *’(xo) = 0, esto no alcanza para afirmar que en (Xo , f(Xo)) hay
punto de inflexion (por ejemplo f(x) = x* cumple £ >’(0) = 0 y sin embargo en x=0
no hay cambio de concavidad, por lo tanto el punto (0,0) no es de inflexién)
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Ejercicios

1)a) Hallar, usando derivacién implicita, la pendiente de la recta tangente a la
circunferencia x*+y?=25 enel punto (-3,4), verificar el resultado derivando la
expresion explicita

b) Hallar y'=dy/dx usando derivacion implicita sabiendo que x+\/x_y+y:1.
c) Comprobar que el punto P(2,— 3) pertenece a la grafica de la curva

2x3 —x2y+y3—1=0 y hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto P.

2) Si V(t) representa el volumen de un globo esférico en el tiempo t y se bombea aire a
razén de 600 cm® por minuto, es decir V' (t) = 600, hallar la razén de cambio del radio
en funcién del tiempo y calcular dicha razén cuando el radio es 30 cm. Indicacion: si
R(t) es el radio del globo en el tiempo t, calcular R"(t) , y recordar que el volumen de
una esfera de radio Res V =4/3 zR® ((usar derivacion implicita)

3) Averiguar si puede aplicarse el teorema de Rolle en el intervalo dado vy, si es asi, hallar
todos los ¢ que cumplen la conclusion del teorema.

a) f(X)=(X2—1)2 en [- Y | 1/2] b) f(x)=— 5x+6

X2

en [-3,-2] y en[-1,1]

4) Si f(x) y g(x) son continuas en el cerrado [a,b] y derivables en el abierto (a,b) ,
demostrar el teorema de Cauchy (Justificar que puede aplicarse el teorema de Rolle en
el intervalo [a,b] a la funcion G(x) = [g(b) — g(@)] f(x) — [f(b) — f(a)] g(x) vy
aplicarlo)

5) a) Justificar que si b esta entre 0y =/2 , entonces existe un numero c entre 0 y b tal

sen®b
que ——— =2cos C
1-cos b

(Ayuda: aplicar el teorema de Cauchy a las funciones f(x) = sen® x y g(x) = 1 — cos x
en el intervalo [0, b] ).
2
b) Usando la parte a) deducir que lim sen"b. =2
b—0* 1—cos b

6) Si f(x) es continua en el cerrado [a,b] y derivable en el abierto (a,b) , demostrar el
teorema de Lagrange (Ayuda: Aplicar el teorema de Cauchy a las funciones g(x) = x
y a la funcion f(x) dada en el enunciado).

7) Averiguar si puede aplicarse el teorema de Lagrange en el intervalo dado vy, si es asi,
hallar todos los ¢ que cumplen la conclusion del teorema.

a) f(X)=4++x-1 en [1,5]
b) f(x)=cos2x en {03?“}

NG si x=1

c) f(x) = en[3,5]yen [-2,3
)16 {Zx-l si x<1 3.51yen [-2.3]
8) Hallar el dominio y determinar los intervalos en que f es creciente o decreciente y

a)f(x)=x'-2x2+1 b) f(x)=x}/24x71/?
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&) f(x) = 5° + 5 - 20 0 f(x)={m si —12<x<—3

12—x2 si X>-3

9) Graficar una funcion continua f(x) continua tal que: f(-2) =-1,f(1) =1, f
’(2)=f’1)=0, f'(X)<0 six<-2 0o 1<x ,f (x>0 si-2<x<1

10) Demostrar que:

a) f(x) =x+ 1/x escreciente en [1, o) y deducir que a+1 < b+% para l<a<b
a

b) g(x) = sen x - x es decreciente en [0, o) y deducir que x > sen x paratodo x>0

11) Graficar funciones f que verifiquen las condiciones indicadas en cada caso:

a) ftiene un maximo absolutoen x =3y f(3) =2 y no tiene minimo absoluto

b) f tiene un maximo absoluto en x =-1y f(-1) =4, tiene minimo absoluto en x =5y
f(5) =-2

c) ftiene un minimo absoluto en x =-2y f(-2) =0 , no tiene maximo absoluto y tiene
un maximo relativoenx=0 y f(0)=5 yunminimorelativoenx=4y f(4) =2

12) Graficar funciones continuas f en el intervalo [-2,5] sabiendo que:

a) f tiene un maximo absoluto en x = -2 , minimo absoluto en x = 5 y no posee derivada
enx=2

b) ftiene maximo absoluto en x=-1 yen x=2y minimo absoluto en x = -2

13) Dadas f(x)=x+cosx , g(X)=x+2senx , h(x)=2senx+cos 2x,
hallar los maximos y minimos absolutos de cada funcion en el intervalo [O,Zn]

14) Hacer un estudio completo ( dominio de la funcion y de las derivadas, paridad e
imparidad, intersecciéon con los ejes coordenados cuando sea posible, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, intervalos de concavidad, puntos
de inflexion y asintotas) y un grafico aproximado de las siguientes funciones. Indicar
también la imagen

1

a) f(u)=u+ = b) f(x)_l v c) f(x)—( 2)2

d) f(x)= ’2‘3 &) F(x)=— X1 f) f(x) = X + sen x
X — VX% =4

g) f(x) =2 —x + [x* = 4] h) f(x)=x"3+2x i) f(v)=v?'-2v'?

15) Determinar valoresde a, b y c tales que la grafica de f(x)=ax’+bx’+cx tenga
una tangente horizontal en el punto de inflexion (1,).

Ejercicios adicionales

1- a) Sea f (x) = tg x .Verificar que aunque f (0) =f (m), no existe ningin centre0y «
tal que f(c) =0. Explicar por qué no contradice al teorema de Rolle.
b)¢Puede aplicarse el teorema de Lagrange a la funcion f(x) =|2x+ 3| en [-2,0]?

2- Un automovilista entra a una autopista y recibe un talén con la hora 13:15 hs. Sale de
ella 135 km maés adelante a las 14:42 hs. y recibe una boleta de infraccion por exceso de
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velocidad. Explicar esto por el teorema del valor intermedio para derivadas suponiendo
que la velocidad maxima era de 90 km/h.

3- a)¢Puede aplicarse el teorema de Rolle a la funciéon f(t)=t|+ 25—t2 en los intervalos

[-3,3] y [3,4] ? Si la respuesta es afirmativa, aplicarlo .
b) ¢Puede aplicarse el teorema del valor medio de Lagrange a la funcion h(x)
2

= 2X 1 en los intervalos [-1,4] y [0,5] ? Si la respuesta es afirmativa, aplicarlo
X+

4- Dada la ecuacién sen (xy) =1-xcosy
a) Comprobar que el punto P(1,0) pertenece a su gréafica.
b) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la ecuacion dada en el punto
P
c) Hallar aproximadamente la ordenada de un punto de la grafica cuya abscisa es 0,9

Respuestas de los Ejercicios

2
1))+ % by y = NYHY ¢) y+3=—2(x—2)
X+ 2\/x_y 23
1 12
2) — 3)a)c=0 byc=——

) = ) ) ) c
7)a)c=2 b) ¢ =0,106916212 (aprox) c)c=4, c=7/5
8)a) Df=R f(x) creceen (-1,0) y en (1 +o0)

f(x) decrece en (-0, —1) yen (0,1)
b) Df=R" f(x) crece en (1 + o).

f(x) decrece en (0, 1)
c) Df=R f(x) creceen (-0, —1) y en (1 + o).

f(x) decrece en (—1,1)
d Df=[-12,+0)  f(x)creceen (-12,-7)y en (-3,0).
f(x) decrece en (-7 ,-3) yen (0, + )
13) Para f(x): (0,1) es el minimo absoluto y (2, 2r+1) es el maximo absoluto.
Para g(x): (0, 0) es el minimo absoluto y (27, 27t) es el méaximo absoluto.
Para h(x): (%ﬂ , — 3) es el minimo absoluto y (% : Ej y [5—n : gj son lo s maximos

2 6
absolutos.

14)
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f(X) = x + sen x

2l

L
-1 2 -1 1 2 k3

@ e ™

-4 -2 L—_?._____,ﬂ,.——
-1

v

f(x) =2 - x + [x* — 4

f(x)=x""3+2x

f(v)=V2/3_2Vl/3

15) a=1

c=3

Respuestas de los Ejercicios adicionales

4b)y=-x+1
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Practico |Diferencial. Antiderivadas o primitivas inmediatas. Método de
N°6 sustitucion para busqueda de primitivas.

Guia teorica

Diferencial Ay
Si f(x) es una funcion derivable en y=L(x)
Xo, Sabemos que existe la recta tangente
’ iy ) L(Xo+AX)
en el punto (X, f(Xo)) y Su ecuacion es:
f(Xo+AX) 45‘ Af AL

y =1’(x0) (X —Xo) + f (Xo) (x)
El segundo miembro es una funcién lineal de Ax

variable x, a la que denominaremos L(X), es
decir:  L(x) =f’(x0) (X —Xo) + T (Xo)

<& »
<« »

v

Xo Xo+AX X

Sicalculamos  L(xg + AX) = f’(xg) (Xo +AX —Xp) + T (Xo) = f’(x0) AX + f (Xo)
y calculamos L(xg)= f’(x0) (Xo —Xo) + f(Xo) =T (Xp)

y restamos miembro a miembro obtenemos el incremento de la recta tangente :
AL = L(xotAx ) —L(Xo) = [f’(x0) AX +f(x0)] - f(X0) = f’(x0) AX

La Gltima expresién obtenida recibe el nombre de diferencial de la funcién en el punto X
. Anotamos de la siguiente manera:

ldy=1’(x)) AX 0 df=f’(xo) AX|

y podemos afirmar que la diferencial de un funcién y = f(x) en un punto Xo coincide con
el incremento de la recta tangente, es decir dy = AL = f ’(xq) AX

Observacion:

e Se define el incremento de la variable independiente x como su diferencial ; por lo
tanto dx = Ax y por ello la diferencial de una funcion se escribe indistintamente:
dy = f’(xo) Ax , dy=1f’(xp) dx , df=f’(xg) Ax , df=1"(xp)dx

e Si dx = 0, podemos dividir por dx vy obtener la derivada como cociente de

diferenciales :d_y = f’(x)
dx

Propiedad : Si f(x) es derivable en X, entonces el incremento de la funcion y su

diferencial en X, verifican que lim Af —df =0
Ax—0 AX

Aproximacion lineal
De la propiedad anterior se desprende que : si f(x) es derivable en X, y AX es cercano a
cero entonces: Af = df

f(Xo + AX) — f(xo) = df
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f(Xo + AX) — f(xo) = f °(xg) AX
0 equivalentemente

[f(xo+ AX) = f(x)) +°(x0) A | (1)

Si en la expresion anterior reemplazamos AX =X - Xo obtenemos :

)= f(x) + (%) (x=%0) | (2)

*La expresion (1) permite calcular en forma aproximada el valor que toma una funcion f
en un punto X + Ax conociendo el valor de fy de su derivada en un punto cercano Xg

*La formula (2) nos da una aproximacion de la curva y = f(X) , cuando X esta préximo a
Xo, por medio de la recta tangente , por ello se denomina aproximacion lineal de la
funcion.

Teorema: Funciones que tienen igual derivada

Si dos funciones tienen la misma derivada en un intervalo abierto entonces difieren en una
constante. Més formalmente podemos enunciar este teorema diciendo:

Si F’(x) = G’(x) para los x del intervalo abierto (a,b) entonces F(x) - G(x) = C, donde C
es una constante arbitraria.

Primitivas

Se dice que F(x) es una primitiva de f(x) en un intervalo | si F’(x) = f(x) para todo x
perteneciente a I.

Observacion: Conociendo la definicion de primitiva, el dltimo teorema puede enunciarse:
“Si F y G son primitivas de f entonces F(x) - G(x) = C , donde C es una constante
arbitraria” o “Si F y G son primitivas de f entonces difieren en una constante”

Primitivas inmediatas (En todos los casos C es una constante arbitraria)
a) si f(X)= k (constante) entonces su primitivaes: FX)=kx+C

b) si f(x)= senx entonces su primitivaes: F(x)=-cosx+C
c) si f(X)= cos x entonces su primitivaes: F(X)=senx+C
d) si f(x) = sec’ x entonces su primitivaes: F(X)=tgx+C
n+l
e)sif(x)=x" conn #-1  entonces su primitivaes:  F(X)= l+C, n #-1
n+

Propiedad de linealidad de las primitivas

Si F(x) es una primitiva de f(x) y G(x) es una primitiva de g(x) entonces:
a) F(X) + G(x) es una primitiva de f(x) + g(x)

b) Si kesuna constante entonces k F(x) es una primitiva de k f(x)

Integral indefinida
Veremos en el practico siguiente que el concepto de primitiva es importantisimo para

calcular integrales Debido a ello se usa la notacién jf(x) dx para indicar una primitiva de

f y se llama integral indefinida. De modo que _[f(x) dx=F(x) significa F’(x)=
f(x)

Con esta nomenclatura, las primitivas ya conocidas pueden escribirse como:

Ikdx=kx+C Isenx dx=-cosx+C Icosx dx=senx+C
n+1

Iseczx dx=tgx+C Ix” dx=2"+C Sl n #-1
n+1
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No siempre es facil obtener primitivas, muchas veces hay que utilizar métodos para
lograrlo. A continuacidn se describe uno de ellos.

Método de sustitucion

Recordemos que : Si F y g son derivables y h(x) = F(g(x)) entonces h(x) es

derivable y se cumple
h*(x) = F *(9(x)) 9'(x)

y como una primitiva de h'(x) es h(x) + C , podemos afirmar que una primitiva de
F'o(X)) g'(x) es F(g(x)) + C 0 con la notacion equivalente podemos afirmar que :

[Fg0 o' 09 dx =F(g() +C

Esta observacion es la base del método que explicamos a continuacién y que se denomina
método de sustitucion.

Supongamos que queremos encontrar una primitiva de una funcién de la forma f(g(x))

g'(x) , es decir encontrar el valor de J.f(g(x))g'(x)dx , para ello hacemos la

“sustitucion” t=g(x) , yteniendo en cuenta que dt = g'(x) dx podemos escribir:

If(g(x))g'(x)dx =[T(g09)g' () dx = [F(t)ct

f(t) dt
y si F es una primitiva de f entonces la Ultima integral puede escribirse

jf(t) dt :IF'(t)dt =F(t) + C=F(g(x)) + C
Por lo tanto If(g(x)) g'(x)dx = F(g(x)) + C, siendo F una primitiva de f

Es fundamental observar que si se hace la sustitucion t = g(x) , es requisito para aplicar
este método que en el integrando aparezca g'(x)

Observacion:
Sabemos que If(x)dx=F(x) significa F’(x) = f(x) , si multiplicamos ambos

miembros de la Ultima igualdad por dx obtenemos F’(x) dx = f(x) dx 0 su equivalente
d(F(x)) = f(x) dx entonces podemos escribir _[ f(x)dx = _[ d(F(x))=F(x) , asi por

ejemplo podemos escribir _[cosx dx=_[d(senx)=senx : Isenxdx=_[d(-cosx)=-cosx ,

I5X4 dx =jd(x5) =x° y en todos los casos podemos sumar una constante arbitraria

Ejercicios:

1) Calcular la diferencial de las funciones dadas para los valores de x y Ax indicados.
Interpretar graficamente.

Q) f(x)= Vx-2 , x=3 ,Ax=1 b) f(x)=x* , x=1,Ax=0,2

2) a)Calcular usando una aproximacion lineal 3/8,5 . ;Qué funcién debe considerar?, ¢cen
que valor cercano a 8,5 es sencillo evaluar la funcion y su derivada?
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b) Considerando que cos 60° = 0,5 , calcular un valor aproximado de cos 62° 40”
Cuidado!: debe reducir los grados a radianes
3) Una esfera tiene radio r y un revestimiento de espesor Ar. Hallar el volumen exacto y
el aproximado (usando una aproximacion lineal) del revestimiento en el caso que r =
55cmyAr=0,1cm

4) Demostrar que para los valores de x cercanos a los indicados , valen las aproximaciones
lineales siguientes :

a) senx = X x=0 b) \3/x+1;1+%x x=0
C) 4 2;2—x x=1 d)£+'2X+5;—x—3 X=-2
(1+x) X X
5) Hallar la primitiva méas general de las siguientes funciones y verificar la respuesta
mediante derivacion:  f(x) =4 x* -7 x +1 g(X) = VX +4cos X - sec?x
6)Si: f(x)=3x* g (x)=x% Jx h'(z) =4senz—z+1

u'(t) = (%Z V'(X) = 3x74 —%—4 , hallar f(x) , g(x) , h(z) ,u(z) yv(x) vy

verificar lo obtenido mediante derivacion.

7) Hallar f(x) sabiendo que:
df _ 1 _ df _ a4 -
a) —=1+—, f(1)=5 b) —=x""+4senx ,f(0)=-3
dx X dx
8) Hallar todas las funciones que verifiquen f*(x)=0,5x — 6 ¢Existe alguna que pase por

(3,—1)? Si es asi, hallarla y graficarla.

9) La ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto de coordenadas (1,2) es
y =x+1. Si en cualquier punto (x,y) de la misma es y''=6x , hallar la ecuacion de la
curva.

10) Demostrar que, para un movimiento rectilineo con aceleracién constante 8, velocidad
inicial 5y desplazamiento inicial 3 , el desplazamiento después de un tiempo t es
s=4t°+5t+3

Ayuda: si s= f(t) es la posicion del movil en el tiempo t , la velocidad es v = f '(t) y la

aceleracién es a = f "(t), la velocidad inicial es la velocidad en el tiempo t = 0 ,es decir

£°(0), el desplazamiento inicial es la posicion del movil en el tiempo t = 0, es decir f(0) .

11) Teniendo en cuenta los graficos

A
gx)= % x-1

N\,

A 2 X -1

h(x) =-x+2

X 2N\

figura 1 figura 2 figura 3

[
>
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Calcular el &rea de las tres figuras sombreadas. Si F(x) es el area sombreada de la fig.1,
G(x) es el area sombreada de la fig.2 , H(X) es el area sombreada de la fig.3 , demostrar
que F(x) es una primitiva de f(x) , G(x) es una primitiva de g(x) y H(X) es una primitiva
de h(x)

12) Hallar las primitivas indicadas, en todos los casos usar la sustitucion t = ax

a) I sen(ax)dx b) I cos(ax)dx C) I sec? (ax)dx
_ t tgy
13) Calcular: a)J.3,/6—2x dx b)j dt c) I oy
J3t3+1 cos”y
t
) _[ 2 —dy
cos’y
e) J.cos(3x) sen*(3x) dx f) jcos4(8x) sen’(8x) dx
Ejercicios adicionales
. p c052(4x)
1- Dadas las funciones f(x) = 3x° - Jax g(x) = 3sen(2x)+1 h(x) = —
X“+1

a) Calcular la diferencial de cada una de ellas en un punto x arbitrario del dominio
b) Calcular usando diferenciales(aproximacion lineal) f(1,02) , g(-0,1) y h(-0,01).

2-Si F(x) es el rea bajo la curva f(x) = x* comprendida entre ay x, (4rea sombreada)
A

c) Justificar que F.’(x) = Iim w:ﬁ

Ax—0* AX
(Ayuda: el numerador del limite propuesto es el area bajo la
curva f(x) = x* comprendida entre X y X + AX, usar el teorema s
del sandwich comparandola con el area de dos rectangulos)
b) Justificar que: si Ax <0 vale la desigualdad: - Ax.. (x+ AX)* FOF(RESP{eready) < -
AX . X

0 su equivalente Ax.x* < F(x+Ax)—F(X) < AX. (x+ AX)?

Usar el teorema de intercalacion para probar que la derivada por izquierda es F.’(x) = x*
Observacién: Como F’(x) = x° = f(x) , entonces F(x) es una primitiva de x, es decir " el
area comprendida entre la pardbola f(x) = x* , el eje x y las rectas verticales que
pasan por ay X, es una primitiva de la parabola que limita dicha area™

3- Hallar f(x) sabiendo que f'(x)=xsen(x2 +n/4) yque f(v/m)=L.

- . 4
4- La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x,y) de una curva es ox 4
X_
hallar la ecuacion de la curva sabiendo que su gréafica pasa por el punto de coordenadas
(6-1)

(x?=1)%x si x<0

) , hallar p(x) sabiendo que es continua y p(0) =4
2sen(2x) si x>0

5-Si p'(x) ={
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6- Calcular  a) ICOSZX dx =

=J- 1—0025(2x) dx

Respuestas de los Ejercicios

1) a) df = %

49
2)a) —
)3 24
4
3) Valor exacto: §7z9,241
s 1 o
5) F(x)=x -5 X +x+C

6) f(x)=§%/F+c

h(z):—4cosz—%+z+c

-1 2
v(x)_F+ﬁ—4x+C

7)) f(x):x—§+5
8) f(x):X—2—6x+§
4 4

2

11) G(x):XT—x+1

12) a) — % cos(ax)+ C

b) % sen(ax)+ C

I“%S(ZX) dx b) Isenzx dx

b) dg = 0,6

b) 0,459693347
Valor aproximado= 4. 7.3,025
G(x)zgx/F+4sen X —tgx+C

g(x)=§ﬁ+c
u(t):gi/t_g+i—21\9/ﬁ+%§/t_4+c

b) f(x):;W—4cosx +1
9) f(x)=x°-2x+3
2

H(x):—x?+2x+g

c) %tg(ax)+ C

3 2 V3t? +1 1
13)a) - 23/(6-2
3) a) o (6-2x)' +C b) 3 +C c) 2C032y+c
5 5 7
Q) 13 C g) S (3X)+C P (8X)+ cos (8X)+C
cos’ y 15 40 56

Respuestas de los Ejercicios adicionales
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1) a) df = (6X — ijdx dg = 2 cos(2x)

Vax 33/(sen(2x)+1)’
b) f(1,02)=11 9(-01)= % h(-0,01)=1
cos(x2 +nj
4) 4-42
3) f -
) flx- 2 a4
4) f(x)=33/(2x-4)* -13
2 3
X -1) +2 six<0
6 6
5) p(x)= 4 six=0
—cos(2x)+5 six>0
6) ) ng sen(2x) c b)g_ sen(2x) c
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

yor Integral definida: definicion y propiedades. Teorema del valor medio
Practico 2 : 3
NO7 del calculo integral. Teorema fundamental del calculo. Regla de
—_— Barrow. Area entre curvas.
Guia tedrica

Particién de un intervalo
Para dividir un intervalo [a,b] en n subintervalos més pequefios, se eligen puntos Xo , X1,
X2 y..eee Xn , € Manera que a = Xo < X3 < X2 ....... < Xn = b obteniendo los subintervalos:

[Xo, X1], [X1, X2], [X2, X3] ) ceverennne y [Xn-1 s Xn ]

] |
1
a=Xo X X2 X3  Xq Xn-2 Xn1 b =X,
Esta subdivision se denomina particion del intervalo [a,b] y se denota con P.

La longitud del primer intervalo es X; —Xo y la indicamos Ax; = X3 — Xo,

la longitud del segundo intervalo es X, — x; Y la indicamos Ax; = X — Xy,

la longitud del n-ésimo intervalo es X, —Xn1 Y la indicamos Ax, = Xp — Xn1

La longitud del subintervalo méas grande se denota ||P|| y se denomina norma de la
particion P, de modo que ||P|| = max { AX1, AXz, AXs,....... Axn}

Si las longitudes de los subintervalos son iguales se dice que la particion es regular.

) . b-a

Observar gue en este caso la longitud de cada subintervalo es Ax= ——
n

Definicion de integral definida
Sea f una funcién definida en un intervalo [a,b] y P una particion de [a,b] con puntos de
division Xg , X1, X2 ,eevee... Xn,

v

T T 1T G Il I R -
a=x ' ox e Xs 4 X, Xez 0 X" b =X

Se eligen puntos arbitrarios en cada subintervalo : ¢; € [Xo, X1],C2 € [X1, X2], ... , Cn

b
€ [Xn1, Xn ], entonces la integral definida de f entre a y b, que se indica L f(x)dx , se

b ) n
define como : ja f(x)dx = IIFI’IIlTOZf(Ci)AXi , si este limite existe y no depende de la
i—1
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particion elegida ni de la eleccion de los puntos arbitrarios, en ese caso se dice que f es
integrable en el intervalo [a,b] .

Terminologia e interpretacion :
e EIl simbolo I fue introducido por Leibnitz y se denomina signo integral. Es una S

alargada y lo escogio6 porque la integral es un limite de sumas;
e f(X) se denomina integrando;
e aybson los limites de integracion, a es el limite inferior y b es el limite superior;

n
e lasuma Zf(Ci )AX; se denomina suma de Riemann
i=1
e si f>0en [ab] entonces la suma de Riemann es igual al area de la zona sombreada
de la siguiente figura

= f(x
Ay 4 J/v (x)
E E : : E \
| A A . H | . o
C C C3 C [ Cn. -
a=Xp ! X1 2 X Xs 4 X4 Xn-2 1 xn_lcn b =X, X

b
y si f=0 en [a,b] entonces L f(x) dx es igual al area sombreada bajo la gréfica de f

entreayb

Ay

¢ G 1 G I ¢ Co: 1o | >
a=x ' oy Xo X3 4 X, Xoo T xS b =X, X

Observaciones:

b
= La integral Ia f(x)dx sdlo representa el &rea bajo la curva entre ay b si f es

positiva en [a,b]
b
= En la definicién de la integral definidaj- f(x) dx S€ supuso que a < b, sin embargo a

a
veces es Util considerar los casos donde a>b o a=Db y para ello se define:

Sia>h: I:f(x)dx=—_[§f(x)dx Sia=b: ['f(xdx=0

Teorema: Sifes continua o monotona en [a,b] entonces f es integrable en [a,b]

Propiedades: Si todas las integrales siguientes existen entonces:

b b b
1- j(f(x) +g(x))dx = jf(x) dx J_r_[g(x) dx
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b b
2- j kf(x) dx = k j f(x)dx (k constante)
a a

b c b
3- _[f(x) dx = _[f(x) dx + I f(x)dx ( ¢ no necesariamente entre a 'y b)
a a c

Propiedades de orden: Dadas f y g integrables en [a,b]

b b
4- Sif(x) = g(x) en [a,b] entonces j f(x) dx > j g(x)dx , 5-

b
j f(x) dx

b
< [If (0] dx

Teorema del valor medio del célculo integral: Si f es continua en [a,b] entonces existe

b
un punto c entre a'y b tal que _[f(x) dx =f(c)(b-a)
a

Primer Teorema fundamental del célculo integral: Si f es continua en [a,b] entonces

X
la funcion F(x) = _[f(t) dt es una primitiva de f en [a,b], es decir F’(x) = f(x) para X
a

perteneciente a [a,b]

Seqgundo Teorema fundamental del calculo integral — Regla de Barrow: Si f es

b
continua en [a,b] y G(X) es una primitiva de f(x), entonces If(x) dx =G(b)-G(a)
a

b
Cuidado! : La integral definida If(x) dx es un numero, no depende del nombre de la
a

b b b
variable, por ello se verifica que j f(x)dx = j f(t)dt = j f(v)dv
a a a

Ejercicios:

1) a) Indicar los subintervalos que se obtienen al considerar una particion del intervalo
[-2,3] en 10 partes iguales, ¢cuél es la longitud de cada uno?, ;cual es el punto medio
de cada subintervalo?, ¢cuanto vale la norma de la particion considerada?

b) Responder los mismos interrogantes propuestos en a) si el intervalo se divide en n
partes iguales.

c) Si nos dicen que la norma de la particion considerada en b) tiende a cero, ¢qué
caracteristica tiene que tener el nimero n?

2) Calcular usando la definicion de integral : a) ‘[03 4.dx b) .[_21 (1-x)dx

En ambos casos considerar sumas de Riemann correspondientes a particiones regulares y
evaluar la funcién en los extremos derechos de cada subintervalo para la dada en a) y
evaluar la funcion en los extremos izquierdos de cada subintervalo para la dada en b).

3) Calcular la derivada de las siguientes funciones:
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F(x)= jlx%dt G(x)= [~ Ysent d H(x) = LXZ*X %dt
(Observar que H(X) = F(x? + X)
4) Calcular:  a) _[01(6x3 +5x—3)dx b) Ij()#fdx c)j44|2x|dx
. _
. 2
d) I_nnf(X) dx siendo f(x)z{se);x z: ;(ig ¢) j‘j[\/;+%] dx
X

f)

10 I si|x-1)<7
f(x)dx siendo f(x)={1
1

=x=1 si |x—l|>7
2

3
0) J- 0| X(2-x)|dx

5) Graficando previamente en forma aproximada, calcular

a) el dreabajolacurva y=4x*-4x+3 limitada por x=-1 y x= 2.

b) el rea bajo lacurva y = X %8 " limitada por x=-32 y x= 1

c) el area del trapecio limitado por lasrectas x+2y=2,x+2y=4,x=0,y=0

6) Hallar el &rea de la region limitada por:

Ay=x-x , y=2x-2 py=x} , y=3¥x
Oy=|2x-4|, y=-3x+45, y= 3x-7 dx=2-y-y* , x=0
e) y=1x* ,y=8/X*,y=x,y=4 fly=sen2x,y=2x—-m,y=—X

g y=|-2x+4],y=-x*+2x+4

h) y=+v4-x, y=—2+\/§ ,y=—-X =2

7) Graficar los recintos definidos por las desigualdades siguientes y calcular su area:
Ay<16-2x°,y> 8 b) 0<y<|senx| ,-m/3<x<m/2
y=2xi-4, y+3x<0 d) 2x*-5<y<|x*- 1|

8) Justificar, sin calcular la integral, los resultados siguientes

3 5 _ /2 5 _ /2 5
a) I_ssen xdx=0 b) L,/ZCOS xdx—2_|‘0 cos” x dx

Ejercicios adicionales

1- Graficar aproximadamente y calcular el area limitada por:

Q) 2y =x+4, x=y? b)y >-x , y<2x+3, 2y<-3x+13 , x<3
c)y=x(x-1)(x-2) y eleje x dy=senx,y=cosXx,-3n/4<x<n/4

e)y =x* y surectatangente en x=1

2-Dadas las funciones  1(x) =Ifcoszt da y G(xX) =_[1X costdt , calcular ’(x) y
G’(x) (Observar que G(x) = 1(x%) )

3t? si 0<t<1

3-Si F(x) = joxf(t) dt con f(t) ={5_ 2% sit>1
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a) Calcular F(x) si 0<x<1 ycalcular F(x) si x>1 (tener en cuenta que si x> 1
X _ 1 2 X _

entonces F(X) = Iof(t) dt = Io 3tedt + Il (5-2t)dt

b) Comprobar que la funcion F(x) obtenida en a) es continua parax >0 y F’(x) = f(X)

Respuestas de los Ejercicios

481 n?
4 a)l h) — c) 32 d) 2——
) ) ) 15 ) ) 5
e) 220222625 ~ 32,7787 f) ] 4)] 8
6718464 4 3
5) a) 15 b) 285 c)3
1 9
6 a) — b) 1 c)1 d) =
) ) 5 ) ) ) 5
2
e) 2,81371 f) 1+f—2 g) 7,0844 h) %
64 3 125 40
7 a) — h) — c) — d) —
) ) 3 )2 ) 5 ) 3
Ejercicios adicionales
1) a) % b) 17 oL d) 242 &) %
x3 si0<x<1

3) a) F(x) = {

—3+5x—-2x> si x>1
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Funcién logaritmo: definicion y propiedades. Funcién exponencial :
definicion y propiedades. Funciones logaritmicas y exponenciales
generales. Funciones hiperbdlicas.

Practico
N°8

Guia teorica

Funcién logaritmo natural

: . 1 . . .
Si x > 0, el valor de la integral _[1)( T dt es una funcion que se denomina logaritmo

natural de x, y se indica Inx= LX % dt

Observaciones:

* six=1, laintegral anterior vale 0, porlotanto In1=0

** si x> 1, laintegral anterior da el area bajo la grafica de la funciéon f(t) = 1/t

(En una préctica anterior fue definido el logaritmo para x > 1 y dicha definicion coincide
con esta para x> 1, pero a partir de ahora también existe In x para 0<x<1)

Propiedades inmediatas a partir de la definicion

a)El dominio de In x es el intervalo abierto (0, o) b) (In x)’ = 1 , parax>0
X
c)Si x>1—> Inx>0 , si 0<x<1l- Inx<0

Mas propiedades
a) Inxescontinuaen (0, o), por ser derivable en todo su dominio.
b) In xes creciente en (0, «) , por tener derivada positiva en todo su dominio.

c) Como (Inx)”’ = —iz , la gréfica de f(x) = In x es concava hacia abajo.
X

d) Eldominiode In|x| es R-{0} y (n|x])’= 1 , X#0
X

e)Six>0y a>0 - (In(ax))’=(Inx)’ —> In(ax) =Inx + k, con k constante .
f) Sita>0y x>0 —In(@ax)=Ina+Inx (El logaritmo de un producto de factores
positivos es igual a la suma de los logaritmos)

g Sib>0y x>0 —In (x/b): In x—1In b (EI logaritmo de un cociente de nimeros
positivos es igual a la resta de los logaritmos)

hy Si x>0 — In x™ = m/n Inx (El logaritmo de una potencia de base positiva es
igual a la potencia por el logaritmo de la base)

i) limlInx=o00 , limInx=-o

X—>00 x—0*
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Grafica de f(x) = In x :

El nimero “e”
Indicamos con la letra e al nimero que verifica Ine =1 . Puede demostrarse que e es un
namero irracional y sus primeras cifras son 2,7182........

Funcién exponencial
La funcion In: (0, ©) — R es creciente y toma todos los valores reales, por lo tanto
admite funcion inversa, a la que se denomina funcion exponencial y se anota exp(x),

luego: exp: R—> (0,0) yverifica y=exp(X) &Iny=x (¥
Propiedades inmediatas, a partir de la definicion de exponencial
a) exp(0)=1 pues In1=0 b) exp(l) =e pues Ine=1
c) e* = exp(x) , para x nimero racional ,

pues

In (") =x In e =x (por propiedad del logaritmo de la potencia y por ser In e = 1)
In (exp x) = X (por ser exp la inversa de In)
por lo tanto In (¢*) = In (exp X) , de donde €&* = exp(x) , para x nimero racional.

Definicion de e*
Dado que e* = exp(x) para x nimero racional, extendemos la definicion diciendo que si x
es cualquier nimero real vale e*=exp(x) .

Con esta notacion podemos reescribir la definicion (*) diciendo: y=¢€* <> Iny =x

P

Grafica de f(x) = &* Graficade f(x) =¢* y graficade g(x)=Inx
Propiedades
a) In(e*) = x, para todo x b) e"* =x, parax >0 c) (e)y =¢*
d)e*V=¢.¢ e) e V=¢"/¢ f) (€)Y =¢e""Y

Definicion de funciones exponenciales generales o potencia generalizada

a*=e*™ cona>0 y xnumero real cualquiera

Definicion de Funciones logaritmicas generales

y=logax «<>a' =x,dondex>0y a>0

Funciones hiperbélicas

Analisis Matematico 1 - 2017 Pagina 57



UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

X —X
- e” +e : : .
La funcion u(x) = Tse denomina coseno hiperbolico

eX +e X

y se indica ch x =

X —X
. e’ —e . : -
La funcion u(x) =Tse denomina seno hiperbolico

X —X
y se indica shx = £ re
Ejercicios
1) Hallar el dominio, la funcion derivada y el dominio de la derivada
a) F(x) =1In (2 - 3x) b) G(X) = y/In(x* +1) c) H(x) :IL
nx

2) Teniendo en cuenta el gréfico de la funciéon f(x) =In x , obtener el gréafico de :
fix)=-Inx, f,(x)=2+Inx ,f3(x) =In(x-2) , fi(x) =1In|x|

3) Hacer un estudio completo de las siguientes funciones y graficarlas
a)h(x)=In (1 +x%) b) g(x) = In (4 - %)

4) Teniendo en cuenta las graficas de las funciones
1.7

g(t):% , h(t):—%t+1 con 1<t<3 quese |, .

observan en la figura de la derecha. 1.2
a) Justificar que la funcion h(t) es la ecuacion de la
recta tangentea g(t)ent =2

b) Verificar que el area del trapecio comprendido

entreel ejet y lasrectas t=1,t=3, 0.3
0.2
y h(t) = —%t+1 esigualal
c) Usando el resultado de a) y teniendo en cuenta el ' ’ ’ ‘
grafico y la definicién de In 3 justificar que
In3>1
d) Calcule el area del trapecio formado por el eje t,
las rectas t = 1; t =2,4 vy la recta que pasa por los
puntos A(1;1) y B(2,4;9(2,4)) y compruebe que
In 2,4 <1 comparando areas.
e) Usando los items c) y d) justifique que existe un
nimero a € (2,4;3) talquelna=1
5) Justificar las igualdades:
) el =3 ¥x>0 b)InEe>"*=5x+4 ,vx c)e?"™=1x Vx>0
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t

2
6) Derivar las funciones: f(x) =e®** | g(x)=x*e™ , h(t)=¢e™" In (3t

7) Justificar que las funciones f1(X) y f2(X) satisfacen la ecuacion en derivadas dada

Q) i) =e¥® | L) =xe¥ , X +6(x)+9f(x)=0
b) f1(X) = e cos(3x) , fa(x) =e™sen(3x) , £’(x) -4 £(x) + 13 f(x) =0

8) Calcular usando la definicion de potencia generalizada : AR L Ll
9) Calcular la derivada de: f(x)=(2*+3%2 , g(x)=a*-x* h(x)=5%.7%"

10) Hallar la solucion de las ecuaciones siguientes

a) eZInx=3 b)e-ln(3x)=12
C)elnx+eln(0,lx):2X_l d)2X+1:7.3X
e) ex+ ex+l — e2x+1 f) ex_e-3x =0
g) In(2x) - In(3x - 1) = 1 h) In(In x) = 1

11) Expresar las siguientes funciones usando la exponencial, indicar el dominio y calcular
la derivada f(x)= x* , g(t) =(sen 2t)°®' | hu)=(1+x?*)*

12) Hacer un estudio completo de las siguientes funciones y grafico aproximado

a) g(x) =2 x> +In (x + 1) b) g(x) =e M
u(x) = X% -3x +2 + In || d) u(x) = e* + sh(2x)
e) v(x) = ch(2x) f)i(x) =e*-Ine*- 1)
2e*
2
g) f(x) = e” (f(x) se denomina‘“‘campana de Gauss” )
h) h(x) = 2 (h(x) se denomina “curva logistica”)
l+e
x-4 x+1 X
13) Calcular: a)|| —+——|dx b dx
) )-[ ( x2 X ) ),[ x*+3
dx
C d) |tgx dx
) J.3+2x ) I :
1241
14) Calcular: a) _[ e dx b) j dx
0 X
_a2X 3X
c)j“e dx d)J.E dx
2 X e -4

15) Calcular el area limitada por las curvas que se dan en cada caso:
a) y:e2x’ y:e-Zx’ y:4
By=x.x+2)% ,y=x , y=-x-2

16) La funcién exponencial W(t) = A e 2 describe el crecimiento de una poblacién de
bacterias. Si inicialmente habia 4000 bacterias y la poblacién se triplica a la media
hora .Hallar una expresion para el numero de bacterias presentes al cabo de t horas.
¢En qué momento la poblacion sera de 20.000 bacterias?
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17) Determinar, en cada caso, los dominios de f(x) y g(x) . Ademas indicar en qué
dominio se verifica que f(x) = g(x)
a) f(x) = In(x®) , g(x) =6 Inx

b) f(x) = |n(2x +31j ;g% = In@x+1) - In(x - 3)

18) Hallar el punto de la grafica de la funcién f(x) = In x donde la recta tangente es
paralela y =x + 3. Representar graficamente

Ejercicio de lectura: El nimero “e” expresado como un limite:
Es interesante seguir la demostracion que se da a continuacion pues muestra al nimero e

como resultado del siguiente limite:  1im(1+u)¥¥ =e
u—0

Si f(x) =In x , sabemos que su derivada es f’(x) =1/x Yy al evaluarla en 1 se tiene
f°(1) =1, pero por definicion de derivada podemos poner:

1=P)= Iim f(1+Ax)—f(1): Im In(1+Ax)—In1:
AXx—0 AX AX—0 AX
Comoln1=0)= lim Mz
AX—0 AX
por la propiedad de la potencia
= 1im In(L+Ax)Y 2 =
Ax—0
por ser In continua, podemos usar la regla del corrimiento del
limite) = In[ lim (1+Ax)1/AX}
Ax—0
Por lo tanto 1 :In[ lim (1+Ax)1/AX} , como Ine =1 entonces
AX—0

lim(1+Ax)"™ =e

AX—0

Si se cambia Ax = u, se obtiene lo expresado: Iim(1+u)"! =e
u—0

Observacion:
Si en la expresién anterior se reemplaza u = 1/v , entonces el limite puede escribirse:

\'
] 1 - ,
lim| 1+—=| =e, que esotra manera distinta de expresar el numero e.
V—>0 \'

Respuestas de los Ejercicios

1)
Funcion | Dominio de la funcién Derivada Dominio de la derivada
F(x) w2 F'(x)= =3 w2
3 2-3x 3
G(x) R G'(x)= X R-{0}
(x2 Jrl),/ln(x2 +1)
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H(x) (0;1) U(1;+<0)

(0;1) U(L;+o0)

x (In x)?

3)

-4 -2 2 4

h(x) = In (1 + x?)

g(x) = In (4 -x)

6) f'(x)=2e>® g'(x)=xe™(2-x) h'(x)=e™ (— 2t In(3t) + %)
9)  f'(x)=2(2*+3)(2*IN2+3In3)
g'(x)=a*Ina+ax**
h'(x)=5% 7" (3IN5+41In7)
.
1 0 In (2)
10) a) x=+/3 b) x =2 C) X=— d) x= |n[2j
3
e+1 € e
e)XZIn[TJ f)XZO g)X:m h)X:e
11)
Funcion |  Dominio de la Derivada
funcion
f(x) (0; +o0) f'(x)=x*(Inx+1)
g(t) (k . (k . %)nj g '(x)=(sex(2x) )*** (—sen x In(sen(2x) )+ 2 cos x cot g(2x) )
conkeZ
h(u) R . \Bx ) 6x°
h'(x)=(1+x?) (3 In(1+x )+1+X2J
12)
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gx) =2x°+In (x + 1) gix)=e "™
y Y
20 i
15 200 -
10 L
100
] :
-3 -2 -1 2 3 * -3 -1 1 3 *
_5 :
-100 F
-10 :
-200 F

u(x) = x*-3x +2 + In ||

u(x) = 2+ sh(2x)

y

X
1 2 3

X

1.5 .2 _2.5X- 3 X-3.5 4
v(X) = ch(2x) i(x)=€e"-In(e"-1)
2e*
) ; -1 1 2 23
f(x)= €™ h(x) =
1+e%
13) a)x+2Inx+—+k b) Eln(x +3)+K
X
c) M+k d) —In(cos x)+k
e e’ 4
14) a) —+k b) —+e——
a 3 3
3x
c) 0 d) In(e _4)+k
3
15) a) 8.In2-3 b) 4.In2+3

16) w(t) = 4.000.9'
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17) a) Df =R-{0} Dg= (0; +x)
f(x)=g(x) en (0; +0)
b) Df= (—oo,—%)u(3,+oo) Dg=(3,+»)

f(x)=g(x) en (3,+x)
18) (1, 0)
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

Practico | Método de integracion por partes. Método de fracciones simples cuyo
N°9 denominador soélo tiene raices reales.

Guia tedrica
A continuacion se describen otros dos métodos para hallar primitivas.

Método de integracion por partes
Si u(x) y v(x) son derivables entonces [u(x) . v(x)]” =u’(x) v(x) +u(x) v’(x)
Integrando ambos miembros respecto de x obtenemos:

j [u(x) . v(x)]’ dx = j w(x) v(x)dx + I u(x) v’(x) dx

u(x) . v(x) = I w’(x) v(x)dx+ J. u(x) v’(x) dx
y despejando la ultima integral obtenemos:
j u(x) v’(x) dx =u(x). v(x) - j w(x) v(x) dx

que se conoce con el nombre de formula de integracion por partes.

Integracion de funciones racionales (cociente de polinomios)
Método de fracciones simples

Se quiere calcular J‘% dx, donde P(x)y Q(x) son polinomios y el grado de P(x)
X

es menor que el grado de Q(x) ( si no fuera asi comenzar realizando el cociente entre
ambos).

Supondremos que el coeficiente principal del polinomio Q(X) es 1, ( si no fuera asi, se

Cuando la primitiva no es inmediata ni puede obtenerse por una sustitucion inmediata,
debe factorizarse el denominador Q(x) teniendo en cuenta las raices de Q(x) . Pueden
darse las siguientes situaciones:

Situacion 1 : Q(x) tiene todas las raices reales y no estan repetidas, en cuyo caso Q(x)
tiene dos 0 mas factores lineales que no estan repetidos.

Situacion 2 : Q(x) tiene todas las raices reales y algunas o todas estan repetidas, en
cuyo caso Q(x) tiene dos 0 mas factores lineales y algunos o todos estan repetidos.
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Situacion 3 : Q(x) tiene al menos un par de raices complejas que no estan repetidas y
otras raices, en cuyo caso Q(X) tiene dos o mas factores, donde al menos uno de ellos es
un polinomio cuadratico sin raices reales que no esta repetido.

A continuacién mostramos mediante ejemplos el procedimiento utilizado en la situacién
1-, y en la situacion 2-, la situacion 3- sera analizada en el Practico 10 .

1- Q(x) tiene todas las raices reales y no estan repetidas

Ejemplo 1 jﬂ _[ X -4
X% +2x—-3 (x=1)(x+3)

Como el denominador tiene dos factores lineales distintos proponemos la siguiente
descomposicion en fracciones simples (una letra para cada factor)
5x -4 _ A N B
x-1)(x+3) x-1 x+3

dx (las raices del denominador son 1y -3)

para obtener los valores de A y B se multiplican ambos miembros por (x - 1) (x + 3)
obteniendo: 5-4=A(x+3)+BXx-1) (¥

para que los dos polinomios sean iguales, deben ser iguales sus coeficientes , por ello se
reallzan las operaciones del segundo miembro de (*) y se agrupan los términos semejantes

5x-4=(A+B)x+(3A-B)
tenlendo en cuenta que :
coeficiente de x del 1*" miembro = coeficiente de x del 2%° miembro
término independiente del 1* miembro = término independiente del 2% miembro

. A+B=5 L
se obtiene cuya soluciones A=1/4 y B =19/4
3A-B=-4
por lo tanto J‘ﬂdx:j 1/_44_% dle de E de:
X2 +2x—3 x=1 x-3 49 x-1 x—3

=1In|x—1|+gln|x—3|+c
4 4

Otra forma de determinar el valor de las constantes A y B es simplemente evaluar ambos
miembros de la expresion (*) para algunos valores adecuados, por ejemplo si se reemplaza
x por -3 se obtiene 5(-3)-4=A.0+ B (-4), de donde puede obtenerse que B =19/4y
reemplazando x por 1 en (*) se obtiene 5-4=A.4+B .0, de donde se obtiene que
A=1/4

2 p—
Ejemplo 2 J.—dx:J' X" =3 dx Como el denominador tiene tres
X (x% - 4) X(X=2)(x+2)

factores lineales distintos, su descomposicion en fracciones simples tiene tres constantes,
2x% -3 A B C

una por ¢/ factorr ——M——=—+— 4+ ——
X(X=2)(X+2) X X—-2 X+2

Para determinar los valores de A, B y C puede aplicarse cualquiera de los dos
procedimientos indicados en el ejemplo anterior y se obtiene en este caso: A = 3/4 , B
=5/8,C =5/8, por lo tanto

2_
.[ 2x° =3 dx=_[ 3/4+ 5/8 5/8 dx —_[3/4dx+j 5/8dx+_[ 5/8dx:
X(X=2)(X+2) X x—2 X+2 X X—2 X+2
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=3/4In|X|+5/81In|x—2| +5/8In|x+2|+C

2- O(x) tiene todas las raices reales y algunas o todas estan repetidas

. X+2 i . .
Ejemplo 3: j—dx Como el denominador tiene dos factores lineales
2
(x—2)°(x+1)
distintos pero uno de ellos esta repetido proponemos la siguiente descomposicion en
: . X+2 _ A B C
fracciones simples + +

(x-2)%(x+1) X-2 (x-2)2 X+l

(observar que el factor que esta repetido aparece primero con potencia uno y luego con
potencia dos, en cambio el otro factor solo aparece una vez, como vimos en el caso
anterior)

Para obtener los valores de A, B y C se multiplican ambos miembros por (x - 2)* (x + 1)
obteniendo: X+2=A(X-2)(x+1)+B(x+1)+C (x—2)% (***)

para que los dos polinomios sean iguales, deben ser iguales sus coeficientes, por ello
operamos en el segundo miembro agrupando los términos semejantes:

X+2=(A+C)x*+(-A+B-4C)x+ (-2 A +B +4C)

A+C=0 A=-1/9
dedonde : < —A+B-4C=1 cuyasolucibnes B=4/3 , entonces:
—-2A+B+4C=2 c=1/9

I x_erZ dx = j —1/9 + 4/3 5 + 1/9 dx = (estas se obtienen usando
(x—2)°(x+1) (x-2) (x-2)2 x+1

sustituciones adecuadas obteniendo) :—%In|x—2|— 4 +lln|x+1|+C

3(x-=2) 9

Otra forma para determinar el valor de las constantes A, B y C es evaluando la expresion
(***) en x =2, obteniendo en este caso que B = 4/3, evaluando la expresién (***) en x =
-1, obteniendo C =1/9 y evaluando (***) en otro valor de x, por ejemplo si se evalta
en x =0 seobtiene 2=A(-2).1+B.1+C .4, yreemplazando B y C por los valores ya
obtenidos se obtiene que A =-1/9

: 2x* 2 ) : : :
Ejemplo 4: _[ 3 X_+3x+ dx Aqui el denominador tiene tres factores lineales

x3 (x—4)%(x-1)
distintos, uno de ellos esta repetido tres veces, otro esta repetido dos veces y el tercero no
esta repetido

Proponemos la siguiente descomposicién en fracciones simples :

x*+3%x+2 A B C D E F
=—+—+—+ +

=—+— +
Cx-42(x-1) X x% x3 x-4 (x-4)*> x-1

los pasos a seguir son similares a los del ejemplo anterior: multiplicar ambos miembros
por el denominador de la primera y plantear 6 ecuaciones con 6 incognitas o evaluar la
expresion obtenida para valores adecuados de x para poder encontrar los valores de A, B,
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C, D, Ey F yluego se busca la primitiva de cada una de ellas, que resultan ser inmediatas
usando sustituciones adecuadas.

Ejercicios
1) Integrar por partes
a) | xe®dx b)Jx sec® x dx c)jozx2 cos(3x) dx
e e -
d)jllen(xz)dx e)jllnxdx f)I_nx sen(2x + m)dx
2) Hallar la primitiva de las siguientes funciones:
a) f(x) = x* /3—x b) g(t) = %—tsen(Stz)
— a2w Inx
c) h(w)=e"" cosw d) j(x) =
3) Calcular
WA, x dx
a) tg° x dx b) | ——~
.[o .[ (2 X )
c) _[ :/4 Ycos2x sen2x dx d) J. eSeN2X cos2x dx

1
e)j(x3+3 4xSdx (sugerencia: considerar que x° =x°x?)

4) Para calcular I % dx donde p(x) y q(x) son polinomios y el grado de p(x) es
X
mayor o igual que el grado de q(x), debe realizarse el cociente entre p(x)/q(x) y si c(X) es
el cociente y r(x) es el resto entonces I p(x ;d __[ (c(x)+ E ;]dx donde el grado de
q(x

r(x) es menor que el grado de q(x). Apllcar lo dicho para calcular
x3-x% —2x+4 3x+1
b dx C
) -[ ) I2x—3

dx

X+ 2

5) Calcular utilizando una descomposicion en fracciones simples cuando sea necesario:

-1 X
b) J- o, — X dx
X3 +2x2 +x ‘[‘2 2x2 +7x+3
d)jl 5x% +9x+9 dx . J‘4x2—x & f)jo 4x3 —11x
O (x=4)(x+1)° 0(x-2)° L (2x—1)2

Ejercicios adicionales
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1- En cualquier punto de la gréafica de una funcion y = f(x) se verifica f *>’(x) = 2. Si se
sabe que el punto (1,3) pertenece a la grafica de la funcion, que en dicho punto la recta
tangente tiene pendiente -2 y que f*’(1) = 0, hallar la funcion f(x).

2- Calcular

)_[ I+l b)_[cos39 de c) Isen“t cos® t dt
(2x+ 3)
(sugerencias: en a) hacer la sustitucion u=2x+3 ,

enb)yc) escribir cos’0 = cos’® cos® = (1 - sen’d) cosh

. . a"
3- Derivar el resultado para verificar que _[a”du = |—+C y calcular J23de
na

(cuidado!, primero hacer la sustitucién u = 3x)

- 2 3 -
4 Si p(x)= u(x) s! x<1 y p(x)= (x-1)2 x+%¥x si x<1 hallar
5-2sen(mx) si x=1 -2mcos(nx)  si x>1

u(x) sabiendo que p(x) es continuaen x=1

1/4 :
5-Calcular _[Sf(x) dx siendo f(x)= (3x+1) si x>0
! x3(2-x?)™ six<0

6- Calcular  a) '[&dx b)j In® x
cos

3 xil In xi

X—CO0S ™ X

7- Hallar f(x) sabiendo que

1 1

a) F'(X)=—= con f(3)==
)T e ©=3
b) f'(t)=tv2-t con f2)=1
0 F(x)= X con  f(0)=2

V1+X

SinXx.cos X T
d) g(x)=—-+———con —|=-1
)90 1+3cos? x g(z}

e) f'(x)=3x°e" con f(0)=-2

Respuestas de las Ejercicios
xe** e

ax

1) a) Y +k b)x tgx +In|cosx|+k
a
34 4 4 5 2
C)—sen 6 + —cos 6 d—-€ +—
)75 0" g )9% Ty
e)l fim
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Inj2t+3| cos(5t?)

3y 12 . 7
2 a —6.3—x4+— 3-xX)?2-=-B8-x)%2+k b +k
) ) —6.3-Xx) 5( ) 7( ) ) 5 10
c) 1(ezws,enw+2ca2W cosw)+k d) _In_x_1+k
5 X X
T 2
3 a)l-— b) 0 c) —
) ) 4 ) )5
sen(2x)
d) —+k e)%4\/(x3+3)5.(5x3—12)+k
x>, 1
4) a)?—x +4x-8In|x+2|+k b)g(71+264ln3—264ln4)
c) §X+Eln|2x—3|+k
2 4
5) a)—In%/;+In1\‘7x2—9+k b)In|x|—In|x+1|+i1+k
X +
c)%(Gln2+ln3) d)é(—3—8ln2+8ln3—8ln4)
1 1
e) ~(9-16In2) f) =(-7+12In3)
4 6
Respuestas de los Ejercicios Adicionales
XS
1) f(x)="—x> —x+—
3
3 5 7
)a)in|2x+3]+—— +k  b)sen -0k g Sent_sent.
2 (2x+3) 3 5 7
4 2
4) u(x)= X 2y, % 3\/_+—
4 3 2
5 653
80
3
6) a) L—In|cosx|+|n|1—cosx|+k b) _n X _xIn x—lln1+|nx+k
oS X —Inx
2 4 2 52
7) a)f(x) = %\/25—3x +3 b) f(t) = %(2—t)3/2+g(2—t) +1

c) f(x)=241+ X.E(1+ x)> —2.(1+ x)+3}—
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d) f(x):%lln(1+3.cosz X)-1 € f(x)=x’e’ —e* 1

Analisis Matematico 1 - 2017 Pagina 70



UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

UNQ - Departamento de Ciencia y Tecnologia

ANALISIS MATEMATICO |
2017

Funciones trigonométricas inversas: graficas, derivadas y primitivas de
Practico |arco seno , arco coseno y arco tangente. Método de fracciones simples

N° 10 |[cuyo denominador tiene al menos un par de raices no reales. Inversas
hiperbdlicas.

Guia tedrica

Funcion inversa del seno :

Para que la funcion seno admita una funcion inversa es necesario restringir su dominio y
hacer coincidir su codominio con el intervalo [-1,1] .

Si tomamos:

sen :[—11:/2,11:/2] - [-1,1]
entonces existe la funcion inversa, denominada arco seno, que se indica arc sen
y resulta ser :
arcsen:[-1,1] > [— ‘n:/2,ﬂ:/2]

que verifica arcseNnX=y <« x=seny
1.5 1.5
1
1 1
0.5
0.5 0.5
-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5
0.5 1 0.5 1 1.5
A.5
-1

y=5senX y =arc sen x y=snXx, Yy=arcsenx

Propiedades
1- sen(arcsenx)=x si -1<x <1 2-arcsen(senx) =x si g <X <

N3

3- (arcsenx)’=; si -1<x <1

1-x2

Funcidn inversa del coseno :
Para que la funcion coseno admita una funcién inversa es necesario restringir su dominio y
hacer coincidir su codominio con el intervalo [-1,1] . Si tomamos:

cos: [0, =] > [-1,1]

entonces existe la funcion inversa, denominada arco coseno, que se indica arc cos
y resulta ser :
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arccos:[-1,1] >0, =]

que verifica arccosX=y «> X=Ccosy

1 b L

0.5 2.5 F
2k

2F

0.5 1 1.5\2 2.5 3

-0.5 1.5 1

_1 I

-1 F

-1-0.5 0.5 1

Y = COS X y = arc cos X Yy =COSX, Yy =arccosXx
Propiedades:
1- cos(arccosx)=x si -1<x <1 2- arccos(cosx)=x si 0<Xx<m
-1 .
3-(arccosx)’= ——— si -1<x <1
1-x2

Funcion inversa de la tangente :
Para que la funcién tangente admita una funcion inversa es necesario restringir su dominio

Si tomamos:
tg: (-n/2,7/2) >R
entonces existe la funcion inversa, denominada arco tangente, que se indica arc tg
y resulta ser :
arctg: R— (-n/2,m/2)

que verifica arctgx=y <& x=1tgy

.51

y=1tgx y =arctgx y=tgx, y=arctgx

Propiedades:
1- tg(arctgx)=x si xesreal 2-arctg(tgx)=x si —m/2 <X < 7/2

1 .
3-(arc tg x)’ = 5 Sixes real
1+Xx
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Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales o fracciones
simples

En el Préctico 8 ya se ha analizado la situacion 1y la situacion 2, ahora vemos la tercera.

Situacion 3 : Q(x) tiene al menos un par de raices complejas gue no estan repetidas y
otras raices, en cuyo caso Q(X) tiene dos o mas factores, donde al menos uno de ellos es
un polinomio cuadratico irreducible que no esté repetido.

—2X ] .
Ejemplo_5: I dx Como el denominador tiene dos factores, uno

(x +4)(x-1)
cuadrético irreducible (no tiene raices reales) y otro lineal, proponemos la siguiente
descomposicion en fracciones simples (observar que en el numerador del factor
cuadratico, se propone un polinomio completo de primer grado):

-2 _Ax+B _C
(x?+4)(x-1) x>+4 x-1

Para obtener los valores de A, B y C se multiplican ambos miembros por (x* +4) (x - 1)
obteniendo:
X —2x=(AX +B)(x-1) +C (X* +4)

operando en el segundo miembro y escribiéndolo en la forma usual obtenemos:
X2-2x=(A+C)x*+(-A+B)x+(-B+4C)

para que los dos polinomios sean iguales, deben ser iguales sus coeficientes, por lo tanto :
A+C=1 A=6/5

—A+B=-2 cuyasolucibnes B=-4/5 entonces:

-B+4C=0 C=-1/5

f x%—2x 6/5x—4/5 —1/5 —Iﬁ x 4 1 11 __
—d = || = -= -= dx ==
(x% +4)(x-1) - j( (x2 +4) +(x—l)J * 5(x>+4) 5(x?>+4) 5(x-1)

§In(x2+4)—zarctg X —lln|x—1|+C
5 5 2) 5

donde las ultimas primitivas se encuentran haciendo sustituciones adecuadas.

3
1 )
Ejemplo 6 j X+ dx , en este caso los dos factores del denominador
(x +2x+5)(x +1)

tienen raices complejas, la propuesta por fracciones simples es:
x3 +1 Ax+B  Cx+D

(x2 +2x+5)(x2 +1) B X% +2x+5 x%+1

Operando como siempre se pueden determinar las 4 constantes A, B, C y D y luego
haciendo sustituciones adecuadas se pueden encontrar sus primitivas.
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Ejemplo 7: I 2x+1 dx . EIl denominador tiene un factor lineal: X ; un

x(x+1)2 (x2 +X+1)
factor lineal repetido: (x + 1) y un factor cuadratico : x*+ x +1 , que es irreducible por
tener raices complejas.

Proponemos la siguiente descomposicion en fracciones simples:
2x+1 A B C Dx+E
=—+ + +

Xx(x+12(x% +x+1) X X+1 (x+1)2 x?+x+1

Como vemos es una combinacién de las situaciones anteriores. En este se obtendrd un
sistema de 5 ecuaciones con 5 incAgnitas que permitiran encontrar el valor de las
constantes, para luego usando sustituciones adecuadas encontrar las primitivas de cada
una.

Funcidn inversa del seno hiperbdlico:
Como la funcién seno hiperbolico es creciente para todo x entonces admite funcion
inversa, a la que se denomina argumento seno hiperbolico, que se indica arg sh .

sh :(-00, 00) —>(-00, 00) arg sh :(-o0, ) —(~, 00)
que verifican argshx=y & x=shy

60 2

40
1

20

4 2 2 4 ) 4 2 2 4 !

20
-1

-40

-60 5

y =sh x y = arg sh x

Propiedades

1- sh(arg sh x) = x 2-arg sh(sh x) = x 3-(arg shx)’ = !

VX2 +1
Funcion inversa del coseno hiperbdlico :
Para que la funcién coseno hiperb6lico admita una funcién inversa es necesario restringir
su dominio y hacer coincidir su codominio con el intervalo [1, ) .
Si tomamos:

ch :[0,00) — [1, ©)
entonces existe la funcion inversa, denominada argumento coseno hiperbdlico, que se
indica arg ch y resulta ser :
argch: [1, ) — [0,00)

que verifica argchx=y < x=chy
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y =chx y =argch x
Propiedades
l-ch(argchx)=x si 1<X <o 2-argch(chx)=x si 0<Xx <o
3-(argch x)’ = L Si 1<Xx < o
x% -1

Ejercicios

1) Usando la calculadora verificar que:
arcsen(sen2)#2 , arccos(cos2)=2  Explicar por qué.

2) Hallar el dominio y la derivada de las siguientes funciones:  f(x)=x . arc cos,/4x+1
1

h =
) arc tg(x+1)]*’2

: J(x) = arc sen( tg x)

3) Calcular usando una aproximacion lineal arc cos (0,53) (Recordar: cos (n/3) =0,5)

4) Hallar usando derivacion implicita la pendiente de la recta tangente a la curva
8x*+4arctg (,/x y) +y*=10+n enel punto (1/2,2)

5) Calcular:
dx X dx CoS X In3 e X dx

a) | —— b) | —— c) | ———=dx d) —_—

I\/1-9x2 IVl-X4 ‘[\/9-sen2x ‘['“2 J1—e=2X
6) Calcular a) jarcsen(3x) dx b) J' arctg(ax) dx

1
7) Calcular: a)I 23 dx b)J. 5 dt
X +25 1 t°=-2t+5

C)J‘3;<+2dX:J‘ 23x N 22 o d)j' 23X+8 dX=J'3(x+1)+5dx
X% +4 X°+4 Xx°+4 X% +2X+5 (x+1)% +4
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8) Las tablas de integrales indican que para a >0 valen los siguientes resultados:

J. —arcsen( j+C J. 2du 5 =£arctg(2]+c
ﬂa _u a +u a a

a) Justificar los resultados anteriores mediante derivacion de los resultados.
b) Calcular las siguientes integrales usando los resultados anteriores (cuidado!!! Primero
hay que hacer una sustitucion)

J‘ dx J' dx J' dx
V9 - 4x? 36x2 +25 V16— (x=3)?

9) Justificar que la funcién f(x) = x + arcser{cos(gﬂ + arc Cos[sey{gﬂ e

constante y determinar el valor de la constante , suponer que 0<x<mn

10) Justificar que arctg(e®) + arctg(e’®™) = constante y determinar el valor de la
constante

11) Calcular a) J.—Xﬂdx b) _[ Xt -x?
X“+1 +4x+5
(como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, comenzar
. : . dividendo resto
dividiendo ambos polinomios y recordar que ————— = cociente+
divisor divisor

12) Calcular el &rea de la region limitada por y =arcsenx , Xx=% , y=x/3
13) Si g’(x) = x arc tg (2x) , hallar g(x) sabiendo que g(%)=m=

1

14) Calcular a) _[ ————— dX b) _[ ———— X
(x-3)°+16 (x+2)°+9
2 2
x-1 4x+10 2X°—6X+8
15) Calcular a) | ———— dx b) c f \aX
1 x* +9x? I x{x2 +6x+1o) I (% +1)x%+4)

16) La gréfica de la funcion f(x)= ﬁ divide al cuadrado -3<x<1; -2<y<2 en
+

tres zonas. Calcular el area de cada una de ellas.

17) Considerando las siguientes funciones f(X)= arctg[ J y g(x) =arctg x :
X +
a) Justificar que f'(x) = g"(x)

b) Justificar que si x> -1, entonces f(Xx)=g(x) —%
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c) Justificar que si x < -1 entonces f(x)= g(x)+%.7r

18) Hallar el dominio y la derivada de las siguientes funciones: f(x)=x.argsh,/4x+1 ,
g(x)=argch(2+cos4x) J(x) = arg sh( tg x)

19) Calcular:
dx X dx CoSs X In3 e X dx
a) | — b) | —— C) | ———=dx d) —_—
I\/1+9x2 IV1+X4 I\/9+sen2x an V1+e X
20) Justificar las siguientes igualdades

a) arcsen (cos 4x) = -4x + % si x e (0; %)

b) arcsen (cos 4x) = 4x + % X € (-%;O)

Respuestas de los Ejercicios

1) Se recomienda considerar los respectivos dominios e imagenes.

2)
Funcion Dominio Derivada
f(X)=X . arc cos/4x+1 [_1 0} £+ (x) = arccos vAX £ 1 — X
4’ ) V=X —4x?
_ 1 (-1;+00) B 4
"t " arc tg (x +1)%2 h*(x)= 3(Xer1) :
[arctg(x+1)3/2] 2.[1+(x+1)3]
J(X) = arc sen( tg x) [_ n n} (%)= 1
4" 4 cos?x 1-tg?x
3) 1,012556
4
4) -~
) 5
5) a) f O _Larcsen (3x)+C b) I X dx =1arcsen (x2)+C
V1-9x2 3 Vi-x* 2

—X 1
c) I COSX _ gx=arcsen| X Xj +C d) Ilns L arc cos - arccos -
3 2X 3 2

V9 -sen?x 2 J1-e-

6) a) |arcsen(3x)dx = x arc sen(3x)+ EN Y,
3
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2,2
b) _[ arctg (ax) dx = xarctg (ax)— In(l;_:x) +C

3 X 1t dt o
dx =—arctg| = |+C b =—
5 g(Sj )I 8

7 a
) ) -[xz +25 1t2-2t+5

)J'ixj:i (x +4)+arctg(2j+c

d)".z?’x—+8 dx = 3 In(x2 +2x+5)+E arctg(x—ﬂj +C
X° +2X+5 2 2 2

dx 1 2X
8) | ——=—arcsen| — |+ C
) I\/9—4x2 2 (BJ
Id—x—iarctg(G J+C
36x%+25 30 5
I —arcsen(x_3j+c
V16— (x 3)?

9) constante kK =7

10) constante k =g
x+1 x? )
11) a) I dx =?—In(1+x )+arctgx+C
x4 x2 x®
j—dx 10 x- 2 X2 + = 10 arctg(2 + x)~10 In(5+ 4x + x? )+ C
X“+4x+5 3

12) 0,104226

2

13) glx)= X? arctg(2x) —3 + %arctg(Zx)+ % + % T

1 1 X-3
14 a —— dx=Zarctg —— |+C
) ) J. (x—3)*+16 4 g( 4 j+

X 2 X+ 2 1
b — = dx=-——arct +=Inll3+4x+x?%)+C
)I (x+2)*+9 3 g( 3 j 2 ( )

15)  a) j dx=0,0167462
X + X

Iﬂ%dx Inx——In(x +6x+10)+arctg(3+x)
c) I(x +1)6:Jf dx:zamtgX_ln(1+X2)+In(4+x2)+C
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16) Zonal= 1-1In2; Zona2=5-In6; Zona3=10+1In12

17)
Y
/ 1.5
1
0.5
-4 -2 2' 4 :
18)
Funcién Dominio Derivada
F(x)=x . argshyx+1 [_l f'(x)= 2X +arg shy/l+4x
i) )= Araxdzrax
g(x)=argch(2+cos4x) |R = — 4 sen(4x)
J1+cos(4x),/3+ cos(4x)
J(x) =arg sh(tg x) R- P(x)= sec’ X
%+k7f,00n V1+1tg®x
keZ
19) a) IL = Earg sh(3x)+C
Vi+9x? 3

b)j X dx =%argshx2+c

V14 x4

C) J' oS X dx =arg sh(%) +C

V9 +sen?x

n3 e~ * dx 1 1
d ———— =-—argsh =+arg sh =
)j 2% g 3 g 2
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ANALISIS MATEMATICO |
2017

Aplicaciones de la derivada: Regla de L’Hospital y Problemas de
MAaximos y minimos.
Aplicaciones de la integral: Calculo de volumenes

Practico
N° 11

Guia teorica

Regla de L "Hospital

i . 0
(indeterminacion de la forma o para X = Xg)

Si I|m f(x)= I|m g(x)=0 vy f(x) y g(x) son derivables en un entorno reducido de X,
X=X

f'(x)

y g (x) # 0 en dicho entorno reducido y existe lim ——= y vale L entonces existe

x—X, §'(X)
I|mm y también vale L , es decir lim —= (X) ’mf () =L
x—X, §(X) X=X, g(x) x—=%, " (X)

(indeterminacion de la forma % para X — o)
Si Iimf(x)=1limg(x)=0 y f(x) y g(x) son derivables parax >M y g’(x) # 0 para X
X—>0 X—>0

> M yexiste lim f'(x) y vale L entonces existe I|’mm y también vale L , es decir
x— g (X x—o (X

im ) = 0y

x—0 g(X)  x-w»g'(X)

. . ., o0
(indeterminacion de la forma — para x — Xg)
o0

Si limf(x)= limg(x)=%2c Yy f(x)y g(x) son derivables en un entorno reducido de X

X=X, X=X,
y g’(x) # 0 en dicho entorno reducido y existe lim ——= 00 y vale L entonces existe
X=X, §" (X
lim Fx )ytamblenvaIeL esdecir lim Fx )— lim F'(x) =L
X=X, 9(X) x—=%, §(X)  x-x, g"(X)

. . ., 00
(indeterminacion de la forma — para X — )
o0

Si Iimf(x)= limg(x)=z0 yf(x)yg(x)son derivables parax>M y g’(x) # 0 para
X—>»0 X—>»00

X > M, vyexiste lim—= LG y vale L entonces existe lim ——= F(x)
x—w g'(X) x— g(X)

decir lim—= () Iim m=L
X—300 g(X) x—0 g"(X)

y también vale L, es
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Ejercicios
1) Evaluar aplicando la regla de L"Hospital cuando sea posible.
X 2
. - . . 2X
a) ||me—1 b) ||mm C) Iim %
x—0 3X + X2 to>n 14+cost x—0" cotg X
. Invx X e . In2x
d) Iim Vx e) IimS——° f) lim <X
x-1t Xx=1 x>2 X—2 x—0" In3x
. 1 1 . Nre
) Ilm( ——] h) Iim x(e“x—l) i) lim X"
x»0{eX—-1 X X—>0 x—0"
1 X
. - - x—-1 , 3X
j) lim (cotg x—cosecx) K) lim x ) Iim
x—0* X—1" x—>0 \ 3X+1
X 1
L arcsen x 1 1
1) Iim X m) lim >=—=—"= n) lim -
X0 X +£ x—0 X x—>n/2\ cosX In(l+ cosx)
X
eX
2) a) Justificar quepara m=0, £ 1, +2,£3,....... ,vale Iim — =+
x—>0 xM
. . , . Inx
b) Justificar que si k es un numero real mayor que 0, vale lim " 0
X—0 ¥

3) Calcular, si existen, las asintotas horizontales y verticales de las funciones:

_Inx _In(x-4) 1
a) f(x)—T b)f(x) = (x=5) +x(x—5)

4) ¢Es posible aplicar la regla de L"Hopital en los siguientes casos?. ¢Por qué?

1/x

. . X+senx

a) lim b) Ilim ———
x—0" X X—>0 X

5) a) Hallar dos nimeros no negativos cuya suma sea 36 y su producto sea maximo.
b) Hallar dos nimeros no negativos cuyo producto sea 36 y su suma sea minima.

6) Encontrar el punto de la graficade y =x?+ 1 mas cercano al punto (5,0) . ; Tiene
sentido encontrar el mas alejado?

7) Demostrar que entre todos los rectdngulos que pueden inscribirse en una circunferencia
de radio conocido R, el cuadrado es el que tiene el area maxima. Demostrar que el
cuadrado es también el que tiene el perimetro maximo.

8) Una recta pasa por el punto (4,3) y determina con los ejes coordenados un triangulo en
el primer cuadrante. Hallar la pendiente de la recta que determina el triangulo de area
minima.
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9) Se desea construir un tanque rectangular sin tapa y con una capacidad de 60 m® , de
modo que el largo de la base sea el doble del ancho de la base. Determinar las
dimensiones del tanque méas econémico sabiendo que el material de la base cuesta $10
el m?y el material de los laterales cuesta $6 el m?,

10) Determinar el punto de la gréafica de y = 5x* -9x>"

pendiente minima.

+ X en que la recta tangente tenga

11) Un rectangulo de perimetro P gira alrededor de uno de sus lados para generar un
cilindro circular recto. Calcular la longitud de los lados del rectangulo que determina el
cilindro de méximo volumen. (Recordar que el volumen de un cilindro es el producto
del area de la base por la altura)

12) Los margenes superior e inferior de una pagina impresa deben ser de 1 cm y los
mérgenes laterales de 2 cm cada uno. El 4rea de la seccién impresa debe ser de 32 cm?.
Determinar las dimensiones de la pagina de manera que se utilice la menor cantidad de

papel. X
13) Un canal de riego tendra una seccion transversal con forma de
0
1m
rio

trapecio isosceles, con tres lados de longitud 1 m. (ver figura).
Hallar las dimensiones para que tenga volumen méaximo
(el volumen es maximo cuando el area de la seccion es maxima)
Resolver el ejercicio de dos maneras, expresando el area:
a) en funcion de x b) en funcion de 6

14) Se desea construir un corral como indica la figura: dos lados @
bordeados por el rio y los otros dos por 1000 metros de cerco.
Hallar las dimensiones del corral de area maxima. corral

15) Un nadador esté en el punto A del borde de una pileta de B
90 metros de largo por 50 metros de ancho y desea ir al
punto B, nadando hasta un punto P del borde opuesto y
caminando luego desde P hasta B. Si nada a 100 pies por
minuto y camina a 150 pies por minuto, ¢a qué punto P se A
debe dirigir para minimizar el tiempo de recorrido?

16) Una tetraedro (pirdmide de base triangular) tiene tres caras perpendiculares entre si y
su base es un triangulo rectangulo cuyos catetos miden 2 cmy 6 cm de longitud.

Si se corta el tetraedro con planos perpendiculares al eje x se obtienen triangulos isésceles

(como los sombreados). Calcular el area del triangulo z

sombreado correspondiente al valor xi y observar que si se divide

el intervalo [0,2] en ntrozos: 0= Xp < X3 <...... <Xk <0< Xp=2

y A(xx) es el area del triangulo que pasa por Xx entonces

n
ZA(XK)AXk da una aproximacion del volumen del tetraedro.
k=1
Calcular el volumen exacto del tetraedro. X
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17) La base de un solido es la region del plano xy limitada por las

graficas de las funciones y = x*,y =9. Si se corta el
solido con planos perpendiculares al eje y, se obtienen
rectangulos de altura 3 (como los sombreados). Calcular el area .
del rectangulo sombreado correspondiente al valor y =y , /

X

plantear una aproximacion del volumen del solido y calcular el
volumen exacto del solido.

18) a) Si se hace girar la figura limitada por x=-2,x=0 ,y=0, y=x*+ 1, alrededor
del eje x se obtiene un solido, graficarlo y calcular su volumen.
b) Calcular el volumen del solido que se obtiene haciendo girar la figura anterior
alrededor del eje y.

19) Calcular el volumen de una esfera de radio a . (girar una semicircunferencia de radio a
respecto a un eje coordenado)

20) a) Si se hace girar el triangulo determinado por las rectas y=x, y=0,y =6 - 2x
alrededor del eje x se obtiene un solido, graficarlo y calcular su volumen.
b) Calcular el volumen del solido que se obtiene haciendo girar el tridngulo anterior
respecto al eje y.

21) Si la base de un solido es un circulo de radio 4 y las secciones transversales
perpendiculares a la base son triangulos equilateros. hallar su volumen.

22) Calcular el volumen del s6lido generado al girar la region R alrededor del eje
indicado. Graficar.

Xx+y=1
R Jy=x+1 a)alrededor del eje y b) alrededor de y = -2
X=2
23) Calcular el volumen del sélido generado al girar la region comprendida entre y

=x? e y=4 alrededor de: (Graficar)

a)y=4 b) eje x c)y=5 d x=2

Respuestas de los Ejercicios

1 1
e) 2¢* f)1 g)—% h) 1
i) 1 i)o K) e ) e 73
1
I - —
)1 m) 1 n) >
3) a)x=0 y=0
b)x=4 Xx=5 y=0
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4) a) no
b) 1

5)  a)18 18
b)6 6

6)(1,2)

3
) I
)4

9)3m,6m,§m
9
10) (1, -3)
P P
11) — —
)3 Y 6

12) 6 cm por 12 cm

13) =" h:ﬁ X =2
3 2
14) 1000 m por 2000 m
3
15) 44,72
17) 324
18)  a) m(x*+1f
19) ﬂn a’ 20) En
3 3
8
22) a) gn b) 24
23) a) %n b) @n
15 5

C) @n d) %n
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