INTEGRALES TRIPLES.

1 x Yy
46. Dada la integral f(z,y, z) dzdydx, dibujar la regién de integracién y escribir

la integral de todas las formas posibles.

Solucién

Teniendo en cuenta la gréafica adjunta, si Dy, Dy y D3 son las proyecciones sobre los tres
planos coordenados, las diferentes formas de escribir la integral son las siguientes:

//Dldxdy/oyfdz = /Oldx/:dy/oyfdzz/Oldy/yldm/oyfdz,
//Dzd:cdz/jfdy = /Oldz/:dm/jfdy:/01d;zc/:d,z/jfdy7
//Dsdydz/ylfdx = /Oldy/Oydz/ylfdx:Aldz/:dy/ylfda:,

47. Calcular las siguientes integrales triples:
i) /// (2% + y?) dzdydz, donde V estd limitado por las superficies 22 + y? = 2z,
v
z=2.
i) /// (1+2%) dzdydz, siendo W la regién limitada por 2az = 22 +y?, 22 +y% —22 =
w

a’, z=0.

Solucion



i) La regién de integracion es el interior del paraboloide limitado por el plano z = 2.

Como la proyeccién de dicha regién sobre el plano z = 0 es el circulo C : 22 + 32 < 4, la
integral triple se puede descomponer entonces como

2
I= // dwdy/ (22 +y?) dz.
c (x2+y?)/2

Al escribir la integral en coordenadas cilindricas, se obtiene:

o 2 2 2 167
I:/ dv/ udu/ u2dz:27r/ ud - (2 —u?/2)du = ——.
0 0 u?/2 0 3
2 2

ii) La interseccién del paraboloide 2az = 2% + y? con el hiperboloide 22 + 3% — 22 = a
da la circunferencia z2 + y2 = 2a? situada en el plano z = a. Esto indica que ambas
superficies son tangentes a lo largo de dicha circunferencia; por ello deducimos que la regiéon
de integracién esta limitada superiormente por el paraboloide, inferiormente por el plano
z = 0 y lateralmente por el hiperboloide (en la figura se muestran dos vistas de la regién
de integracion).

Debemos descomponer la integral en dos sumandos pues, si (z,y) esté en el circulo de centro
el origen y radio a, entonces z estd comprendido entre el plano z = 0 y el paraboloide
20z = 22 +y? y, si (z,y) estd entre el circulo anterior y el circulo de radio av/2, entonces z
estd comprendido entre el hiperboloide 22 4+ y? — 22 = a? y el paraboloide anterior.

La férmula que se obtiene es pues

x?1y?
2

I = // dxdy/ C (1422 dz
z24y2<a? 0

m2+?/2

2a
+// dasdy/ (1+2%)dz.
a?2<z?24y?<2a? \/m

2



Para resolver las integrales, las escribimos en coordenadas cilindricas. Asi,

27 u?/2a 27 u?/2a
I = / du/ udu/ (1+ 22 dz+/ du/ udu/ (1+ 2?)dz
LL2—112

= = (10 + a*)ma®/30.

[Todas las integrales a resolver son casi inmediatas.]

48. Calcular /// (1+2+y+2) 2 dedydz, donde S es el tetraedro limitado por los tres

s
planos coordenados y el plano de ecuaciémn z 4y + 2z = 1.

Solucién

Si llamamos D a la proyeccién de la regién de integracién sobre el plano XY, podemos
escribir la integral como

l—z—y
I:// (/ (1+1:+y+z)*3dz>dxdy.
D Mo

Como, a su vez, D es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1), la integral se descompone
en las siguientes integrales iteradas:

1 1—x l—x—y .
I = /(m/ @/ﬁ (I+z+y+2)3dz
1—x 2
(1
/ dm/ —*+ —I—xQ—i—y)

J o
_ A[xgl_i+ﬂfgaym:%m2—%.

49. Calcular los voliimenes de los cuerpos limitados por las siguientes superficies:
i)a> =242 r4+y=+a, z—y==a.
i) z =22+ 9% vy =a? 2y =2d% y=12/2, y=2x, 2=0.

i) \/> \/> \/>—1 z,y,z > 0.

y Z
ﬁ+ﬁ+0f1—+§:§wwﬂ)

)
Solucién

i) La regién a considerar es el interior del cilindro a? = 2%+ 22 cortado por los cuatro planos
r+y=a,r+y=—a,r—y=a,r—Yy=—a.



Como la proyeccién del sélido sobre el plano XY es el cuadrado R limitado por las rectas
r+y=a,x+y=—-a,xr—y=a,xr—y= —a,el volumen se calcula por la férmula

N
VvV = /dxdy/ dz:2/ Va2 — z2dxdy
R R

I
0 z+a a —z+a
= 2/ dx \/a2—x2dy—|—2/ dx Va2 — 22 dy = 2a’7 — 8a®/3.
—a —r—a 0 r—a

[Para calcular las integrales se puede hacer alguna sustitucién trigonométrica.]

ii) El sélido consiste en la regién limitada entre el plano XY y el paraboloide z = 22 +¢? y
cuya proyeccién sobre el plano XY es la regién R limitada por las curvas zy = a2, zy = 242,
y =x/2, y = 2z (en realidad la regién es unién de dos regiones, una de ellas en el primer
cuadrante y otra en el tercer cuadrante; como las regiones tienen la misma area y la funcién
2z = 2% + y? es simétrica, bastard multiplicar por dos el resultado obtenido al considerar
unicamente la parte del primer cuadrante).




Podemos pues escribir el volumen como:

z24y?
VzZ//dxdy/ dz://(ac2+y2)dxdy.
R 0 R

Para calcular la integral doble sobre la region R, realizamos el cambio de variables dado
por las ecuaciones zy = u, x/y = v.

Y

Este cambio hace que ’J ( ) ‘ =5, ¥ que la nueva regién de integraciéon sea R = {(u,v) :

a? < u < 2d?, 1/2<v < 2} El Volumen se calcula entonces como

2a* 2 u 1 9a*
[ ] s ) gy w7

iii) El sélido esta ahora comprendido entre la funcién dada y los planos coordenados.

Su proyeccién sobre el plano XY es la regién R del primer cuadrante limitada por los

. . . xz Yy
ejes coordenados y la astroide de ecuacién (/— 4+ 4/= =1, de modo que el volumen es
a

b

sencillamente

LT

b((1—+/z/a)?
/dm/ c(l—+ax/a—y/ dy—a—bc

[Todas las integrales son inmediatas.]

2 2 2
x z
iv) Ahora el sélido es la regién limitada superiormente por el elipsoide —+ Z—Q +—==1e
2?2 22 “
inferiormente por el cono — + 2 por encima del plano XY . Como la interseccién
c

2 2

T
de ambas superficies es la ehpse -+ Y

= = 1/2, situada en el plano z = ¢/v/2, el volumen

se expresa mediante la integral

1— 12/¢127y2/b2
V= // dxdy/ dz,
12/a2+y2/b2
2 2

donde R es la region limitada por la citada elipse 3:7 + b—z =1/2.



Para calcular dicha integral hacemos el cambio de variables 2 = (a/v/2)ucosv, y =
(a/v/2)usen v, cuyo jacobiano vale J = abu/2. Con estos datos,

2 ! abu 5 1
V= d V1—u2/2—-¢/2) — du=(— — —= ) mab.
/0 v/o (c u?/2 —¢/2) 5 du <12 3ﬁ>7ra

50.

Encontrar el volumen de la regién acotada por las superficies z = 22 + 32, 2z =
10 — 22 — 292

Solucion

En la figura del lado izquierdo se muestran los dos paraboloides que limitan la regién, y en
el lado derecho se ilustra la curva interseccién y su proyeccién sobre el plano XY'.

X
Como la proyeccién de dicha curva interseccién es la elipse de ecuacion
22 +9y% =10 — 2% — 2% = 22 + 3y = 10,

para calcular el volumen utilizamos coordenadas polares modificadas, es decir hacemos la

transformacién
24/2/10 = ucos v,
y+/3/10 = usen v,
COS v —usen v 10
W W/ U
cuyo jacobiano es J = S:n/ 11,0 ufo/sl,? = ——. El volumen se calcula entonces por la
V/3/10  4/3/10 V6
férmula

VvV = //[10—m2—2y2—(x2+y2)]dxdy
R

! T 10u 2007 [*
du/ — (10 - 10u®) dv="— | (u—u?)du=
/0 o V6 V6 Jo

50
s
6



51. Calcular el volumen del casquete esférico limitado por

m2+y2+z2 — a2
x2+y2+22 — 2
72 +y2 _ 227
con z > 0, siendo 0 < a < b.
Solucién
y
X

Si escribimos el volumen en coordenadas esféricas, de acuerdo a la figura tenemos:

x = 1 cosvsen p a<r<b
y=rsendseny donde 0< ¢ <7/4.
Z=TrCcosp 0<d9 <27

Recordando que el jacobiano de la transformacién es J = r%sen ¢, el volumen se escribe
ahora de la siguiente forma:

b w/4 27 r3b w/4
V = / dr/ d7r/ 2 sen pdi) = <‘ )-(—cosgo >-27r
a 0 0 3 la 0
b — a® V2 T
= 1— = -2m==(2—V2)(b® —d®).
- ( 2 om =22 -VR)E - )
52. (a) Describir las superficies » = constante, ¥ = constante, z = constante, en el

sistema de coordenadas cilindricas.

(b) Idem para las superficies 7 = constante, ¥ = constante, ¢ = constante, en coor-
denadas esféricas.

Solucién

a) De las ecuaciones que definen las coordenadas cilindricas:
xr=rcosd, y=rsent, z =z,

al hacer » = k, obtenemos
224y = k2



lo que corresponde a un cilindro con eje de simetria el eje Z y radio k.
Si hacemos ¥ = k, basta dividir las dos primeras coordenadas para obtener

g=tgk,
T

lo que corresponde a un plano vertical que pasa por el origen (los distintos valores de k dan
los diferentes dngulos con respecto al plano y = 0).
Si hacemos z = k, esta misma ecuacién representa un plano horizontal de altura k.

b) Las coordenadas esféricas de un punto se obtienen mediante las ecuaciones
T = pcosvsend, y = psendsenp, z = pcoso.

Si hacemos p = k, obtenemos
2yt + 27 =k,

es decir la esfera centrada en el origen con radio k.
Si hacemos ¥ = k, al igual que con las coordenadas cilindricas,

Y=g v,
X

que representa también un plano vertical.
Si, por ultimo, escribimos ¢ = k, resulta:

2,2 2 o2 2,2
T° 4+ y° = p°sen” ¢ Ty 9
22 = p?cos? ¢ — 3 ,

que representa un cono de vértice el origen.

53.

Calcular el momento de inercia de un sélido en forma de cono circular recto con
densidad constante respecto a su eje.

Solucién

Supongamos que el cono de altura h y radio en la base r tiene vértice en el origen y eje
vertical. Entonces su ecuacion es
h2
2 _ 2, .2
Z=3 (x* +y°).

Si la densidad en cada punto del sélido es k, el momento de inercia respecto al eje Z viene

dada por la férmula:
I, = /// k(2?4 y?) dV.
s

Para resolver la integral, escribimos el sélido en coordenadas cilindricas, © = uwcosv, y =
usenv. La ecuacién del cono se escribe entonces como z = hu/r y la integral pedida

2 r h r 4
h kh

Izz/ dv/ du/ k-u3dz:27rk/ ui“(h—l)duz7T "
0 0 hu/r 0 r 10

8




Otra forma de resolver la integral comsiste en realizar la transformacién a coordenadas
esféricas, © = pcosdseng, y = psendsen@, z = pcos@. De este modo la ecuacién del
plano z = h se escribe como ¢ = h/cos ¢, y la integral es ahora

2 arctg(r/h) h/ cos ¢
I, = / d19/ d¢/ k- ¢®sen® ¢ - p?sen ¢ dyp
0 0 0

arctg(r/h) 5 1o
— ok L
s /0 sen” ¢ 5 oo & 10)

2wkh® o2rkh® 4

arctg(r/h) 5 )
- tg% ¢ - dp="1 T
5/0 g0 sec? gdo= 0 L

1
4. H .
5 allar ///]1&3 T (21 o2 5 2/ dzdydz

Solucion

Si realizamos la transformacion a coordenadas esféricas, x = ¢ cos 9 sen ¢, y = @ sen ¥ sen ¢,
2z = pcos ¢, como el valor absoluto del jacobiano de la transformacién es J = p?sen ¢, la

integral se escribe como:
(o) 27 T 2
p°sen ¢
1= d dd = d.
/0 p/o /0 (14 p3)3/2 ’

Para resolver la integral, como las variables estan separadas, basta multiplicar las tres
integrales simples. Tenemos asi:

) 2 2 T
P
I = ————d dv d
/0 (1+ 777 ”/o /o enedo

4 > 4
= 5[ 370402 dp = lim ~2(1+ )
0 —o0

—1p2|t _ 87
o 3

55. Calcular /// (y2 + ZZ)dxdydz, stendo R un cono recto de revolucion de altura h,
R
base situada en el plano XY y de radio a y eje en el eje Z.

Solucién




La figura adjunta muestra el cono descrito, el cual tiene por ecuacién a?(h — z)? = h?(2? +
y?). Pasando la integral a coordenadas cilindricas, = ucosv, y = usenv, z = z, tenemos:

a 27 h(a—u)/a 4p h3a?
I:/O du/o dv/o u(u2sen2v+22)dz:~-~:a207r+ ;OW.
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