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TECNICAS
DE INTEGRACION

Con la regla de Simpson se estiman
integrales mediante |a aproximacion de

graficas con parébolas.

Como resultado del teorema fundamental del cdleulo, se puede integrar una funcidn si
se conoce una antiderivada, es decir, una integral indefinida. Se resumen aqui las inte-
grales mds importantes que se han aprendido hasta el momento.

X |
‘.x"dx= +C (nst 1) ‘—dx=1n§x|+C
J n-+1 Jox
1‘ etdr=¢*+C i a“dx = .
. J Ina
f senxdx = —cosx + C ’ cosxdy=senx + C
I‘ sec’xdx =tanx + C | csexdx = —cotx + C
[secx tanxdy=secx + C l cscxcotxdy= —cscx + C
“ senh xdx = coshx + C | coshxdx=senhx + C
'. tanxdx = lnjsecx| + C | cotxdy =1Inisenx|+ C
. 1 1 x . 1 x
—ee = —tan " — )+ C ———=dr=sen’!| = | + C
i X+t o a (a) I Va? — x*? a

En este capitulo se desarroltan téenicas para usar estas formulas de integracion basicas
a fin de obtener integrales indefinidas de funciones mis complicadas. En la seccién 5.5
se aprendié el método de integracidn mds importante, la regla de sustitucion. La otra técnica
general, integracién por partes, se presenta en la seccién 7.1, Después se aprenden méto-
dos que son especiales para clases particulares de funciones como las trigonométricas y
racionales.

La integracitn no es tan directa como la derivacién; no hay reglas que garanticen de
manera absoluta obtener una intsgral indefinida de una funcién. Por lo tanto, en la
seccion 7.5 se describe una estrategia para integracion.




7.1

INTEGRACION POR PARTES

Toda regla de derivacion tiene una regla de integracidn correspondiente. Por gjemplo, la
regla de sustitucién para integracién corresponde a la regla de la cadena para derivacién.
La regla que corresponde a la regla del producto para derivacion se llama regla para in-
tegracion por partes.

La regla del producto establece que si fy ¢ son funciones derivables, en tal caso

d
e [f(3g(n)] = Flx)g'(x) + glx)f (x)
En la notacién para integrales indefinidas, esta ecuacidn se convierte en

[ L9/ + g(ar (] dx = Fx)gl)

o bien, [ gt as + | gl ax = fga

Esta ecuacidn se puede reordenar como

i [ (g'x) dx = £elg) ~ [ g0 () dix

La férmula 1 se llama férmula para integracién por partes. Quizds es mds ficil recordar-
la en la siguiente notacién. Sea u = f(x) y » = g{x}. Por lo tanto las diferenciales son
du = f'{x} dx y dv = g'(x) dx; por lo tanto, por la regla de sustitucién, la férmula para in-
tegracion por partes se convierte en

J wdv =uy — | vdu

L

EJEMPLO | Encuentre ‘ xsen xdx.

SOLUCION POR MEDIO DE LA FORMULA | Suponga que se elige £(x) = xy ¢’(x) = sen x. En tal caso
F'(x) = 1y g(x) = —cos x. (Para g se puede elegir cualquier derivada de g’.) Asi, con la
férmula 1, se tiene

‘ xsen x dx = f(x)g(x) — [ gl (x) dx
= x{—cos x) — j (—cos x) dx

= —xcos x + [cosxdx

Y

= —xcosx +senx + C

Es aconsejable comprobar la respuesta mediante derivacion. Si se hace asf, se obtiene x sen
X, como se esperaba.
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SOLUCION POR MEDIO DE LA FORHULA 2 Sea

= Es (il usar &l patron: H=Xx dv = sen x dx
=10 dv =101
du = [ po== ] Entonces du = dx ? = —COS X

y, por lo tanto,

jxsenxdx =J x senxdx=x (—cosx) — j-( cos x) dx

= =X COS X +Icosxdx
= —xcosx + senx + C o

[ H0TA | El objetivo de usar la integracién por partes es obtener una integral més sim-
ple que aquella con la que se inicié, Asf, en el ejemplo 1 se inicid con {xsenxdxyse
expreso en términos de la integral mds simple J cos x dx. Si se hubiera elegido 1 = sen x
y dv = x dx, en tal caso du = cos x dx y v = x*/2, asf que la integracién por partes da

2

fxsenxdxw(senx)———jx cos x dx

Aungue esto es cierto, [ x?cos xdx es una integral mds dificil que la inicial. En general,
al decidir sobre una eleccién para u y dv, por lo comiin se intenta elegir 1 = f(x) como una
funcién que se vuelve mds simple cuando se deriva (o por lo menos no mds complicada)
siempre y cuando dv = ¢'(x} dx se pueda integrar ficilmente para dar ». .

i EJEMPLO 2 Evaluar j'ln xdx.

SOLUCION Aqui no se tiene mucha elecci6n para i y dv. Sea

u=Inx dy = dx
1
entonces du = —dx Po= X
x

Al integrar por paries, se obtiene

Jlnxdx“—*xlnx—jx%x- |

% Se acosturbra escribis [ 1 dx como [ dr. =xlnpx — j dx
= Compruebe la respuesta mediante =xlnhx—x+C
derivacién.

La integraci6n por partes es efectiva en este ejemplo, porque la derivada de la funcwn (
F(x) = In x es més simple que f. 0




# Un método mas faci, con nimeros
complejas, se da en el gjercicio 50 en &l
apéndice H.
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B £JEMPLO 3 Determine f et dr,

SOLICION Note que £* se vuelve mis simple cuando se deriva (mientras que ¢’ no cambia
cuando se deriva o integra), de modo que se elige

= t* dv = e'dt
A continuacidn du = 2tdr v=¢
La integracidn por partes da
K | etdi =% — 2 [ te'de

La integral que se obtuvo, | re’ dr, es més simple que la integral original, pero adn no es
obvio. Por lo tanto, se usa una segunda vez la integracién por partes, esta vez con u = ¢
ydv=¢'dt. Después du = dt,v=¢', y

fre'dr = pet — J edt =te' — o' + C

Al escribir esto en la ecuacidn 3, se obtiene
ftze’dr = tPe' — the’dr
=P’ — 2te’ — &' + O)

= f2gt - 21t + 2¢' + O donde C, = —-2C i

EJEMPLO 4 Evalde j &' sen x dx.

SOLUAGH Nie*ni sen x se vuelven mds simples cuando se derivan, pero de cualquier mane-
1a se prueba con i = e*y dv = sen x dx. Por lo tanto du = e*dxy v = —cos x, de modo
que la integracién por partes da

J. e*senxdx = —e*cos x + J. e*cos x dx

La integral que se ha obtenido, | ¢*cos x dx, no es mas simple que la original, pero por
lo menos no es mds dificil. Habiendo tenido éxito en el ejemplo precedente al integrar
por partes dos veces, se persevera ¢ integra de nuevo por partes. Esta vez se usa u = e y
dv == cos x dx. En tal caso du = e dx, v = sen x, y

5] J. e'cos xdx = e¥sen x — J e*sen x dx

A primera vista, parece como si no se hubiera hecho nada porque se lleg6 a | ¢*sen x dx,
que es donde se inicid. Sin embargo, si coloca la expresién para [ e*cos x dx de la
ecuacidn 5 en la ecuacion 4, se obtiene

fe"sen xdx= —e*cosx + e‘senx — J e*sen x dx
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= Fnla figura 1 se ilustra el ejempio 4
mostrando las graficas de f{x} = e*sen x
y F(x) = {e*{sen x — cos x). Coma una
comprobacién visual del trabajo, observe que
f{x) = Ocuando F tinene un maximo o un
minimo.

12

FIGURA 1

@ Puesto que tan”'x = 0 para x = 0, la inte-
gral del ejemplo 5 se puede interpretar como el
4rea de la ragidn mostrada en la figura 2.

FIGURA 2
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Esto se puede considerar como una ecuacién que se resolverd para la integral desconoci-
da. Al sumar i' &* sen x dx a ambos lados, se obtiene

2J e¥senxdx = —e'cos x + e'sen x
Dividiendo entre 2 y sumando la constante de la integracidn, ohtiene

J e*sen x dx = 3¢'(sen x — cos x) + C -

Si se combina la férmula para integracién por partes con la parte 2 del teorema fun-
damental del cilculo, se puede evaluar por partes integrales definidas. Al evaluar am-
bos lados de la férmula 1 entre ¢ v b, suponiendo que f' y g’ son continuas, y usar el
teorema fundamental, se obtiene

b [ & ,
8] [ Fg' 0 dx = f)g)], ~ [ g () dx
EJEMPLO 5 Calcule JO' tan~"x dx.
SOLUCION Sea
i == tan"'x dv = dx -
d .
Entonces di = ——1—1 U= X
i+ x
Por consiguiente 1a {érmula 6 da f

1 3 i X
j. tan™'x dx = x tan"'xJy — J e (X
o o 1+ x°

=1-tan"'1 wO-tan“'O—fl—dex
0 1+ x°

aa 2| X
4 J01+x' *

Para evaluar esta integral se usa la sustitucién r = 1 + x* (puesto que u tiene otro signi-
ficado en este ejemplo). Luego df = 2x dx, de modo que xdx = 1 dt. Cuando x = 0,
t = 1;cuando x = 1,1 = 2; asi que

o 1+ x* -
=iln2~Mm1)=1%In2
i " U T In?2
Por lo tanto, 'tan"xdx=3-mjl~’\—,dx=i——l-l——w -
Jo 4 01+ x° 4 2 -




SECCION 7.1 INTEGRACION POR PARTES Y,

. EIEMPLO 6 Demuestre la férmula de reduccidn

w1 La ecuacion 7 se llama fdrmula de . i a n . .
reduccidn porque el exponente 7 ha J sen"xdx = ——cos xsen""'x + — | sen""xdx
sida reducidoan — 1yn — 2. h no

donde 1 = 2 es un entero.

SOLYCION Sea 1= sen” 'y dv = sen x dx
Entonces du = (n — 1) sen"%x cos x dx v = —cosx

asi que la integracidn por partes da
‘ sen"x dx = —cos xsen* 'x + (n — 1) J sen” " *x cos’x dx
Puesto que cos®x = 1 — sen’y, se tiene
J. sen"xdx = —cosxsen” 'x + (n — 1) J sen" xdx — (n — 1) J sen”x dx

Como en el ejemplo 4, se resuelve esta ecuacién para la integral deseada, pasando el
iiltimo término del lado derecho al lado izquierdo. Asf, se tiene

n f senx dx = —cos xsen" 'x + (n — 1) J sen™ x dx

n—1

) i 1 - .
o bien, i sen"x dx = ——cos xsen""'x + j sen” %x dx
n

o

)

La férmula de reduccién (7) es 1til porque al usarla de manera repetida se
podria expresar finalmente | sen"x dx en términos de | sen x dx (si n es impar) o
[ (sen x)°dx = { dx (si n es par).

7.1 | EJERCICIOS

1-2 Evaliie 1a integral por medio de la integracién por partes con 11. ‘ arctan 4f dt 12. ’ P Inpdp
las elecciones indicadas de u y dv. ! ’ '
L | Clxdr; g=lax, dov=dx 13. l Fsec 2t dt 14, J 52ds
% ‘ B cos@dB; u=8, dv = cos@dp @ ’ (In 2)2dx 16. I f senh mt dt
3~32 Evaltie la integral. 17. } e sen 3046 18. [ e "cos 260 do
3. ’ XC08 Sxdx 4, ’ xe " dx - o

* ' 19. lo' tsen 3t dr ’D (x* + e ™" dx
5. [ rert dr 6. [rsen2rar '

J . Mo Iny

: . 2. { 1 cosh 1 di 2. [ ay
1. ‘ x* sen oy dx 8. l x? cos mx dx -0 A

. i 2lnx [Ty L
9. I In(2x + 1) dx 10 J sen” iy dx 2. J, 52 dx . JU X cos.x dx
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25. JO E;d) 26. Ji arctan{1/x} dx
172 2 (In x)°

27. j“ cos ™y dx 28. J. ( J) dx
a | X

~ 3

29. 1 cos x In(sen x) dx 3. L: """"Z”{:;““Td"
| ] w3

3L ‘-Iz x*(In x)* dx 32, ‘{: e*sen(t — s5) ds

35-38 Primero realice una sustitucién y luego use la integracion
por partes para evaluar la integral.

33. | cos +/x dx 34, [ Pt dr

35, [:—:- 0% cos(6°) do

LR

36. '0 €™ sen 21 dr

37. [ xIn(l + ) dx 38. | sen (in ) d

¥ 39-32 Evalte la integral indefinida. Nustre, y compruebe que su
respuesta es razonable, graficando tanto la funcién como su
antiderivada {tome C == ).

19, ‘ (2x + 3)etdx 40. 1 ¥ Inxdx

4. [ V1 + P dx

42, ‘ X sen 2x dx

43, (a) Use la férmula de reduccién del ejemplo 6 para mostrar que

s, x sen 2x
‘ senxdr=——- ——+
v 2 4

(b} Use el inciso (a) y la férmula de reduccidn para evaluar
Jsen'ydx.
44, (a) Demuestre la formula de reduccién

n—1

n

" l B 4 =
I cos"xdx = —cos"'x sen x + l cos" x dx
- H <

(b) Use ¢l inciso (a) para evaluar [ cos’x dx.
(c) Use los incisos (a) y (b) para evaluar | cos'x dx.

45, (a) Use la férmula de reduccién del ejemplo 6 para mostrar que

/T
sen”x dx =
<0 Hi

n—1 ran _
I en"" %y dx

donde n = 2 es un entero.

frT

(b) Use el inciso (a) para evaluar [7* sen’x dx y {77 sen’x dx.
(¢} Emptee el inciso (a) para mostrar que, para potencias
impares de seno, ’

T e 2-4-6----+2n
l sen”""xdx =
L0 3-5.7.....{2,1+1)

46. Demuestre que, para potencias pares de seno,

1+3-5«----2r—1)
2.4

=2 -
sen™x dx =
.[o G-+ 2n

7
2

47~30 Use la integracién por partes para demostrar fa férmula
de reduccidn.

7. ! Inxyfdr=x(lnx)—n{{nx)"'dx
o | |

48. [x"e"dx = yig - g l e dx

tan" '
n-1

49, tan"x dx = - | tan" lxdy {(n#1)

tanxsec" % n-—2 ¢ .
-4 ' sec" xdx (n 7= 1)
n—1 n—1":

50. i sec”y dy ==

51. Use el ejercicio 47 para determinar [ (ln x)* dx.

52, Use el ejercicio 48 para encontrar | x%e*dx.

53~-54 Determine el drea de la regidn acotada por las curvas
dadas.

53, y=xe™® y=0, x=35

M, y=S5Inxy, y=xhux

+

33-56 Use una grafica para hallar las coordenadas x aproximadas
de los puntos de interseccion de las curvas dadas. Luego encuen-
tre {de manera aproximada) el drea de la regién acotada por las
curvas.

55. y=xsenx, y={x—2F

56, y=arctan 3x, y= %x

57-60 Use el método de las envolventes cilindricas para hallar el
volumen generado al rotar la regién acotada por las curvas dadas
respecto al eje especificado.

y = cos(mx/2), y=0, 0 = x<1; respectoal gjey

v

538. y=e¢", y=¢7", x=1; respectoalejey
M y=¢t y=0x=-1 x=0; respectoax=1I

00, y=¢*, x=0, y=; respecto al eje x




1. Encuentre el valor promedio de f(x) = x? in x en el intervalo

[1,3]

§2. Un cohete acelera al quemar su combustible de a bordo, de
mode gue su masa disminuye con el tiempo. Suponga que la
masa inicial del cohete en el despegue {incluido su combustible}
es nt, el combustible se consume a una proporcién r, y los gases
de escape son expulsados con velecidad constante v, (respecto
al cohete). Un modelo para la velocidad del cohete en el tiempo
¢ es el que se expresa mediante la ecuacidn

m = ri

W) = —gt — v.1n
m

donde g es la aceleracién debida a fa gravedad y ¢t no es
demasiado grande. Si g = 9.8 m/s?, m = 30 000 kg, r = 160
ke/s, y v. = 3000 m/s, determine la altura del cohete un
minuto después del despegue.

@] Una particula que se mueve a lo largo de una recta tiene veloci-
dad v(f) = t%¢™" metros por segundo después de 1 segundos.
£ Qué tan lejos viajard durante los primeros ¢ segundos?

64. Si f(0) = g(0) = 0y f"y g" son continuas, muestre que
[ g dx = flag (@ = flagla) + [ (g dx

65. Supongaque f(¥ =2, f@A) =T, f'(1} =5, f{4) =3,y F
es continua. Encuentre el valor de j';' xf"{x) dx.

(a) Use la integracion por partes para mostrar gue
p q
ff(x) dx = xf(x} -~ I xf'(x} dx

(b) Si f v g son funciones inversas y [ es continua, demues-
fre que

[[760 dx = 7 ) = apta) = [ g) s

{Sugerencia: use el inciso {a) y haga la sustitucién
y = flx}]

(c) En el caso donde f y g son funciones positivas y b > a > (),
dibuje un diagrama para dar una interprepretacidn
geométrica del] inciso (b).

(d) Use el inciso (b) para evaluar I; in x dx.

67. Se llegé a la férmula 6.3.2, V = L’j 27z f(x) dx, por medio
de envolventes cilindricas, pero ahora se puede usar la
integracion por partes para demostrarla con el método de
divisién de la seccién 6.2, por lo menos para el caso donde f
€5 uno a uno y, por lo tanto, tiene una funcién inversa g. Use
la figura para mostrar que

V= b’ — swa’c — [(Iw[g(y)]zdy
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Realice la sustitucion y = f(x) y después use la integracion por
partes en la integral resultante para demostrar que

V= l: 27x f(x) dx.

68. Seal, = .fO“’ * senx dx.

(a) Muestre que fopro < D10y S Doy
(b) Use ¢] ejercicio 46 para mostrar que

13,;-{-3 _ 2n+ 1
Ia 2+ 2

(c) Use los incisos (a) y (b) para mostrar que

2n+ 1 Fapen
= e
20+ 2 b,

= |

y deducir que lim, .. fopai/f2y = 1.
{d) Emplee ¢l inciso (¢) y los gjercicios 45 y 46 para mostrar

que
. 4 4 6 6 2n 2n T
hm ___________ 4 e e——— = —
w—=1 3 3 5 5 7 2n—1 2n+1 2

Esta férmula se escribe por lo general conto un producto
infinito:

y se llama producto de Wallis.

(e) Se construyen rectdngulos como sigue. Empiece con un
cuadrado de drea 1 y una los rectdngulos de drea | de
manera alterna al lado o arriba del recténgulo previo (véase
ta figura), Encuentre el limite de las relaciones de amplitud
a altura de estos rectidngulos.

F - ——
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7.2 | INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

|

En esta seccién se usan identidades trigonométricas para integrar ciertas combinaciones de i
funciones trigonométricas. Se empieza con potencias de seno y coseno.
|

]

i

l

E[EMPLO | Bvaldie | cost dx.

SOLUCON Sustituir simplemente u = cos x no es Util, puesto que en seguida du = —sen x dx.
A fin de integrar potencias de coseno, seria necesario un factor sen x extra. De manera
similar, una potencia de seno requeriria un factor cos x extra. Asi, aquf se puede separar
un Tactor coseno y convertir el factor cos’y restante a una expresién relacionada con el |

. . . 3 2 l
seno por medio de la identidad sen’x + cos™x = I:

cos’y == cosZx + cos x = (1 — sen’x) cos x

Se puede evaluar la integral sustituyendo 1 = sen x, de modo que du = cos X dxy

!

cos’x dx = [ COos’x * 08 X dx = f {1 — sen*y) cos x dx

mJ.(l—ttg)a'u=u"~%u3+C !

= senx — 3sen’x + C ]

En general, se intenta escribir un integrando en el que intervienen potencias de seno y |
coseno en una forma donde se tiene sélo un factor seno (y el resto de la expresion en tér- ]
minos de coseno) o sélo un factor coseno (y el resto de la expresion en términos de seno).

La identidad senx + cos’x == | permite convertir de una parte a otra entre potencias pares

de seno y coseno.

B EJEMPLO 2 EncuentreJ sen’x cos’x dx

SOLUCION Se convertirfa cos’x a 1 — sen’x, pero se tendrfa una expresién en términos
de sen x sin ningtin factor cos x extra. En cambio, se separa un solo factor seno y se
reescribe el factor senx restante en términos de cos x:

5 I 2,32 2 2.2 z -
sen’x cos®y = (sen’x)” cos?x sen x = (I — cos®x)” cos’x sen x

= Enla figura 1 se muestran fas graficas Sustituyendo u = cos x, se tiene du = -—sen x dx, por lo tanto,

del integrando sen®x cos’x del ejemplo 2

y su integral indefinida {con C = 0], jCual R
2 2

es cudl? : J sen’x cos’x dx

I

[ {sen’x)? cos’x sen x dx

0.2 = J (1 — cos™x)’cos’x sen x dx

= J {1 — u*Yu(—du) = ——j (1® — 2u* + u®)du

(

== -2=+—]+cC

~0.2

1 2 |
= —1cos’x + fcos’x —zcos’x + C 0

FIGURA 1
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- En los ejemplos precedentes, una potencia impar de seno y coseno permitig separar
un solo factor y convertir la potencia par restante. Si el integrando contiene potencias
pares de seno y coseno, esta estrategia falla. En este caso, se puede sacar ventaja de
las siguientes identidades de la mitad de un dngulo (véanse las ecuaciones 17h v Faen
el apéndice D):

sen’y = 3(1 — cos 2x) y cos®x = §(1 + cos 2%)

= En el ejemplo 3 se muestre que ¢l drea £ EJEMPLO 3 Evalde | "sen’s d.
de fa regién mostrada an |a figura 2 es /2. 0

SOLUCIOR Si se escribe sen®x = | - cos®x, no se simplifica la evaluacién de la integral.
Sin embargo, al usar la formula de la mitad de un dngulo para sen’x, se tiene

J0» sen’x dx %f: (1 — cos2x) dx = [3[( -~ jsen2x)];

0 - =%(w—%sen2'n")m%( _%sen0)=%w
—0.5 Observe que mentalmente se hizo la sustitucién # = 2x al integrar cos 2x. Otro método
FIGURA 2 para evaluar esta integral se dio en el gjercicio 43 en la seccién 7.1. O

EJEMPLO 4 Determine | sen’x dx.

SOLUCION Se podria evaluar esta integral por medio de la férmula de reduccién para
» | sen"x dx (ecuacién 7.1.7) junto con el ejemplo 3 (como en el ejercicio 43 de la sec-
¢ién 7.1), pero un mejor método es escribir sen'x = (sen’r)’ y usar una férmula de la
mitad de un angulo:
AN

[ sen‘x dx = {sen’x)* dx
| J

({1 ~—cos2x 21‘
"""J — 2 X

=} f (1 —2cos2x + cos*2x) dx
Puesto que ocurre cos®2x , se debe usar otra férmula de Ia mitad de un dngulo

cos?2x = §(1 + cos 4x)

Esto da

jsen*x dx =} [[1 — 2cos 2x + 3(1 + cos 4x)] dx
2&](%—200321‘%%0054):)(&

m%(%x—sen2x+§sen4x)+c |

Para resumir, se listan las directrices a seguir al evaluar integrales de la forma
[ sen"x cos"x dx, donde m 2= 0y n = 0 son enteros.
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ESTRATEGIA PARA EVALUAR | sen"x cos"x dx

(a) Si la potencia de coseno es impar (n = 2& + 1), ahorre un factor coseno y use
cos®x = 1 — sen’x para expresar los demds factores en términos de seno:

‘ sen™x cos™ M x dx = ‘ sen™x (cos®x) cos x dx

= J sen”x (1 — sen’x¥ cos x dx

Después sustituya u = sen x.

(b) 5i 1a potencia de seno es impar (m = 2k + 1), ahorre un factor seno y use
seny = | — cos’x para expresar los factores restantes en términos de coseno:

|‘ sen !

x cos"x dx = J {sen®)*cos"x sen x dx

= l {1 — cos®x)*cos"x sen x dx

Después sustituya v = cos x. [Note que si las potencias de seno y coseno son
impares, se puede usar (a) o (b).]

(c) Si las potencias de seno y coseno son pares, use las identidades de fa mitad de
un dngulo

sen’y = (1 ~ cos 2x) cos’x = 3(1 + cos 2x)
Algunas veces es iitil usar la identidad

|
Sen X COSs X = 3 sen 2x

Se puede usar una estrategia similar para evaluar integrales de la forma ‘|' tan"x sec”x dx.
Puesto que (d/dx) tan x = sec’x, se puede separar un factor sec*x y convertir la potencia
restante (par) de la secante en una expresién relacionada con la tangente por medio de la
identidad sec’x = 1 + tan’x. O bien, puesto que (d/dx) sec x = sec x tan x, se puede se-
parar un factor sec x tan x y convertir Ia potencia restante (par) de tangente a secante.

7 EJEMPLO 5 Evalle ' tan®x sec’x dx.

SOLUCION Si se separa un factor sec’x, se puede expresar el factor restante sec®s en térmi-
nos de la tangente por medio de la identidad sec® = | + tan®x. Se puede evaluar la
integral sustituyendo « = tan x con du = sec’x dx:

tan®x sectr dx = J tan®x sec’y secix dx

v

= [ tan® (1 + tan’) sec’x dx

= J wb(l + ut)du = { (2e® + u®)du

w
7 9

=1tan’x + jtan’x + € 03
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EJEMPLO 6 Encuentre [tansﬂ sec’f dé.

SOLUCION Si se separa un factor sec®@ como en el ejemplo precedente, queda un factor
sec’, que no se convierte con facilidad a tangente. Sin embargo, si se separa un factor
sec O tan 6, se puede convertir Ia potencia restante en una expresién que implica sélo la
secante por medio de la identidad tan*6 = sec*6 — 1. Por lo tanto se puede evaluar
la integral sustituyendo 1 = sec 8, de modo que dit = sec 6 tan 6 d6:

I tan’8 sec’6 40 = _[ tan'@ sec® sec § tan H 46

= J (sec?@ — 1 sec’d sec 6 tan 6 d@

J(u2 - D%uldu = j (' — 2% + 1% du

ISP S S
11 9 7

= frsec''@ — §sec’@ + fsec’@ + C o

En los ejemplos anteriores, se demuestran estrategias diferentes para evaluar integrales
de la forma | tan"x sec”x dx para dos casos, que se resumen aqui.

ESTRATEGIA PARA EVALUAR | tan”x sec’x dx

(a) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, k = 2), ahorre un factor de secx y use
sec’x = 1 + tan’x para expresar los demds factores en términos de tan x:

f tan"x sec™x dx = ’ tan"'x (sec?x) ' secy dx
= J. tan™x {1 + tan®*x)*'sec?r dx

Luego sustituya # = tan x.

(b) Si la potencia de la tangente es impar (/n = 2k + 1), guarde un factor de
sec x tan x y use tan’x = sec’x ~ | para expresar los demds factores en térmi-
nos de sec x:

J tan®*lx secx dx = J (tan*x) sec” 'x sec x tam x dx

= j (sec® — 1)*sec"™'x sec x tan x dx

Después sustituya & = sec x.
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Para otros casos, las directrices no son tan claras. Podrfa ser necesarto usar identidades,
integracién por partes y, ocasionalmente, un poco de inventiva. A veces serd necesario
poder integrar tan x por medio de Ia férmula establecida en (5.5.5): ’

J‘tanxdxminfsecﬂ +C

Se necesitard también la integral indefinida de la secante:

1] secxdx=In|secx + tan x| + C

v

,

Se podria comprobar la férmula 1 mediante la derivacién de lado derecho, o como sigue.
Primero se multiplican numerador y denominador por sec x -+ tan x:

» . sec x + tan x
sec x dx == l sec x ———dx
J secx + tan x

» sec’x + sec x tan x
= J dx
secx + tan x

Si se sustituye u = sec x + tan x, después du = (sec x tan x + sec’x) dx, también, la
integral se convierie en | (1/u) du = In ju| + C. Asi, se tiene

‘ sec xdx = In|sec x + tan x| + C

BIEMPLD 7 Encuentre J tan’x dx.

SOLUCIGH  Aqui séto ocurre tan x, de modo que se emplea tan®x = sec’x — 1 para ree-
scribir un factor tan’x en términos de sec’x:

; tan’x dx = ' tan x tan“x dx =j tan x {sec’x — 1) dx

= J tan x sec’y dx - {tan xdx

tan®x
=3 —In|secx| + C

En la primera integral se sustituye mentalmente # = tan x de modo que du = secix dx. O

Si aparece una potencia par de tangente con una potencia impar de secante, es Gtil
expresar el integrando completamente en términos de sec x. Las potencias de sec x podrian
requerir integracién por partes, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EIEMPLO & Encuentre J secx dx.

SOLLCHON  Aqud se integra por partes con

= Sec X dr = sec’x dx

f

du = sec x tan x dx ¥ = tan x

|
|
x
]
:
]
]
i
i
i
x
x
i
|
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En tal caso [ secty dx = sec x tan x — J. sec x tan’y dx

= gec X tan x.— J sec x (sec™x — 1) dx

I

sec x tan x — f sec’x dx + ' sec x dx
Si se emplea la formula 1 y se resuelve para la integral requerida, se obtiene

jsec3xdx=§(secxtanx+1n[secx+tanx|)+C £

Integrales como la del ejemplo anterior podrian parecer muy especiales, pero ocurren
con frecuencia en aplicaciones de integracién, como se verd en el capitulo 8. Integrales
de la forma i cot"x csc”x dx se pueden determinar mediante métodos similares como
resultado de la identidad 1 + cot® = csc’x.

Por tltimo, se puede hacer uso de otro conjunto de identidades trigonométricas:

[2] Para evaluar las integrales (a) | sen mx ¢os ix dx, (b} | sen mx sen #x dx, o
{c) | cos mux cos nx dx, use la identidad correspondiente:

u Estas identidades de producto se analizan (a) senA cos B = j[sen(A — B) + sen(A + BY]

en e apéndice D. -

(b) senA sen B = 3[cos(A — B) — cos(A + B)]

{c) cos A cos B = ;[cos(A — B) + cos(A + B)]

EJEMPLO 9 Evalide ’ sen 4x cos Sx dx.

S0LUCION Esta integral podria ser evaluada por medio de integracién por partes, pero es
mds facil usar la identidad de la ecuacidén 2(a) como sigue:

[ i[sen{—x) + sen 9x] dx

f sen 4x cos Sx dx =

&

= % ’. {—sen x + sen Ox) dx

= H{cos x ~ §cosOx) + C o

1 7.2| EJERCICIOS
i-4% Evalde Ia integral.

R . 9. "7 sen*(31) dr 10. J " cos% df
1. ‘ sen’x cos®y dx 2 ' sen®x cos®y dx 0 0

a2 . (1 + cos 0% do 12. { xcos’s dx
l;ﬁ sen’x cos’x dx 4, J;j cos’x dx J ( ) -{ reoss
5. | sen’ (wx} cos® (amx) dx 6. | _ﬁ?j{}% dx TEN f:jz sen’x cos’y dx 14. ’OT sen’t cos®r dr

i i cos® a '
7] [ cos’g a0 8. [ sen’(26) df 15 [ =ax 16. { cos 8 cos*een 6) 46
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17. 'f cos®x tan’x dx 18. J cot’d sen’f o

» - + - a
19. J cosx + sen2x dx 20. i cos?x sen 2x dx
sen x J
N ” w2 4
21. | sectx tan x dx 22. J.D sec*(t/2) dr
(23] l tan’x dx 24. f {(tan®x + tan® x} dx
25. | sec’s dr 26. Lﬁﬂ sec*f tan'd 40
27. [‘:"3 tan’x sectx dx 28. [ tan*(2x) sec’(2x) dx
[ tan®x sec x dx 30. rﬂ tan’x seclr dx
3l. ' tan’x dx 3% 1 tan®(ay) dy
tan’8 P,
33. J. c?;;‘@ df 34. l tan®x sec x dx
35. [ wsecxtanxdx 3. | :;'232 dd
37. J‘mf2 cot?r dx 38, _[ ™ cot’x dx
/6 /4
39. J cot®e csclo do 40. [ csctx cot®x dx
11, { csc x dx 42, J.T: cse’y dx
!‘ sen 8x cos Sx dx 44, [ cos 7x cos 4mx dx
P COsX T senx
45, Isen 5@sen 8df 46, ' —_—dx
J sen 2.x
- 1 — tan’x P dx
a7 [ ——dx a8 [ —=—
sec’x cosx — |

49, ’ tsec?(r?) tan*(z?) dt

50. Si [ tan°x sec x dx = /, exprese ¢l valor de [* tan®x sec x dx

en términos de [

9 51-54 Evalde la integral indefinida, Jlustre y compruebe que su
respuesta es razonable, graficando el integrando y su antiderivada
{con C = 0).

51. } x sen’ () dx 52. [ sen®x cos’x dx

54, [ sec® % dx

53. l sen 3x sen 6x dx

[55.] Encuentre el valor promedio de la funcién f(x) = sen’x cos’x
en el intervalo [—m, 7.

56. Evaliie § sen x cos x dx por cuatro métodos:
(a) 1a sustitucién ¥ = cos x,
(b} la sustitucién & = sen x,
(c) la identidad sen 2x = 2 sen x cos x, ¥
{d) integracidn por partes.
Explique las distintas apariencias de las respuestas.

57-58 Encuentre ¢l drea de la regién acotada por las curvas dadas.
57. y=sen’x, y=cos™x, —m/d<sx=m/4

58. y =sen’x, y=cos’x, —m/4=x<=5n/4

5960 Use una gréfica del integrando para inferir el valor de la

integral. Después use los métodos de esta seccidn para demostrar
que su conjetura s correcta.

59. ET cos’x dx 60. J: sen 277X cos 37X dx

61-54 Encuentre el volumen obtenido al girar la regidn acotada por
las curvas dadas respecto al eje especificado.

y=senx, y=20, w/2 = x < 7; respectoal gjex
62. y=sen’x, y=0, 0 < x = 7; respectoalejex
63. y=senx, y=cosx, 0 S x<mfd; respectoay =1

64. y=senx, y=cosx, 0 = x=7/3; respectoay=1

65. Una particula se mueve en una linea recta con funcién de
velocidad #{f} = sen wr cos’wt. Encuentre su funcién
de posicién s = (1) si £(0) = 0.
66. La electricidad doméstica se suministra en Ja forma de corrien-
te alterna que varia de 155 V a —155 V con una frecuencia de
60 ciclos por segundo (Hz). Asf que el voltaje estd dado por

o

E(t) = 155 sen{1207¢)

donde ¢ es el tiempo en segundos. Los voltimetros leen el

voltaje RMS (media cuadritica), que es la rafz cuadrada del

valor promedio de [E()]* sobre un ciclo.

(a) Calcule el voltaje RMS de la cormriente doméstica.

{b) Muchas estufas eléctricas requieren un voltaje RMS de
220 V. Encuentre la amplitud A correspondiente necesaria
para el voltaje E(r) = A sen(12077).
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67-69 Demuestre la férmula, donde m v » son enteros 70. Una serie de Fourier Jinita estd dada por la suma
positivos.

_ N
67, j senmx cosnxdx =0 Flx) =Y a,sennx

— |

o O sim#n =a|senx+agser12x+'--+aNsean
68, J Sen mx sen iy dx = .

-7 T sl m=n

Muestre que el m-ésimo coeficiente a,, estd dado por la férmula

6. |7

Ve

sim¥*n

COS X COs nx dxy = ] |
T Sl m=n E

a,, = "‘J‘ f(a\.) senmx dx
b

7.3 | SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

En la determinacién del drea de un circulo o una elipse, surge una integral de la forma
| va* — x?dx, donde @ > 0. Si fuese [x+/aZ — x? dx, la sustitucién ¥ = g° — x2 seria
efectiva pero, tal y como aparece, j ~a* — x* dx es mds dificil. Si se cambia [a variable de
x a @-por la sustitucién x = a sen 6, en tal caso la identidad 1 — sen2f = cos20 permite
eliminar el signo de la raiz porque

va? = x2 = Ja? — a?sen?0 = /a*(] — sen26) = /alcosth = q [cos 6|
Observe la diferencia entre la sustitucién u = a® ~ x* (en la que la nueva variable es una
funcién de la variable previa) y la sustitucién x = a sen 6 (la variable previa es una funcién
de la nueva).

En general se puede hacer una sustitucién de la forma x = g(t} al usar al revés la regia
de sustitucidn. A fin de simplificar los célculos, se supone que g tiene una funcién inversa;
es decir, g es uno a uno. En este caso, si se reemplazan por x y x port en la regla de
sustitucion (ecuacidn 5.5.4), se obtiene

[ 763 dx = [ #o)g 0 ar

Esta clase de sustitucién se llama sustitucion inversa.
Se puede hacer la sustitucién inversa x = a sen  siempre que €sta defina una funcién uno
- a uno. Esto se puede Ilevar a cabo restringiendo ¢ a ubicarse en el intervalo [— /2, 7/2].
En la tabla siguiente se listan las sustituciones trigonométricas que son efectivas para
las expresiones con radicales debido a las identidades trigonométricas especificadas. En
cada caso la restriccién sobre # se impone para asegurar que la funcidn que define la susti-
tucién es uno a uno. (Estos son los mismos intervalos empleados en la seccién 1.6 al
definir las funciones inversas.)

TABLA DE SUSTITUCIOMES TRIGONOMETRICAS

Expresidn Sustitucitn 1dentidad
£ k] - 17 /l_r T N
Vas - xt X = g scn f, R = = 1 — sen*th = cos*f}
P— 7,- " . -
Vit b oxl X o= g tan 6, < f< 5 |+ anf = sec ¥
jo ey ] 3w 5 .
A N y=gsecd, 0= < w0 T 8 < o sectf — | = tan*d

"\
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/9
EJEMPLC | Evahiej ———dx.
e

OLUCON Seax = 3 sen 8, donde ~ /2 < 8= /2. Después dx =3 cos 0 df y

VO = x2 =9 — 9sen’p = /9 ¢cos28 = 3|cos 8| = 3cos O

(Note que cos 8 = 0 porque —7/2 < 8 < 7/2.) Asi, laregla de sustitucidn inversa da

[-?j—rclxm 3—(:9*80—83005 8de
J x* 9sen-8

iy
. j o8 Y o= cot 20 do
sen” 6

J. {csc?0— 1) do

—cotf— 6+ C

Puesto que ésta es una integral indefinida, se debe volver a la variable original x. Esto
3 se puede hacer ya sea por medio de identidades trigonométricas para expresar cot & en
¥ términos de sen § = x/3 o dibujando un diagrama, como en la figura 1, donde & se intey-
preta como un dngulo de un tridngulo rectdngulo. Puesto que sen & = x/ 3, se marcan el
cateto opuesto y la hipotenusa con longitudes x y 3. Despues por el teorema de Pitdgoras
se obtiene la longitud del cateto adyacente como +/9 — x2, asf que se puede leer simple-
FIGURA 1 mente el valor de cot § en la figura:

sen3=£ o — 2

(Aunque # > 0 en el diagrama, esta expresion para cot # es valida aun cuando 8 << 0.)
Puesto que sen 8 = x/3, se tiene & = sen”'(x/3) y, por lo tanto,

0 — 2 JO - 32 k "
[—g—;idxﬂwb-——sen‘f(%) +C 0
. x2 x

£ EJEMPLO 2 Determine el drea encerrada por la elipse

bl 2
'~ x°at—x b
i‘—_—1——-:,'“5—7—"‘ 0 y = Et—4fa? — x*

‘))
b* a’ at a
/_‘ \ 0 Debido a que la elipse es simétrica con respecto a ambos ejes, el drea total A es cuatro
5 @9 veces el 4rea del primer cuadrante (véase figura 2). La parte de la elipse en el primer
X . ‘g
k_/ cuadrante estd dada por la funcién
b

y=—4a*— x? 0=x=g
FIGURA 2
.2 2 nb
ESR A y, por eso, A= = T — %% dx
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Para evaluar esta integral se sustituye x = a sen f. Después dx = a cos 6 d8. Para cam-
biar los limites de integracién se nota que cuando x = 0, sen 6 = 0, cuando 6 = 0: de
modo que x = g, sen 8 = 1, por lo tanto, # = 7/2. También

va? — x? = \Ja? — a? send = /a? cos?0 = a|cos 8| = a cos ¢

puesto que 0 = 6 < #/2. Por lo tanto,

b * i b /2
A m4_J NIE —xzdx=4wf ’ acos 8+ acos 9do
a Jo d Jo

= dab [ cos*0d6 = dab [ 4(1 + cos 26) dp

0
= 2ab[6 + ysen 267" = 2ab(§ +0— o) = mmab

Se ha mostrado que el drea de una elipse con semiejes a y b es 7ab. En particular,
tomando @ = & = r, se ha demostrado la famosa férmula de que el drea de un circalo
con radio r es . 0

HOTA | Puesto que la integral del ejemplo 2 fue una integral definida, se carnbiaron los
limites de integracién y no fue necesario convertir de nuevo a la variable original x.

B EJEMPLO 3 Encuentrej

1

SOLUCION Sea x = 2tan @, —7/2 < @ < #/2. Por lo tanto dx = 2 sec’@ df y

V¥ 4+ 4 = 40 + 1) = /4 sec?0 = 2|sec 8] = 2 sec 0

Por esto, se tiene

J' dx J 2 sectf df 1J- sec@dg

x3/xr+ 4 T i 2seco 4 tan?@

Para evaluar esta integral trigonométrica se escribe todo en términos de sen 8 y cos 8:

secf 1 cos’8  cos 6

. =

tan’  cos 8 sen’0  send

Por lo tanto, al hacer la sustitucién u# = sen @, se tiene

. dx 1 ¢ cosé@ 1 r du
2 = 2 l@:——- 2
J xL/xt+ 4 4-’ sen’g ¢ 4I u’
4 i 4sen @
¥ csc #
= — C
4

Se usa la figura 3 para determinar que csc 8 = /x? + 4/x y, de este modo,

FIGURA 3
d S ¥4
tan f =< f . £ +C
2 x4 /xt 4 4 dx 0
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X

FIGURA 4

X
sec f=—
[

=
—

X
EJEMPLO 4 Encuentre J. \/————dx.
x* -+ 4

SOLUCION Seria posible usar aqui la sustitucién trigonométrica x = 2 tan & (como en ¢l |
ejemplo 3). Pero la sustitucién directa n = x* -+ 4 es mds simple, porque en seguida
du=2xdxy

x 1 ¢ du
ey = — | = = = J/x2+ 4+
f —d 2JJE Ji+ C=Jxi¥d+C -

i0iA | En el ejemplo 4 se ilustra el hecho de que aun cuando son posibles las sustitu-
ciones trigonométricas, es posible que no den la solucién mds ficil. Primero se debe buscar
un método mds simple.

dx
EIEMPLO 5 EvalfleJ. \/—,,7"—‘;, donde a > 0.
Xs—a-

SOLUCTON | Seax = asec §, donde 0 < 8 < w/2 0 w < < 3w/2. En tal caso
dx =asecOtan 8d0y

Jxr = a? = Ja¥(sec?@ — 1) = J/a%tan?§ = a|tan 6| = atan @

Por lo tanto,

dx asec f tan 8
j‘\/xz——az =f atan 0 40
=J'

sec #d0 = In|séc 0 + tan 8| + C

El tridngulo de la figura 4 da tan 6 = /x? — a?/ a, asi que se tiene .

LS Il B
jm 1 a

=In|x+x2—a?|~lna+C

Al escribir C) = C —~ In a, se tiene

dx
fﬁ=lnﬁx+vx3—a3|+cl

S0LUCION 2 Para x > 0 se puede usar también la sustitucién hiperbélica x = a cosh £. Si se
emplea la identidad cosh®y — senh®y = 1, se tiene

Jxr— a? = Jat(cosh?t — 1) = /a? senh?t = a senh ¢

Puesto que ¢x = asenh ¢ dr, se obtiene

T

Puesto que cosh f = x/a, se tiene ¢ = cosh™*(x/a) y

7] Jm—}"éc‘i"x“_“”gi: cosh“'(%) +C
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Aunque las formuldas | y 2 se ven bastante diferentes, en realidad son equivalentes por la
férmula 3.11.4.

3

HOTA_; Como se ilustra en el ejemplo 5, las sustituciones hiperbélicas se pueden usar

en lugar de las sustituciones trigonométricas ¥, algunas veces, conducen a respuestas mds

simples. Pero por lo general se usan sustituciones trigonométricas porque las identidades
trigonométricas son mds familiares que las identidades hiperbélicas.

xS

@+ o7 &

3.3/2
EIEMPLO 6 Encuentrej;

SOLUCION Primero se nota que (4x2 + 9)¥2 = {v4x2+ 9), de modo que la sustitucidn
trigonométrica es apropiada. Aunque 4x? + 9 no es realmente una de las expresiones
de la tabla de sustituciones trigonométricas, se convierte en una de ellas si se realiza la
sustitucién preliminar # = 2x. Cuando se combina esto con la sustitucién de la tangente,
se tiene x =  tan 6, que da dx = 1 sec?d 46 y

VAR + 9= /Otan?0 + 9 =3 gec §

Cuando x = 0, tan & = 0, por lo tanto 8 = 0; cuando x = 3./3/2, tan § = V3, asf que
8= a/3.

3372 x? oy G tan’®
L WY 3 2
-fo (4x® + 9p2 ¥ Jo 27 sec?g 20 b8
3 (=3 tan*g 3 faf3 sen’d
= 3 T ap=3 d
'C’jn sec 0 b=1 Jﬂ cos*d 0
, =3 1 — cos?®
= —————35en 8 46
16 fo cos“éd 5
Ahora se sustituye # = cos @ de modo que du = —sen 6460. Cuando 6 = (), i = 1;
cuando 6 = #/3, u = 3. Por lo tanto,
3372 x° __spel—ut 3 [ i
L de-——,ﬁt{‘i —az—dl;—mJl (1 —udu

1 1/2
“afer ] a6 -0 -3
i | |

X

Ao x—xzdx'

SOLUCION Se puede transformar el integrando en una funcién para la cual la sustitucién
trigonométrica es apropiada, completando primero el cuadrado bajo el signo de la raiz:

EJEMPLO 7 Evahiej

3—2x—x2=3—(x2+2x)m3+1-—(x2+2x+1)
=4~ (x+ 1)

Esto hace pensar en que se realice la sustitucion i == x + 1. Después du = dx y
x = u — 1, de esa manera,

| pr= ==
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= En la figura 5 se muestran las graficas
de! integrando del ejempla 7 y st integral

indefinida (con € = 0). jCudl es cudl? tal manera,

| =

3
o U
— |
§
-5
FIGURA 5

7.3 | EJERCICIOS

Ahora se sustituye 4 = 2 sen 8, y se obtiene du = 2cos §d0y 4 — u?=2cos @, de

"2 G- 1
.x=Jﬁlw—2cos 0de

2cos @

I

j(Zsen 8—1)deo

=—-2¢o880—~6+C

= —J4 — u? - sen*'(%) +C

I

41
-3=2x—x2— sen“(l )+ C
2 o=

1-3 Evalde la integral por medio de la sustitucién trigonométrica
indicada. Bosqueje y marque el ridngulo rectdngulo relacionado.

1
L | ———dx; x=
[ xzm dy; x=3sech
2. | 39— x2dx; x=3senf

. .5
3 —=——dx; x=3tanf
Joxt+ 9

4-30 Evalde la integral.

-3

4. 243 X )
»[n 16 — x? de

~ 1 .
5. JﬁMr3 et dt 6. J, . dx
[__E,H_C,. 8 [Mi__ "
SRR el YTy
IS

9. |—5I—“— 0. [ dt
b x4+ 16 12+ 2
N [ yT—ax7dx 12 [ e d¥F ddx
(VxR 9 14. J__gg‘/,_”_—u_:
H - "

J-z,fa -1

15. JAD xafa? — xtdx 16. ‘@/3-—Mx5 T
d.

N X

X g 2. |

X

i X
| =

19. | — dr

¥
V25— ¢

.0 x [ ‘
2 |, To o5 |, VAT T
B[S e
i X N . x2 ‘
25. | Wdl 26. J 31 dx — A" dx
X+

27. (V¥ 2xdx

28. l m dx

K cost

29, | VT = 3 dx 30. |0 mdr

B1J (2) Use la sustitucién trigonométrica para mostrar que

. dx

‘-—————7 ﬂ=ln(x+\/x3+a3)+c

¢ oAfx at

{b) Use la sustitucion hiperbdlica x = a senh ¢ para mostrar
que

f—df“_=senh“‘ X +C
JoJxttal a

Estas férmulas se relacionan mediante la férmula 3.11.3.

32. Evalde

4

. e
J F + a)”? dx

{a) por sustitucién trigonométrica.
(b) mediante Ia sustitucién hiperbdlica x = & seni f.

33, Encuentre el valor promedio de f(x} = vx2 — I/x, L sx =7

34, Determine el drea de la regin acotada por la hipérbola
9x? — 4y® =36y larectax = 3.
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35. Demuestre la formula A = 1726 para el drea de un sector 39. (a) Aptique la sustitucidn trigonométrica para comprobar que

de un circulo con radio » y dngulo central 8. [Sugerencia:

suponga que 0 < 8 < 7/2 y coloque el centro del circulo en el ‘; Vat - Adt = 1a* sen(v/a) + Ly Vit — 2

origen de modo que tenga Ia ecuacién x* + y* = r* Despuds A ’

es la suma del drea del tridngulo POQ v el drea de la regitn (b) Aplique la figura para proporcionar interpretaciones

POR en la figura.] trigonométricas de ambos términos en el lado derecho de 1

ecuacion del inciso (a).

y
e
« y=VESE
0 0 R 9 ]
36. Evaliie 1a integrai 0 » T
I‘ dx
St =2 40. La pardbota y = 1+* divide en disco x* + 3* = 8 en dos partes.

. . . . . Hallar el drea de ambas partes.
Grafique el integrando y su integral indefinida en la misma ¢ * P

pantalla y compruebe que su respuesta es razonable. 41. Determine el drea de la regién sombreada creciente (lJamada
funa} acotada por los arcos de citculos con radios r y R. (Véase
fa figura.)

Use una grifica para aproximar las raices de la ecuacién

2 5 - -
X /4 - x? =2 — x Luego aproxime el drea acotada por la
eurva y = x*J4 — xlylarectay =2 — x.

38. Una varilla con carga de longitud L produce un campo eléctrico
en i punto Pla, &) dado por

war

[[L—a Ab
E{(P) = S o —
P J—u dpeg{x® + H2PR x

donde A es la densidad de carga por longitud unitaria en ka
varilla y &y es la permisividad del espacio libre (véase la
figura). Evalde la integral para determinar una expresion para
el campo eléctrico E(P). 42. Un tangue de almacenamiento de agua tiene la forma de un

¥ cilindro circular con didmetro de 10 ft. Se monta de modo que
las secciones transversales circulares sean verticales. Si la pro-
fundidad del agua es 7 ft, ;qué porcentaje de ka capacidad total
se estd utilizando?

43. Se genera un toroide al hacer girar el circulo x° + (y — R)* = r*
respecto al eje x. Encuentre el volumen encerrado por el foroide.

7.4 | INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES POR FRACCIONES PARCIALES

En esta seccidn se muestra c6mo integrar cualguier funcién racional (una relacién de poli-
nomios) expresdndola como una suma de fracciones mds simples, llamadas fracciones
parciales, que ya sabe cémo integrar. Para ilustrar el método, observe que tomando Ias /7
fracciones 2/(x — 1) y 1/{x + 2) para un denominador comiin, se obtiene

2 T 2 +2)—-(x—1) x+5

x—1 x+2  (x—-Dx+2  x4+x-—2

Si ahora se invierte el procedimiento, se ve c6mo integrar la funcién del lado derecho de
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esta ecuacion:

[EEECER i SR P :
2Ex—2 x—1 =x+2

=2In|x—1|—-Injx+ 2|+ C

Para ver cémo funciona en general el método de fracciones parciales, considere una
funcion racional

Plx)
Q(x)
donde Py @ son polinomios. Es posible expresar f como una suma de fracciones més sim-

ples, siempre que el grado de P sea menor que el grado de Q. Esta clase de funcion racmnal
se llama propia. Recuerde que si

fla) =

Pix) =a.x" + apx" '+ - b ax b oae

donde a, ¥ 0, por lo tanto el grado de P es n y se escribe gra(P) = n.

Si f es impropia, es decir, gra(P) = gra{@), después se debe emprender el paso preli-
minar de dividir O entre P (por divisién larga) hasta obtener un residuo R(x) tal que
gra(R) < gra{(). El enunciado de la divisidn es ‘

Rx) ’

L1 flx) ==+ 00

P(x)
()——S(x)-i-

donde S y R son también polinomios.
Como se ilustra en el siguiente ejemplo, algunas veces este paso preliminar es todo lo
que se requiere.

x4+ x
x—1

dx.

B EIEMPLO | Encuemrej

SOLBCHE Puesto que el grado del numerador es mayor que el del denominador, primero se
efectia la division larga. Esto permite escribir

-

x4+
[r xdx=J‘ 24+ x+2+ 2 dx
1 x— 1

2

x -

=%+ +2x+ 2lnfx— 1|+ C

m|<~<

2

Bl siguiente paso es factorizar el denominador ©(x) tanto como sea posible. Es posible
demostrar que cualquier polinomio @ se puede factorizar como un producte de factores
lineales (de la forma ax + b) y los factores cuadriticos irreducibles {de la forma
ax?® + bx + ¢, donde b* — dac < 0). Por ejemplo, si O{x) = x* ~ 16, se podria factorizar
como

O =~ +4) =(x—D(x+ D(x* + 4)

El tercer paso es expresar la funcién racional propia R(x)/Q(x) (de la ecuacién 1) como

una suma de fracciones parciales de la forma

A o Ax + B
(ax + b) {ax® + bx + ¢}

|
|
|
|
|
|
|
|
3
;'
|
|
|
|
!
|
|
|
5
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- Un teorema en dlgebra garantiza que siempre es posible hacer esto. Se explican los detalles
para los cuatro casos que ccurren.

CASO 1 = EI denominader ((x) es un producto de factores lineales distintos.

Esto significa que se puede escribir
Qx) = (a1x + bi)aax + b2) - (aux + by)

donde ninguin factor se repite (y ningdn factor es un miltiplo constante de otro). En este
caso, el teorema de fracciones parciales establece que existen constantes AL Ar, LA
tales que

R(J\) _ A; Ag ey A,'(
Q(X) a;x + b} aax + bg arx + bk

(2]

Estas constantes se pueden determinar como en el ejemplo siguiente.

coxt 2 — 1
i EJEMPLO 2 EvalfleJ ;T;,“M"z—dx.
X X7 — LX

S0LUCION Puesto que el grado del numerador es menor que el del denominador, no es
necesario dividir. El denominador se factoriza como

27+ 3 = 2= (20 + 3 — 2 =x(2x — Dx + 2)

Puesto que el denominador tiene tres factores lineales distintos, la descomposicién del
integrando (2) en fracciones parciales tiene la forma

x4+ 2x -1 A B C

[3] =-— 4+

+
x2x— Dx+2) x 2x—1  x+4+2

= (o método pars hailar 4, B ve Para determinar los valores A, By €, se multiplican ambos lados de esta ecuacién por el
se da en fa nota después de este ejempio. producto de los denominadores, x(2x — 1)}{(x + 2), v se obtiene
X+ 2% — 1 =AQx — I}x + 2) + Bx(x + 2) + Cx(2x — 1)

Al desarrollar el lado derecho de la ecuacién 4 y escribirlo en la forma estandar de poli-
nomios, se obtiene

¥+ 2x—=1=02A+B+20C)x*+ (34 + 2B — C)x — 24

Los polinomios de la ecuacién 5 son idénticos, de modo que sus coeficientes deben
ser ignales. El coeficiente de x* en el lado derecho, 24 + B + 2C, debe ser igual al coefi-
ciente de x% en el lado izquierdo; a saber, 1. Del mismo modo, {os coeficientes de x son
iguales y los términos constantes son iguales. Esto da el siguiente sistema de ecuaciones
para A, By C:

2A+ B+2C=1

34 + 2B~ C=2
—24 = -1
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,y O = — y’g, y, por lo tanto,

e

Al resolver el sistema se obtiene A = 3, B =

& Se podria comprobar el trabajo llevando los xF 4+ 2x— 1 v = l_i_
términes a un factor comin y sumandolos. 253 + 3x? — 2x

LI SN SR N
2x 52x-1 10x+2/%

# Enla figurs 1 se muestran las gréficas =1 hl 4 Tlﬁm |2x — li - %olﬂ ‘x + 21 + K
del integrando del sjemplo 2 y su integral -
indefinida {cos K = 0). jCuél es cual?

En la integracion del término medio se ha hecho la sustitucién mental # = 2x — 1, que
dadu = 2 dxy dx = du/2. 0

TG | Se puede usar otro método para hallar los coeficientes de A, By C en el ejem-
plo 2. La ecuacién cuatro es una identidad; se cumple para todo valor de x. Seleccio-
ne valores de x que simplifiquen la ecuacién. Si x = 0 en la ecuacién 4, entonces los
términos segundo v tercero del lado derecho desaparecen y la ecuacién se convierte’en
—~24 = —1, o bien A = 5. Del mismo modo, x =} da 58/4 =1y x= -2 da 10C = ~1, por
lo tanto B =i y € = —+. (Se podria objetar que la ecuacién 3 no es vélida para x =0,
FIGURA 1 !, 0 =2, de este modo ;jpor qué la ecuacidn 4 debe ser vélida para estos valores? De
hecho, la ecuacidn 4 es cierta para todos los valores de x, incluso x = 0, i,y —2. Véase
en el ejercicio 69 Ia razdn).

< d
EJEMPLO 3 HallarJ — 2 dondea # 0.
xXT—a°

sotucloN El método de fracciones parciales da

1 I A B
_1_

—a® (-ax+a zx—-a x+a
y, por lo tanto
Ax+a) +Bx —a) =1
Con el método de la nota precedente, se escribe ¥ = o en esta ecuacion y se obtiene

A(2a) = 1, asi que A = 1/(2a). Si se escribe x = —a, se obtiene B(—2a) = 1, por lo
tanto, B = —1/(2a). Asi,

dx i 1 1
SN W DA
x*—a° 2a xX—a X+ a

1
= — — — - +
o (mlx—a|=In|x+al)+C

Puesto que In x — In y == In(x/y), se puede escribir la integral como

rodx 1 x—a
—— = —] + C
(6] j 2 —a 24 Vx+a
Véase en los ejercicios 55-56 las formas de usar la férmula 6. [

CASO Il  Oix) es un producto de factores lineales, algunos de los cuales se vepiten.
Suponga que el primer factor lineal (a,x + &) se repite r veces; es decir, (a1x + bi)’
aparece en la factorizacién de Q(x). Por lo tanto en lugar del término simple A, /{a,x + by)
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- en la ecuacion 2, se usaria

A] Az Ar
7 + .
amx+ b {ax + b)? (arx -+ b)Y

A modo de ilustracién, se podria escribir

X ex+1l A B C D E
— a3 -t =+ 4 - + 3

x(x—1) X X x—1 {x—-1r G-
pero se prefiere resolver en detalle un ejemplo mds simple.

xt—2xP+4x + 1
EJEMPLO 4 Encuentre J' -
X

- dx.
- xTx ]

SOLUCION El primer paso es dividir. El resultado de la divisién larga es

Xt 2t 4x 4 4x
3 2 :.X'}‘I“I‘“ 3 2
> —=x"—=x+1 X —xt=—x-+1

El segundo paso es factorizar el denominador Q(x) == x* — x* — x + 1. Puesto que
O(1) = 0, se sabe que x — 1 es un factor y se obtiene

B+ l= - - D= Dx- D&+ 1D
={x—1Px+1

Puesto que el factor lineal x — 1 aparece dos veces, Ia descomposicién en fracciones
parciales es

4x A B C

(x— 1%x+ 1) x-—I+(x—l)2+x+1

Al multiplicar el mfnimo comin denominador, (x — 1*(x -+ 1), se obtiene

dxr=Ax—-Dx+ D +Bx+D+Clx— 10
=A+CO)F*+B~200x+{-A+B+0C)

& Otra forma de hallar los coefizientes: Ahora se igualan los ceeficientes:
Escribax = 1in{8) B = 2.
Escribax = —1: C= —1. A + C=0

Escribax =0 A=B+ C=1.
X B—~2C =4

~A+B+ C=0

Al resolver el sistema se obtiene A = 1, B = 2y C = —1, por lo tanto,
fo2x?+dx+ 1 1 2 1
.|~x3 xq a dx=.[ x+1+ + - — dx
- xt—x4+1 x—1 (x—1y x+1

.2

- 2
=%+x+ln}xmlim¥—_-1_mln§x+1!+[{

2 2 |x—1
=—+x- + In

+ K
2 x—1 |x+l

(o
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CAS0 HI = Q{x) contiene factoves cuadratices irreducibles, ningune de los cuales se repite,
Si Q(x) tiene el factor ax® + bx + ¢, donde b* — 4ac < 0, por lo tanto, ademds de las
fracciones parciales en las ecuaciones 2 y 7, la expresién para R(x)/Q(x) tendrd un térmi-
no de la forma

Ax+ B
ax*+ bx+ ¢

donde A y B son constantes por determinar. Por ejemplo, la funcién dada por
Flx) = x/[{x — 2}(x* + D(x? + 4)] tiene una descomposicién en fracciones parciales de
la forma

x A +Bx+C+Dx+E
x—2DHP+ D+ 4 x-2 0 xP+1 *+4

El término dado en {9) se puede integrar completando el cuadrado y con la férmula

o dx 1 X
————=—tan" | =} + C
J *+at a (a)
2xr — x + 4
i EJEMPLC 5 Evalﬁej.j—dx. :
x° + 4x

SOLUCION Puesto que x? + 4x = x(x” + 4) no se puede factorizar mds, se escribe

2x2~x+4wi+8x+c
x(x* + 4) x P+ 4

Multiplicando por x(x? + 4), se tiene

2 —x+4=Ax*+4)+ (Bx + C)x
= (4 + B)x*+ Cx + 4A

Al igualar los coeficientes, se obtiene
A+B=2 C=-1 44 =4
Asi, A=1,B= ]y (C = —1y,porlotanto,
2x*—x+ 4 1 x—1
—_—dx = — b dx
-f O dx _[(.X 3:'-!-4)']L

A fin de integrar e] segundo término, se divide en dos partes:

dx

._.1 - - ~
j;+4dxﬂjx2_14dijx3+4

Se hace la sustitucién u = x* + 4 en la primera de estas integrales de modo que
di = 2x dx. Se evalia la segunda integral por medio de la férmula 10 con g = 2:

X
¥ +4

J*2x2~x+4

1
x(x*+ 4) dx = J. dx

i
dwa.;”dxﬁuJ. 21

=1n|x| + {in(x® + 4) — jtan""(x/2) + K o
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- dx? — 3x + 2
: Evalie | ————dx.
EJEMPLO & Evalie i —4x 23

SOLUCION Puesto que el grado del numerador no es menor que el del denominador, se
divide primero y se obtiene

4x* —=3x+2 x—1
422 — Ax + 3 4x? — 4x + 3

Observe que la ecuacién cuadrdtica 4x2 — 4x -+ 3 es irreducible porque su discriminante
es b* — dac = —32 < 0. Esto significa que no se puede factorizar, de modo que no se
necesita usar la técnica de fracciones parciales.

Para integrar la funcién dada se completa el cuadrado en el denominador:

4x —Ax + 3= (2x — 1} +2

Esto hace pensar en hacer la sustitucién 1 = 2x ~ 1. En tal caso, du = 2 dxy
x = (u + 1)/2, de tal manera que,

4x2—3x+2[~_J‘ - x=1 4
4 4x+3 - ax+3) "

1
s{u + 1) — |
=x -+ 3 J‘ u 19 du=x+3"‘”—2—_'-_~5du

u 1
=x+i|—5——Fdu—}|—-d
X 4j1£2+2d1t 4ju2+2(11£
x+éln(uz+2)wz-\/_ Z(\;_)-I-C
2x-m1)
tan”'l ———— ) + C '
4I ( V2

[_iGi4_| En el ejemplo 6 se ilustra el procedimiento general para integrar una fraccién
parcial de la forma

= x + 3ln(dx® — 4x + 3) ~

Ax+ B

IS —— donde b* — 4ac < 0
ax*+ bx + ¢

Se completa el cuadrado en el denominador y fuego se hace una sustitucién que lleva la
integral a la forma

Cu+ D 1

J — It—CIWMm—,dLi+D [T"ww;du
u?+ a? u - Jout+a

Después, la primera integral es un logaritmo, y la segunda se expresa en términos de
-1

tan .

CASO 1Y a Qi) contiene un factor cuadrities irreducible repetids.
Si Q(x) tiene el factor (ax* + bx + ¢)', donde b* — dac < 0, luego en lugar de la tnica
fraccién parcial (9), la suma

A]X"I"B] AgX'*‘Bg A,x-I"Br
(1 z + 7o e
ax* +bx +c  {ax* + bx+ c)? {ax® + bx + ¢)
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= Serfa extremadamente tedioso determinar a
mano los valores numéricos de los coeficientes
en et ejemple 7. Sin embargo, mediante la
mayor parte de los sistemas algebraicos
computacionales, se pueden hallar los valores
numéricos de manera muy rapida. Por ejemple,
el comando de Maple
convert(f, parfrac, x)
o el comando de Mathematica
Apast(fi
da los siguientes valores;
A=-1, B=} C=D=-}

E=% F=— G=H=}

= =35 J==3

= Enlos términos segundo y cuarto se hizo s
sustitucion mental # = x* + L

CAPITULO 7 TECNICAS DE INTEGRACION

ocurre en la descomposicién en fracciones parciales de R(x)/Q(x). Cada uno de los térmi-
nos en (11} se puede integrar completando primero el cuadrado.

EJEMPLO 7 Escriba la forma de la descomposicién en fracciones parciales de la funcion

O+ x4
xlx — DHx? + x4+ DE* + 17

SOLUCION

Pl e o |
x{x — D2+ x+ D+ 1P

AL B Cx+ D Ex+ F Gx + H Ix + J .
xox—1 Adx+l o A1 P41 @D )
EJEMPLO 8 Evalie | ozt -
) J x{x?+ 1)V *
S0LUCtOE La forma de la descomposicién en fracciones parciales es
l-—x+0'=—x' A Bx+C  Dx+E
x(xt+ 1)° X P+ (x* + 1)

Al multiplicar por x(x* + 1)% se tiene

3+ 2 = x A+ T = AT P+ By + Ox(xr+ 1)+ (Dx + E)x
= At + 2P+ D)+ Blxt 4+ xP) + C( + x) + Dx? + Ex

=A+ B+ C+ QA+B+ D+ (C+Ex+A
Si se igualan los coeficientes, se obtiene el sistema
C+E=~1 A=]

A+B=0 C=—-1 2A+ B+ D=2

que tiene lasoluciin A =1, B=~1,C= -1, D=1y E= 0. Asi,

~i—x+2x1—x31__J' _1____x+1+ X J
J x(x? + 1) o x X241 (4D *

. . - d _ xdx
M_“J_A_.[ ; d“'_JxﬂiijLJ(xf:'l)z

1

— + K 0
2x* + 1)

=In{x| - iin(x* + 1) — tan~'x —

Se nota que a veces se pueden evitar las fracciones parciales cuando se integra una fun-
c¢ién racional. Por ejemplo, aunque la integral

J‘ xx2 + 1 s

{(x*+ 3)
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: se podria evaluar por el método del caso I, es mucho mds ficil observar que si
u=x(x* -+ 3) = x* + 3x, entonces du = (3x> + 3) dx y, por lo tanto,

x4+

————dx =3 + 3x| + C
Jx(x?+3)

RACIONALIZACION DE SUSTITUCIONES

Algunas funciones no racionales se pueden cambiar a funciones racionales por medio de
sustituciones apropiadas. En particular, cuando un integrando contiene una expresién de la
forma /g(x), en tal caso la sustitucién u = 4/g(x) puede ser efectiva. Otros ejemplos
aparecen en los gjercicios.

JiTd

X

EEMPLO 9 Evalde | dx.

SOLUCION Sea ut = /x + 4. Después u” = x + 4, asf que x = u® — 4y dx = 2u du. En-
tonces,

I

2

. { i
dx=| = 2udu=2j 2

Jous—4 us —

4
=2 -
f(] L,2M4)d“

Se puede evaluar esta integral, ya sea factorizando 1* — 4 como (# — 2)(u + 2) y por
medio de las fracciones parciales o al usar la férmula 6 con a = 2:

du

: STE

X 4

Jx+ 4 c du
I—*—dx=2jla’u+8-] 5
x u*—4
1 i —2
=2u+ 8- 1 +C
2-2 1 u+ 2
x+4-2
=2Jx+ 4+ 2In|—me—e———1 + C
Wx+ 442 C
| 7.4 | EJERCICIOS
1=6 Escriba la forma de la descomposicion en fracciones parciales x? TR S|
de la funcién (como en el ejemplo 7). No determine los valores nu- @ @ - (®) {2 + D(* + 47
méricos de los coeficientes.
2 I 6. (2) A (®)

1. - = —_— . Y 6 .3

@ (x+3)3x+ 1) ® x4+ 20+ x 7+ e - x4 3) v

x X
2@ JERTI ® =735 7-38 Evaltie la integral.
T+ 1 x r

3o(g) — 1 LI 1. dx 8 dr

{'l)xi+4x3 ® {x* — 9)° ‘[x_ﬁ J."'+4

; 2x + 1 _x-9 1

8, (qy o — . 9, | ————————dx W | ——dt

@ X+ 4x+3 ® (x + D¥x* + 47 l (x+5)(x—-2) J t+4der -1
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"3 1 3 x—1
m.‘z xl——ld'\ 12. .la x2+3x+2dl
13 2 dx 14 “—w—l*—dx
)kt - by Tl xFa(x+b)
s X — 27— 4 xt—dx — 10
15. L de 16. .L) Wd«\
o4yt — Ty — 12 x4 2x— 1
— ey 18, | ———dx
7. Ji Wy + 2y —3) ) [ X - x *
1 ~ x*—=5x+6
19. [ ————dx 90, (-2 2272
j (x+3%x—-1D . j (2x + D(x = 2)° i
cat 4 : ds
21. | 214 dx 22 | W
P 5x3 4+ 3x—2 FxX—x+6
23. J de 24, J -~x3—+'37“a',\
¢ 10 x4l
e 2., | ————
J (x — D{x*+9) ‘ o+ dx

Y+ 2+ 1 coxt—-2x— 1
2. | 28.
I Dty J

(x— PO+ 1) dx

2x

" e
J e¥ + 3"+ 2 dx

N cos X
48, J —dx
sen-xy + sen x

)
sectt
0. | — dx
Jtan’s + 3tantr + 2

R g\‘

e

51-59 Use la integracién por parles, junto con las técnicas de esta
seccién, para evaluar la integral.

’

51. ‘ In{x* — x + 2) dx 52. “x tan 'x dx

53. Use una grifica de f(x) = 1/(x* — 2x — 3) para decidir si
_l'g Flx) dx es positiva o negativa. Use la gréfica para dar una es-
timacion aproximada det valor de la integral, y después use
las fracciones parciales para encontrar el valor exacto.

54, Grafique y = 1/(x* — 2x*} y una antiderivada en la misma
pantalia.

55-56 Evalde la integral completando el cuadrado y con la
férmuka 6.

2x + 1

dx
b | —=2 -
3 j4x2+12x—7 *

58 w5

57, El matemético alemén Karl Weierstrass (1815-1897) observé que
la sustitucién ¢ = tan(x/2) convierte cualquier funcién racional
de sen x ¥ cos x en una funcidn racional ordinaria de ¢.

(2) Si t = tan(x/2), —m < x < 7, bosqueje el tridngulo rec-
tangulo o use identidades trigonométricas para mostrar que

B 5 s 0 [ FTEEr e
B1.] l e i_ . dx 3% .L‘ mdx

3. | ;%dx 3. | xfj T

35. J%%H— 36. |% x

37, T% X 8. j © (1-22_:22.: ix 2;22 dx

30-30 Haga una sustitucién para expresar el integrando como una
funcién racional y después evalie la integral.

" l dx
Ti2Jx+34x

1

39. | .

T

P

Jin x* 4+ x

44, dx

[Sugerencr'a: sustituya u = \6/)_«]

58. J

x 1
C"S(E) At

(b) Muestre que

X I
Y S‘“‘“(z) TALre

1 - 2t
cosx = ~ y sen x = =
| e 1+ ¢
(¢) Muestre gue
2
dx — dt
1+

dx
3~ 5senx

1

5. | —————dx
J‘3St3.r1x—tl(:()s,vcd\

5241 Use la sustitucion del ejercicio 57 para transformar el inte-
grando en una funcién racional de ¢ y luego evalde la integral.

/2 1
s dx
a3 1 + sen x — cos X

60.
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. J‘m sen 2y i (5] 67. (a) Use un sistema algebraico computacional para hallar la des-
“lo 7+ cosx composicién en fracciones parciales de la funcién

4x’ — 27 + 55 — 32

62-63 Determine ¢l drea de la regidn bajo la curva dadade 1 a 2. flo = 30x7 — 13x% 4+ 50x% — 286x° — 299% ~ 70
62. y = 63, y= ¥+ (b) Use el inciso (a) para hallar | 7(x) dx (a mano) y compare
X+ x 3x - x* con el resultado de usar el CAS para integrar f de manera di-
. recta. Comente acerca de cualquier discrepancia.
64. Encuentre el volumen del s6lido resultante si la regién bajo la (718! 68. (a) Encuentre la descomposici6m en fracciones parciales de
corvay = |/(x* + 3x + 2)dex = 0ax =1 se hace girar res- la funci6n

pecto a (a) el eje x y (b) el eje y.
12x% ~ Jx* — 13x2 + §
100x% — 80x% + 116x* — §0x® + 41x? — 20x + 4

65. Una manera de desacelerar el crecimiento de una poblacién de flx) =
insectos sin usar pesticidas es introducir en la poblacién varios
machos estériles que se aparean con hembras fértiles, pero no
producen descendencia. $i P representa el nimero de insectos
hembras en una poblacién, § el nimero de machos estériles in-
troducidos cada generacidn y # la rapidez de crecimiento natu-
ral de la poblacidn, en tal caso la poblacién de hembras se
relaciona con el tiempo ¢ mediante

{b) Use el inciso (a} para hallar ‘|' S{x) dx y grafique f y su inte-
gral indefinida en Ia misma pantalla.

{¢) Use la grifica de f para descubrir las caracteristicas princi-
pales de la grdfica de | f{x) dx.

69. Suponga que F, G, y © son polinomios y

- P+
r= .-—m%mdp Flx} Gl
D Plr— DP - 5] — =
Qlx) Q)
Suponga que una poblacién de insectos con 10 000 hembras
crece con una proporcidn de » = 0.10 y se agregan 900 para toda x excepto cuando Q(x} = 0. Demuestre que
machos estériles. Evalde Ia integral para obtener una ecuacién Flx) = G(x) para toda x. [Sugerencia: use la continuidad.]

que relacione la poblacidn de hembras con el tiempo. (Obser-

ve que la ecuacidn resultante no se puede resolver de manera 70. Si f es una funcién cuadrdtica tal que f{0) = 1y

explicita para P.} 00
x
. ————x
66. Factorice x* + | como una diferenciz de cuadrados sumando f xMx + 1)
y restando primero la misma cantidad. Use esta factorizacién
para evaluar [ 1/{x* + 1) dx. es una funcién racional, encuentre el valor de £(0).

7.5 ESTRATEGIA PARA INTEGRACION

Como se ha visto, la integracién es mds desafiante que la derivacién. Para hallar la deriva-
da de una funcién, resulta evidente cudl férmula de derivacién se debe aplicar. Pero podria
no ser obvio con la técnica que se debe usar para integrar una funcién dada.

Hasta ahora se han aplicado técnicas individuales en cada seccién. Por ejemplo, nor-
malmente se usé sustitucidn en los ejercicios 5.5, integracién por partes en los ejercicios
7.1 y fracciones parciales en los ejercicios 7.4. Pero en esta seccidn se presenta una colec-
cidn de diversas integrales en orden aleatorio y la dificultad principal es reconocer qué
técnica o formula usar. Ninguna regla invariable se puede dar en cuanto a qué método se
aplica en una determinada situaci6n, pero se da cierta orientacién sobre la estrategia que
podria resultar dtil.

Un prerrequisito para la seleccién de estrategia es conocer las férmulas bésicas de in-
tegracién. Bn la siguiente tabla se han reunido las integrales de la lista previa junto con
varias férmulas adicionales que se han aprendido en este capitulo. La mayor parte se de-
ben memorizar. Es dtil conocer todas, pero las marcadas con un asterisco no necesitan
ser memorizadas, puesto que se deducen con facilidad. La férmula 19 se puede evitar si se
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emplean fracciones parciales, y en logar de la férmula 20, se pueden usar sustituciones
trigonométricas.

TABLA DE FORMULAS DE INTEGRACION Se han omitido las constantes de integracion.
x:H—l N i
1.fx dx—-n+1 (= —1) 2.J;dx—~1n|xi
3. [ e*dx = 4, ! a‘dx = :
J ¢ ax J * Ina
5. ‘.senxdxm"—cosx 6. [cosxdxﬁsenx
7. | secix dx = ian x 8. J cschx dx = ~cot x
9. jsecxtanxdx == geC X 10. jcscxcotxdx= —Ccsc X
1. .{ sec xdx = In|sec x + tanx| 1L [csc;:dx = In|esc x — cot x
13. l‘tanxdx=inisecxk 14. [cotxdxminksenxi
15. . senh x dx = cosh x 16. J cosh x dx = senh x
17 J d ] tan~'{ & 18 J d sen-1[ =
L = —tan" | — | = —
*+at a a Ja? — x? a
dx 1 -« o d
a9, [ = — 1y 2 *20.J—QM§“—1=1n|x+«./x3iaz|
c—a* 2a x+a x?* a?

Una vez que se cuenta con estas férmulas de integracion bdsicas, si no se ve de inme-
diato cémo proceder a resolver una determinada integral, se podrfa probar la siguiente
estrategia de cuatro pasos.

1. Simplifique el integrando si es posible A veces el uso de operaciones algebraicas
o identidades trigonométricas simplifica el integrando y hace evidente el método
de integracién. A continuacién se dan algunos ejemplos:

[VE0 VR e = [ (V5 + ) d

J'tanﬂa,G:J*s

enf
secd cos B 649

=Jsen & cos 9d6=%J‘ sen 28 d0

J. (sen x + cos x)’dx = J. (sen’x + 2 sen x cos x + cos’x) dx

ﬂj(l + 2 sen x cos x) dx
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2. Busque una sustitucion obvia Intente hallar alguna funcién u = g{x) en el integran-
do cuya diferencial du = g'(x) dx también aparece, ademds de un factor constante,
Por ejemplo, en la integral

Je=ge

se abserva que si 4 = x? — |, en seguida du = 2x dx. Por lo tanto, se usa la sustitucién
i =x* — 1en lugar del método de fracciones parciales.

3. Clasifique el integrando de acuerdo con su forma Si los pasos 1y 2 no han levado

a la solucidn, en tal caso se echa un vistazo a la forma del integrando fF(x).

(a) Funciones trigonométricas. Si f(x} es un producto de potencias de sen x y cos x,
de tan x y sec x, o de cot x y csc x, después se usan las sustituciones recomendadas
en la seccién 7.2.

(b) Funciones racionales. Si f es una funcién racional, se usa el procedimiento de
la secci6n 7.4 relacionado con fracciones parciales.

(¢) Integracion por partes. Si f(x) es un producto de una potencia de x (o un poli-
nomio) y una funcidn trascendental (como una funcién trigonométrica, expo-
nencial o logaritmica), por lo tanto se prueba la integracidn por partes, y se eli-
gen u y dv de acuerdo con la recomendacién dada en la seccién 7.1. Si conside-
ra a las funciones de los ejercicios 7.1, se verd que la mayor parte de ellas son
del tipo recién descrito.

(d) Radicales. Los tipos particulares de sustituciones se recomiendan cuando apare-
cen ciertos radicales.

(i) Si+/*x* = a?se usa la sustitucién trigonomeétrica de acuerdo con la tabla de
la seccién 7.3.

(i) Siocurre v/ax + b se usa Ia sustitucién de racionalizacién 1 = vax + b. De una
manera més general, esto funciona a veces para Jg@

4. Inténtelo una vex mas Si los tres primeros pasos no producen respuesta, recuerde

que hay basicamente s6lo dos métodos de integracion; sustitucién ¥ por partes.

(a) Pruebe la sustitucion. Incluso si ninguna sustitucion es obvia {paso 2), cierta
inspiracién o inventiva (o incluso desesperacion) podria sugerir una sustitucién
apropiada.

(b) Pruebe por partes. Aunque la integracién por partes emplea la mayor parte del
tiempo en productos de la forma descrita en el paso 3(c), a veces es efectiva en
funciones simples. En relacién con la seccidn 7.1, se ve que funciona en tan™'x,
sen”'x, In x, y todas €stas son funciones inversas.

(c) Realice algunas operaciones en el integrando. Las operaciones algebraicas (quizd
racionalizar el denominador o usar identidades trigonométricas) podrian ser itiles
para transformar el integrando en una forma mads facil. Estas operaciones pueden
ser mas sustanciales que en el paso 1, y podrian implicar cierto ingenio. A conti-
nuacion se da un ejemplo:

j dx 1 1+cosxd jl-kcosx
= - o= —
1l —cosx 1 —cosx 1+cosx 1 — cos’x
I +cosx 5 cos x
= | ————dx=| | esc®x + — | dx
sen’x J sent’x

(d) Relacione el problema con problemas previes. Cuando se ha acumulado cierta ex-
periencia en la integraci6n, hay 1a posibilidad de usar un método en una integral da-
da similar a uno que ya se ha empleado en una integral previa. O incluso se podria
expresar la integral dada en términos de una previa. Por ejemplo, [ tan’x sec x dx
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es una integral desafiante, pero si se emplea la identidad tan’x = sec’x — 1, se
puede escribir

[ secx dx -~ } sec x dx

o

} tan’x sec x dx =

ysi | sec’s dx ha sido evaluada antes (véase el ejemplo 8 en la seccion 7.2), después
ese cdlculo se puede usar en el problema actual.

(e) Use varios métodos. Algunas veces se requieren dos o tres métodos para evaluar
una integral. La evaluacién podria requerir varias sustituciones sucesivas de dife-
rentes tipos, o podria ser necesario combinar la integracién por partes con una o

mds sustituciones.

En los siguientes ejemplos se indica una manera de cémo enfrentar el problema, pero
no resuelve por completo la integral.

dx

tan’x
ElEMPLO t [
CO8™X

En el paso | se reescribe Ia integral:

3
tan’x ;
j —dx = j tan’x sec’x dx
cos’x

La integral ahora es de la forma | tan™x sec”x dx con nr impar, asf que se puede usar la

recomendacién de la seccién 7.2.
De manera alternativa, si en €l paso 1 se hubiera escrito

tan’x sen’x 1 » sen’y
'{ o dx = f 3 T dx = J - dx
cos’x cos’x cos’x cosdy

por lo tanto se podrfa haber continuado como sigue con la sustitucidn i = cO8 x:

1 —ut
sen x dx = .f ——m— (—du)
u

3 )
SEen x 1 — cos"x
J. dx = J —

cos®x cos®y

= J—uz — 1 du = [ ™ — u%du £l

u®

£2 EJEMPLO 2 [eﬁdx

De acuerdo con (ii) en el paso 3(d), se sustituye u = /x. Entonces x = u?, por lo tanto,
dx=2uduny

J eVidx =12 J ue"du

El integrando es ahora un producto de « y la funcién trascendental ¢" de modo que se
puede integrar por partes.
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EIEMPLO 3 j—w——wxs 1y
-
x* = 3x* — 10x
Ninguna simplificacién algebraica o sustitucién es obvia, de modo que aqui no aplican
los pasos 1 y 2. El integrando es una funcién racional, asf que se aplica el procedimiento
de la seccidn 7.4, sin olvidar que el primer paso es dividir. 0

dx
£Z EJEMPLO 4 j»—
X

Inx

Aqui todo lo que se necesita es el paso 2. Se sustituye # = In x porque su diferencial es
du = dx/x, la cual aparece en la integral. G

Qgﬁjm%osf,fl_xdx
I+x

Aunque aqui funciona la sustitucién de racionalizacién

i

[(i1) paso 3(d)], conduce a una funcién de racionalizacién muy complicada. Un método
mds fdcil es hacer algunas operaciones algebraicas [como en el paso 1 o el paso 4{c)].
Al multiplicar numerador y denominador por /1 — x, se tiene

1 —x

1 —x
= j———(
I-I-xdx J\/I——xzx

1 X
_J.\/l—xzdx—f\/l—xldl
=gsen"x + 1 - 224+ ¢ 0

¢SE PUEDEN INTEGRAR TODAS LAS FUNCIONES CONTINUAS?

Surge la pregunta: ;La estrategia de integracién permitird haHz%r Ia integral de toda funcidn
continua? Por ejemplo, jes posible emplearla para evaluar J' e* dx? La respuesta es no, por
lo menos no en términos de las funciones con las que se esta familiarizado.

Las funciones con las que se ha estado tratando en este libro se itaman funciones ele-
mentales. Estas son polinomios, funciones racionales, funciones de potencia (x¢), funciones
exponenciales (a*), funciones logaritmicas, funciones trigonométricas y trigonomsétri-
cas inversas, funciones hiperbélicas e hiperbélicas inversas, y todas las funciones que se
pueden obtener de éstas mediante las cinco operaciones de suma, resta, multiplicacién, di-
visién y composicidn. Por ejemplo, la funcién

xi -1
—_ _ - sen 2x
Sy = 4 ’x3 — In{cosh x} - xe

es una funcién elemental.

Sifes una funcién elemental, entonces £/ es una funcién elemental pero [ f(x) dx no
necesariamente es una funcién elemental. Considere flx) = ¢*. Puesto que fes continua,
su integral existe, y si se define la funcién ¥ por

F(x) = Lj e"dr
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por lo tanto de la parte 1 del teorema fundamental del cdlculo se sabe que

Fix)=¢"

Asi, f(x) = 2% tiene una antiderivada F, pero se ha demostrado que F'no es una funcién
elemental Esto significa que sin importar el esfuerzo realizado, munca se logrard evaluar
fe* “dx en términos de las funciones conocidas. (No obstante, en el capitulo 11 se verd ¢6-

mo expresar | e ? dx como una serie in

integrales:

n e‘t

j —dx
X

J'\/}mdx

J. ser{x”) dx

!
dex

finita.} Lo mismo se puede decir de las siguientes

}‘ cos{e™)dx

sen x
J dx
X

+

De hecho, la mayorfa de las funciones elementales no tienen antiderivadas elementales.
Sin embargo, puede estar seguro de que todas las integrales de los siguientes ejercicios son

funciones elementales.

!

1~80 Evalte la integral ™~

R [cos x(1 + sen’s)dx

senx + secx
[—-m——dx

tan x

2 2t
j (r —- 3)

argtan ¥

Y

9, L} rinrdr

. x—1
il‘sz_4x+sd-‘

13. jsc:ﬁa cos*6 db

s | G
7l J x sen’x dx
19 J eHdx

é 21. JAarc’tan J;:dx
g8 [ (1 + Vx)dx

en].
g 2 j st dx
COS X

4, | tan’ & do

sn e dx
@[ \/3“-.\'“‘6&

8. j x cscx cotxdx

0. | »ut—j%_mg dx
12 | F—Jr—iﬁr—i dx
1. -\/1_—“;_#; dx

2

) ¢
& 18. jmdr

20. i & dx

Inx

J x/1 + (nxy dx

24. [1n(x2 - 1) dx

22,

33. | V3= 2x -~ xtdx
35. Jj] x¥sen x dx

37. [ﬂ“"‘ cos?f tan’6 48

» senftan @
9, | —/——
3 -l sec’ 8 — sec f

| oranods
43, fe"«fl + et dx

J xSe~vdx

47, [ ¥ - 7 dx

It -2
2. | g X
8 28. ' sen Aot dt

30. t |x% — dx|dx

P A2x — 1
32. | e

t=f2 -+ 4 3
34. ‘ ! ~1—w&u’dx

Jafa 4 - colx

36. | sen 4x cos 3x dx

g 38 l:“ tan’0 sec’d d@

]
10, | —————dy
] Tt dy =3

-5 42, } tan:‘x dx
& M. jmdx
a6. %Z“Zi—idx
48. | o i pE dx




N I%
2 b

. .—-‘—_d'
S | T
53. I x?senh mx dx

5 \ dx
5'-| X+ xafx

@ l xyx +cdx
59. | cos x cos*{sen x) dx

261 | Vreidx

sen 2x
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dx

50. { }?ﬁdx 87. 'I? *\/I:Z_ﬁ*_ i 68. l I—T’Eel——_f-_ dy
52. I(T‘%_t“f | 1 ‘“ dx 70. jﬂ‘%tﬂn

5. { (x + sen v?dx 7L }f—%%f— dx 72. J'L“;;Ed,\-

56. l"\/;—f;y; R T . | m%ﬁ

38. ‘ \/};;’]n_‘_;%dx 75, | —;c\/—g%“;;dx 76, ’ {x% — bx) sen 2x dy
60. ‘F:/g;—m,__] 7. ‘ 1 -::\-3 dx 78. J~S—S:fj::—0§£{—’m
62, i ,\_-:J“/T“ dr . " Sen X cos.x

79. | X SER°X cos x dx 30. '

sen‘y + cos’x

e 7 ntany) ] ,
1+ costx T/ Sen X cos X 81. Las funciones y = ¢*"y y = x* no tienen antiderivadas
. 1 R R elementales, pero y = (2x* + [)e*” si. Evalde
65. | W(L\' ab, Jz Wdﬂ [ (26 + De*dn,
S
INTEGRACION POR MEDIO DE TABLAS
7.6| Y SISTEMAS ALGEBRAICOS

En esta seccidn se describe como usar las tablas y los sistemas algebraicos computaciona-
les para integrar funciones que tienen antiderivadas elementales. No obstante, se debe tener
en mente que incluso los sistemas algebraicos computacionales mds poderosos, no pueden
hallar férmulas explicitas para las antiderivadas de funciones como e*” o las otras funciones
descritas al final de Ia seccién 7.5.

TABLAS DE INTEGRALES

Las tablas de integrales indefinidas son muy ttiles cuando se afronta una integral que es di-
ficil de evaluar a rnano y no se tiene acceso a un sistema algebraico computacional. Una
tabla relativamente breve de 120 integrales, clasificada por forma, se da en las piginas de re-
ferencia al final del libro. Tablas més extensas se encuentran en CRC Standard Mathematical
Tables and Formulae, 31a. ed. de Daniel Zwillinger (Boca Raton, FL: CRC Press, 2002) (709
elementos} o en Gradshteyn y Ryzhik's Table of Integrals, Series, and Products, Ge {New
York: Academic Press, 2000}, que contiene cientos de pdginas de integrales. Se debe recor-
dar, sin embargo, que las integrales no aparecen a menudo exactamente en la forma listada en
una tabla, Por lo comiin, es necesario usar sustitucién u operaciones algebraicas para trans-
formar una determinada integral en una de las formas de la tabla.

EJEMPLO 1 La regi6n limitada por las curvas y = arctan x, y = {, y x = | se hace girar
respecto al eje y. Determine el volumen del sélido resultante.

SOLUTION Con el método de cascarones cilindricos, se ve que el volumen es

|
V= [} 2qx arctan x dx

af
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:: La tabla de integrales aparece en
las paginas de referencia al final det fibro.

85, | u"cosudu

=pu"senu — n [ w" " sen u du

En la seccién de la tabla de integrales titulada Formas rigonométricas inversas se locali-
za la férmula 92:

2

tan”'u — £ + C
2

wtan "t du = ———
l > 2

Asi, el volumen es
2 1

- ! g Ll SRR
V—ZWthan Adx—qu[ 2 tan™'x 2}

=7[(x*+ Dtan"'x — x]; = w(2tan™'1 ~ 1)

= al2(n/4) ~ 1] =37 — 7 o

£ EJEMPLO 2 Use la tabla de integrales para hallar j ﬁdx.

LOLUCHON Si se ve la seccidn de la tabla titulada Formas relacionadas con v/a* — u®, se ve
que el elemento mds parecido es el nimero 34:

A

22—yt

2 2
. U i a? I
—_— iy = ——fa* — u?+ sen~i{ ~ | + C
j a 2 2 2 a

Esto no es exactamente lo que se tiene, pero se podrd usar esto si primero se hace la sus-
titucidn # = 2x:

j' x? dx=J (2P du 1o u? .
NS Ny R J N

Luego se emplea la formula 34 con a® = 5 (de modo que a = V3):

J.“de=ij“chltt;l -2 5-~~u2+isen“'i + C
5 — 4x? 84 5 —u? 8\ 2 2 NG

2x

X 5
_—— — 2 4 — | —] 4 iij
3 5 X l6sen (\/—5-) C

EJEMPLO 3 Emplee la tabla de integrales para determinar J x*sen x dx.
SOLUCION Si se estudia la seccién llamada Formas frigonométricas, se ve que ninguno de

los elementos incluye de manera explicita un factor 1* Sin embargo, se puede usar la
férmula de reduccién del elemento §4 con n = 3:

'[x3senxdx = —x3cos x + 3J x?cos x dx

Ahora se necesita evaluar [ x* cos x dx. Se puede usar la férmula de reducci6n ndimero
85 con n = 2, seguida de la integral 82:

.[xzcosxdxmxgsenx - 2jxsenxdx

= xlgenx — 2(senx — xcosx} + K
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- Al combinar estos cdlculos, se obtiene

2

xPsenxdy = —xcos x + 3x?senx + 6xcosx — 6senx - ¢

v

donde € = 3K. a

"
4

K7 EJEMPLO 4 Use la tabla de integrales para hallar ‘ Xyx?+ 2x + 4 dx,

SOLECION Puesto que la tabla da formas relacionadas con Var + 2% ot = 12 Y/ Xt — g
pero no yax? + bx + ¢, primero se completa el cuadrado:

X4+ 4= (x+ 1P +3

Si se hace la sustitucion ¥ = x + 1 (de modo gque x = u — 1), el integrando se relacio-

nard con el patrén /a2 + nu?:

j.\:«/xz + 2x + ddx = [(u — D vur+ 3du
}W uJut + 3du — ‘ S+ 3 du

Il

La primera integral se evalida por medic de la sustitucién r = u* + 3:

i ufu + 3du =3 ' Vrde =430 = L2 4 30
91, ‘ fa? + 1l dy = _;.‘_ far Tt Para la segunda integral se usa la férmula 21 con a = /3:

+ “gz“”“m(” +Vatt )+ C J Vil + 3du = %\/u? + 3+ 3n(u + i + 3)

En estos términos,

[x\/xz + 2x + 4dx
1 2 3/2 -x+l 5 3 5
= z{x* + 2x + 4) “-—Txfx--l-2x+4w51n(x+ [+ yx?T+ 2 +4)+C

0

SISTEMAS ALGEBRAICOS COMPUTACIONALES

Se ha visto que el uso de tablas requiere comparar la forma del integrando dado con las
formas de los integrandos en las tablas. Las computadoras son particularmente buenas pa-
ra comparar patrones. Y, asi como se emplearon sustituciones junto con las tablas, un CAS
puede llevar a cabo sustituciones que transforman una integral dada en una que aparece en
sus formulas almacenadas. Asi, no es sorprendente que los sistemas algebraicos computa-
cionales sobresalgan en la integracién. Eso no significa que la integracién a mano sea una
habilidad obsoleta. Se verd que un célculo manual produce a veces una integral indefini-.__
da en una forma que es mds conveniente que la respuesta dada por una miquina.

Para empezar, se vera lo que sucede cuando se pide a la mdquina integrar la funcién
relativamente simple y = 1/{3x — 2). Con la sustitucién « = 3x — 2, un célculo facil a
mano da

1 i
- =} —
f3x de jIn |3x —~ 2|+ C
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¢ Esta es la ecuacién 3.11.3,

mientras que Derive, Mathematica y Maple producen la respuesta
fn(3x — 2)

Lo primero que hay que observar es que los sistemas algebraicos computacionales omi-
ten la constante de integracién. En otras palabras, producen una antiderivada particular,
no la més general. Por lo tanto, al hacer uso de una integracién de mdquina, se tendria que
afiadir una constante. Segundo, los signos de valor absoluto se omiten en la respuesta
de mdquina. Eso esté bien si el problema tiene que ver sélo con valores de x mayores que
%, Pero si se estd interesado en otros valores de .x, en tal caso es necesario insertar el simbo-

lo de valor absoluto.
En el ejemplo siguiente se reconsidera la integral del ejemplo 4, pero esta vez se pide

1a respuesta a la maquina.

EJEMPLO 5 Use un sistema algebraico computacional para determinar
(NGRS

S0LUCION Maple responde con la respuesta

) 5 3
_%(x“ + 24+ 4P —t2x = 2T+ 2+ 4 - %arcsenh%(l + x)

Esto se ve diferente a la respuesta encontrada en ¢l ejemplo 4, pero es equivalente por-
que el tercer término se puede reescribir por medio de la identidad

arcsenh x = In(x + /2% + 1)
Asi,

arcsenhg(l +x) = 1n[—\§“(l +x) + 31+ 3P + 1:1

=ln\/—1§-[1+x+m]

1
=1n7_3—+1n(x+ 1+ X2+ 2x + 4)

El término extra resultante —3 In{1/+4/3) se puede absorber en la constante de integracion.
Mathematica da la respuesta

5+x+x2 Vi 2x+ 4 = o L 22
- — - X - en ————
st % 3 x 5 ares 7

Mathematica combiné los dos primeros términos del ejemplo 4 (y el resultado de Maple)
en un término simple mediante factorizacidn.
Derive da la respuesta

%«/x3+2x+4(2x3+x+5)—%In(«/x3+2x+4+x+1)

El primer término es parecido al primer término en la respuesta de Mathematica, y el
segundo término es idéntico al dltimo término del ejemplo 4. 0

EJEMPLG & Use un CAS para evaluar J x(x? + 5)%dx.

SOLU0GH Maple y Mathematica dan la misma respuesta:

390625 2

L'+ 31X+ S0x™ + a2 4 4375270 + 21 875x" + B A0 4 156 25020 + F5
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. Es claro que ambos sistemas desarrollaron {x* + 5)* mediante el teorema del binomio, y
después integraron cada término.
Si se integra a mano, con la sustitucion 1 = x* + 3, se obtiene

J‘x(xz + 5P dy = E(x?+ 5+ C

Para la mayor parte de los propésitos, ésta es una forma mds conveniente de la res-
puesta. Y

EJEMPLO 7 Use un CAS para determinarJ sen’y cos’x dx.

SOLUCION En el ejemplo 2 de la seccién 7.2 se encontré que
] 5 2 1
1] J sen’x cos’x dx = —3} cos’x + £ cos’x — Scos’x + C
Derive y Maple dan la respuesta
-1 L] I 1 2 3y o B 3.
7 SeNn"x cO$°X — 35 SENX COS’X — i COS™X
Mientras que Mathematica produce
_3 — L cos 3x + 2 cos S5x — <k cos Tx
Fx cos X 92 COS8 JX 329 COs DX — 448 CO8 /X
Se sospecha que hay identidades trigonométricas que muestran que estas tres respuestas

son equivalentes. De hecho, si se pide a Derive, Maple y Mathematica que simplifiquen sus
expresiones por medio de identidades trigonométricas, en dltima instancia producen

la misma forma de respuesta que en la ecuaci6n 1. ]
| 7.6 | EJERCICIOS
1-4 Use el elemento indicado de la tabla de integrales en las 1. [ LIPEIEA 12. l xesch (8 + 1) dx
pdginas de referencia para evaluar la integral. At ’
3 - a
VT =07 c_ Bx 1, (2l 14, [ sen™' /5 dy
L ‘[ -—T dx; entrada 33 2. J ﬁ dx; entrada 55 f P J Y
. - 15. | e™ arctan{e®) dx 16. j xsen{x?) cos(3x?) dx
3 | sec*(7rx) dx; entrada 71 4, ‘ 2% sen 30 46; entrada 98 J
- " . dx
[ y/E+ & =4 dy 18. | P
5~30 Use 1z tabla de integrales de las pdginas de referencia para 028
: : - se
evaluar Ia integral. J sen’x cos x In(sen x) dx 20, J m
. . i .
5. (" o ot ) . i .
Ju Zxcos”x dy 6 Jz X2 dxr — 7 d 2. J E—f—g?—-tdx 22, J;) X34t - xddx
[ c Il + V) .
7 ‘ tan® (7x) dx 8. J Jx dx 23. {secsx dx 24, } sen® 2x dx
r 1x 2y -3 4+ (Inx)? r
9. —-wfw-m----— —_— + e " 4, -
’ /47 + 9 J = dy 25, f - dx 75, JU xte ™ dx
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| et — ldx

28. | e'sen{cet — 3) 4t
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v

sec’d tan’@

9 — tang o

¥y

30. }

31. Eacuentre el volumen del sélido obtenido cuando la region
bajo la curva y = x+/4 ~ 12 0 = x = 2, se hace girar respecto
al eje .

32. L.aregi6n bajo la curva y = tan’x de 0 a /4 se hace girar
respecto al eje x. Encuentre el volumen del sélido resultante.

Compruebe Ia férmula 53 de la tabla de integrales (a} por deri-
vacion y (b) por medio de la sustitucidn t = a + bu.

34. Compruebe la formula 31 (a) por derivacién y (b) sustituyendo
u=gqsen f.

[C45] 35-42 Use un sistema algebraico computacional para evaluar la in-

tegral. Compare la respuesta con el resultado de usar tablas. 3i las
respuestas no son fas mismas, muestre que son equivalentes.

35. | sec’y dx 36, | csey dx

. . I
37. I Xx+ ddy 38. ‘ *;“;(5;{_‘—2}

39, [,\'\/1 + 2xdx

40. ‘ sen®y dx

41. ‘ tan’y dx

. 1
42, ‘ wjﬁ* dx

[CA5!43. (a) Utilice Ia tabla de integrales para evaluar F(x) = ‘ fx) dx,

donde

1
) = ——

;Cuil es el dominio de f y F?

(by Aplique un CAS para evaluar F(x}. ;Cudl es el dominio
de la funcién F que produce el CAS? ;Existe diferencia
entre este dominio y el que encontrd en el inciso (a) para
la funcién F?

{151 44. Los sistemas algebraicos computacionales necesitan a veces

una mano auxiliadora de los seres humanos. Intente evaluar

‘.(1 +Inx) /1 + (xInx)dx ,

con un sistema algebraico computacional. 8i no obtiene res-
puesta, haga una sustitucién que cambie la integral en una
que el CAS pueda evaluar.

[TAS} 4548 Use un CAS para hallar una antiderivada F de ftal que

F(0) = 0. Grafigue f'y F y localice de manera aproximada las coor-
denadas x de los puntos extremos y los puntos de inflexién de F.

Xt =1
45, f(x) = 55—
W= w
46, f(x) = xe™sen x,

47, f(x) = sen’x cos’x,

- x
¢+ 1

,

48. flx) =

PROVECTO PARA UN s

PATRONES DE INTEGRALES

DESCUBRIMIENTO

En este proyecto se emplea un sistema algebraico computacional para investigar integrales indefi-
nidas de familias de funciones. Al observar los patrones que aparecen en las integrales de varios
miembros de la familia, primero se inferird, y luego se probard, una férmula general para la integral
de cualquier miembro de fa familia.

1. (a) Use un sistema algebraico computacional para evaluar las siguientes integrales.

1

T 1 } o T

O | Trar T W | Ty
o 1 . . 1 )
(iii) ' R dx (iv) [ e dx

{b) Con respecto al patr6n de sus respuestas del inciso (a), suponga el valor de la integral

[t
(x + a)x + b} “

sia # b, (Qué pasa sia = b?
{c) Compruebe su conjetura pidiendo 21 CAS gue evalte ia integral del inciso (b). Después
demuéstrela por medio de fracciones parciales.
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2. (a) Use un sistema algebraico computacional para evaluar fas siguientes integrales.
(i) ‘ sen x cos 2.x dx (ii) | sen 3.x cos 7x dx (i) ’ sen 8x cos 3x dv
(b) En funci6n del patrén de sus respuestas del inciso (a), suponga el valor de la integral

| sen ax cos bx dx

{c) Compruebe su conjetura con un CAS. Después demuéstrela por medio de las téenicas
de la seccidn 7.2. ; Para qué valores de a y b es vélida?

3. (a) Use un sistema algebraico computacional para evaluar las siguientes integrales.

(i) l In xdx (ii} ’ xhxdy (iii) } xlaxdx

{iv) [ 2 nxdx {v) | M Inxdx
(%) De acuerdo al patr6n de sus respuesias del inciso (a), suponga el valor de
" x"lnxdx

{c) Use la integracién por partes para demostrar la conjetura que hizo en el inciso (b}. (Para
qué valores de n es vilida?

4. (a) Use un sistema algebraico computacional para evaluar las siguientes integrales.

(i) I xe® dx (ii) ' xe"dx (tit) [ xletdx

(iv) l e dx (v) [ et dx

(b) Con base en el patrén de sus respuestas del inciso (a). infiera el valor de ‘i' X%t dx,
Después utilice su CAS para comprobar su conjetura.

(¢} Con base en los patrones de los incisos () y {b), haga una conjetura en cuanto al valor
de la integral

i xet dy

cuando # es un entero positivo.
{d) Use la funcidn matemdtica para demostrar la conjetura que hizo en el inciso (c).

7.7 INTEGRACION APROXIMADA

Hay dos situaciones en las que es imposible encontrar el valor exacto de una integral de-
finida.

La primera situacidn surge del hecho de que a fin de evaluar ;: F(x) dx por medio del
teorema fundamental del célculo, se necesita conocer una antiderivada de f. Sin embargo,
algunas veces es dificil, o incluso imposible, hallar una antiderivada (véase la seccién 7.5). Por
ejemplo, es imposible evaluar de manera exacta las siguientes integrales:

J: et dx J‘:} V1T + 33 dx
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O xy X X X5 Xy X

{a) Aproximacién de punto final izquierdo

O vy ¥ o X3 Xy X

(b) Aproximacién de punto final derecho

0 K VO . X

(c) Aproximacién de punte medio

FIGURA |

La segunda situacién surge cuando la funcién se determina a partir de un experimento
cientifico a través de lecturas de instrumento o datos reunidos. Podria no haber férmula pa-
ra la funcion (véase ejemplo 5). ’

En ambos casos se necesita hallar valores aproximados de integrales definidas. Ya se co-
noce un método. Recuerde que la integral definida se define como un lfmite de sumas de
Riemann, asi que cualquier suma de Riemann se podria usar como una aproximacion a la
integral: Si se divide {a, b] en » subintervalos de igual longitud Ax = (b — a)/n, por lo
tanto se tiene

[ 700 ax = 3 fs) Ax

= | N

donde x¥ es cualguier punto en el i-ésimo subintervalo [x;-1, x;]. Si se elige que x7" sea el
punto final izquierdo del subiniervalo, después xi* = x;-1 y se tiene

m [ 7 = L= T ptrnax

[}
Si f(x} = 0, en tal caso la integral representa un drea y (1) representa una aproximacion

de esta drea mediante los rectingulos mostrados en la figura 1(a). Si se elige que x}' sea
el punto final derecho, en seguida x7° = x; y se tiene

[2] J‘bf(x) dx = R, = if(x,) Ax

[4 fa]

[Véase la figura 1(b)]. Las aproximaciones L, y R, definidas por las ecuaciones 1 y 2 se
llaman aproximacién de punto final izquierdo y aproximacién de punto final derecho,
respectivamente.

En la seccidn 5.2 se considerd también el caso donde x ¥ se elige como el punto medio
X; del subintervalo [x;—1, x;]. En la figura 1{c) se muestra la aproximacién de punto me-
dio M,, que parece ser mejor que L, 0 K.

REGLA DEL PUNTO MEDIO
[ ) d = 00, = Ax[FB) + £ + -+ + /()]

donde Ay =
n

y bien % = 3(x;, + x;) = punto medio de [x.1, x;]

Otra aproximacién, llamada regla del trapecio, resulta de promediar las aproximaciones
de las ecuaciones I y 2:

jf(x) dx == -%* [if(x,-wl) Ax + if(x,-) Ax:l = —-A—)' [i (flxi-1) +f(x,-))]

fe1 Fae 2 i=1

A -
= 2 [(Fe0) ) + (fln) + fO)) -+ () + S ()]

A .
= S [f ) + 2000) + 2f(xa) oo+ 2f ) + (5]
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FIGURA 2
Aproximacién trapezoidal

\\if

i
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FIGURA 3

|

/

R

1 2

FIGURA 4

i
} FUx) dys = aproximacion + error

X
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REGLA DEL TRAPECIO

- A -
[ 700 e = 1= SEL7G0) + 2F00) + 2£6) + -+ 2(0) + £l))

donde Ax = (b~ a)fnyxi=a + iAx.

La razén para el nombre regla del trapecio se puede ver de la figura 2, que ilustra el
caso f(x) = 0. El drea del trapecio que yace arriba del i-8simo subintervalo es

Ax ( Flxi) + flx)

A
: ) = 2 [fm) + 4]

y si se suman las dreas de estos trapecios, se obtiene el lado derecho de la regla del
trapecio.

EJEMPLO | Use (a) la regla del trapecio y (b} la regla del punto medio con n = 3 para
aproximar la integral {7 (1/x) dx.

SoLUCIGH
(a) Conn=>35,a=1,y b=2, se tiene Ax = (2 ~ 1)/5 = 0.2, y asi, la regla del
trapecio da

fédx Ty = %E-[f(l) +2£(1.2) + 2£(1.4) + 2£(1.6) + 2/(1.8) + £(2)]

ofli2.2 2 2 1
R 1.2 1.4 1.6 1.8 2
== (1.695635

Esta aproximacion se ilustra en la figura 3.

(b) Los puntos medios de los cinco subintervalos son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7, y 1.9, asf que la
regla del punto medio da

2

.[, %dx ~ Ax[£(1.1) + £(1.3) + F(1.5) + £(1.7) + £(1.9)]
] ( 1 1 1 I 1 )

=t —— F — + —
s\T1 13 15 17719

~ 0.691908

Esta aproximacion se ilustra en la figura 4, |

En el ejemplo [ se eligié de manera deliberada una integral cuyo valor se puede catcu-
lar explicitamente, de modo que se puede ver cudn precisas son las reglas del trapecio y
del punto medio. Por el teorema fundamental del cdlculo,

21 2
j{ —dr=lnx; =In2=0.693147...

El error al usar una aproximacion se define como la cantidad que debe ser sumada a la
aproximacién para hacerla exacta. De los valores del ejemplo 1, se ve que los errores en
las aproximaciones de la regla del trapecio y del punto medio para n = 5 son

Er = —0.002488 y Ey == 0.001239
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BZZ< Module 5.2/7.7 permite comparar
métodos de aproximacién.

-
Aproximaciones aj —dx
U

Errores correspendientes

& Resulta que estas observaciones sen
verdaderas en la mayar parte de os ¢ases.

FIGURA 5

En general, se tiene

Er=f0dar—T. y  Eu=[f0)dx— M,

En las tablas siguientes se muestran fos resultados de célculos similares a los del
ejemplo 1, pero paran = 5, 10, y 20 y para las aproximaciones de punto final izquierdo y
derecho, asi como las reglas del trapecio y del punto medio.

i L, R, T M,

5 0.745635 0.645635 0.695635 0.691908
10 0.718771 0.668771 0.693771 0.692835
20 0.705803 0.680803 0.693303 0.693069
I EL E,le ET E-\I

5 —{1.052488 0.047512 —0.002488 0.001239
10 —{.(25624 0.024376 —0.000624 .000312
20 ~0.012656 0.012344 —0.000156 0.000078

Se pueden hacer varias observaciones a partir de estas tablas:

L

En todos los métodos se obtienen aproximaciones mds exactas cuando se incrementa
el valor de n. (Pero valores muy grandes de n producen tantas operaciones aritméticas,
que se tiene que estar consciente del error de redondeo acumulado.)

Los errores en las aproximaciones de punto final izquierdo y derecho son de signo
opuesto v al parecer disminuyen por un factor de aproximadamente 2 cuando se du-
plica el valor de .

Las reglas del trapecio y del punto medio son mucho mds exactas que las aproxima-
ciones de punto final.

Los errores en las reglas del trapecio y del punto medio son de signo opuesto y
al parecer disminuyen por un factor de alrededor de 4 cuando se duplica el valor
de n.

El tamatio del error en la regla del punto medio es casi la mitad del tamafio del error
en la regla del trapecio.

En la figura 5 se muestra por qué normalmente se puede esperar que la regla del punto
medio sea mds exacta que la regla del trapecio, El drea de un rectangulo representativo en
la regla del punto medio, es la misma que el trapecio ABCD cuyo lado superior es tan-
gente a la grifica de P. El drea de este trapecio es mds préxima al drea bajo la grifica de
Io que es el drea del trapecio AQRD empleado en la regla del trapecio. [El error del punto
medio (sombreado rojo) es mds pequefio que el error trapezoidal (sombreado azul).]

C c

A

e e

X;



m K puede ser cualquier nimaro mas grande
gue todos os valores de | £”(x) ], paro valores
més pequefios de K dan mejores cotas de error,

@ Es bastante posible que un valor menor
para » sza suficiente, pero 41 &s el valor més
Begquefio para el cual la formuia de la cota del
&Iror puede garantizar exactitud hasta dentro
de 0.0001.
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Estas observaciones se corroboran en las siguientes estimaciones de error, que se de-
ruestran en libros de andlisis numérico. Note que la observacién 4 corresponde a n® en
cada denominador porque (2n)° = 42 El hecho de que las estimaciones dependan del ta-
mafio de la segunda derivada no es sorprendente si se considera la figura 5, porque £"(x)
mide cudnto se curva la grifica. [Recuerde que f7(x) mide cudn ripido cambia la pendien-

te de y = f(x).]

[3] coTAs DE ERROR Considere que | f"(x)| < K paraa < x < b. Si Er y Ey son
los errores en las reglas del trapecio y del punto medio, por lo tanto

Kb — )’ Kb — af

Eri € ——— Euyl =
| TI 2 y | M! 24n?

Se aplicara esta estimacion del error a la aproximacion de la regla del trapecio en el
ejemplo 1. Si f(x) = 1/x, después f'(x) = —1/x*y f"(x) = 2/x* Puesto que 1 =< x = 2,
se tiene [/x < 1, asi que

2

— =
x?’

()| =

Por lo tanto, tomando K = 2,4 = 1,b = 2,y n = 5 en la estimacién del error (3), se ve

que

2(2 — 1)° 1
12(5)° 150

IEr| = = 0.006667

Al comparar esta estimacién del ervor de 0.006667 con el error real de casi 0.002488, se ve
que puede suceder que el error real sea sustancialmente menor que la cota superior para el
error dado por (3).

L% EJEMPLO 2 ;Cudn grande se debe tomar n a fin de garantizar que las aproximacio-
nes de las reglas del trapecio y del punto medio para || (1/x) dx sean exactas hasta
dentro de 0.00017

SOLUCIBH Se vio en el cdlculo anterior que | £"(x)| = 2 para 1 < x < 2, de modo que se
puede tomar K = 2, a = 1, y b = 2 en (3). La exactitud hasta dentro de 0.0001 signifi-
ca que el tamafio del error debe ser menor que 0.0001. Por lo tanto, se elige 1 de modo
que

201Y
12#°

< 0.0001

Resolviendo la desigualdad para #, se obtiene

£ > 2
12(0.0001)

1
o bien n>> m = 4(}.8

Asi, n = 41 asegurard la exactitud deseada.
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¥
et
0 1 X
FIGURA 6

% Las estimacionas def eror son cotas para ¢l
error. Preducen escenarios tedricos del peor de
los casos. El error real en este caso resulta ser
aproximadamente 0.0023,

Para la misma exactitud con la regla del punto medio se elige n de modo que

2(1)°
— < 0.0001
24n* 0
e da 1> w-——l = 20
qu " o012 -
E}EMPLO 3 S

A

(a) Use la regla del punto medio con n = 10 para aproximar la integral ic: e dx.
(b) Dé una cota superior para el error relacionado con esta aproximacion.

SOLUCION
(a) Puestoque g = 0,5 =1, y n = 10, 1a regla del punto medio da

L’ e dx = Ax [£(0.05) + f(0.15) + - - - + F(0.85) + £(0.95)]

= (1[0 4 o007 L H00625 PR3 g 02025 4 03025
MRSy 0565 g L0725 L ,09025)

= 1.460393

En la figura 6 se muestra esta aproximacidn.
(b) Puesto que f(x) = e"'z, se tiene f'{x) = 2xe* y fix) =2+ 4x1)e"2. También,
puesto que 0 < x < 1, se tiene x* < 1y, por lo tanto,

0=f"(x) = (2 + 4x?)e" = Ge

Sisetoma K = 6e,a =0, b= 1,y n = 10 en la estimacién del error (3), se ve que una
cota superior para el error es

6el1)? e

m = 40—0’”3 0.007

i

REGLA DE SIMPSON

Otra regla para integracién aproximada resulta de usar pardbolas en lugar de segmentos de
recta para aproximar una curva. Como antes, se divide [a, b] en n subintervalos de igual
longitud & = Ax = (b — a)/n, pero esta vez se supone que n es un nimero par. Por lo
tanto en cada par consecutivo de intervalos la curva y = f(x) = 0 se aproxima mediante
una pardbola como se muestra en la figura 7. Si y; = f(x:), después Pi(x;, ;) es el punto
sobre 1a curva que yace arriba de x;. Una pardbola representativa pasa por tres puntos conse-
cutivos Pi, Pisi, ¥ Piea.

Paiin, yz)

Py (11, ¥} P03
|
I/\
|
]
:
|
|
J

G =X, Xy Xq

FIGURA 7

X3 X4 Xs Xe=b x - 0 I X

FIGURA 8



= Aqui se ha empleado el teorema 5.5.7.
Observe que Ax* + Cas par y Bx €5 impar.
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Para simplificar los cdlculos, se considera primero el caso donde x, = —hxi=0y
X2 = h. (Véase la figura 8.) Se sabe que la ecuacién de la pardbola a través de Po, Py
Pyes de la forma y = Ax? -+ Bx + Cy, por lo tanto, el drea bajo la pardbolade x = —h
ax=hes

ji (Ax? + Bx + C)dx =2 [ﬁ’ (Ax® + C) dx

It
aX s h
= — X
3 0

h? h .
= 2 A? + Ch =§(2Ah' + 6C)

Pero, puesto que la pardbola pasa por Po(—15, yo), Pi(0, ¥1), v Pa(h, ya), se tiene
Yo=A(hP +B(—-h)+ C=A - Bh + C
yn=0C
y:=Ah+ Bh + C

¥, por lo tanto, Yo ¥ v+ y2 = 2447 + 6C

Asi, se puede reescribir el 4rea de la pardbola como

h
3 (yo + 4y, + y2)

Ahora, si esta pardbola se desplaza horizontalmente, no se cambia el drea bajo ésta, Esto
significa que el drea bajo la pardbola que pasa por Pp, PLy Pade x = xyax = xy en la fi-
gura 7 es atn

h
g (}’u + 4)’1 + J"z)

De manera similar, el 4rea bajo la parébola por Py, Py Pydex = xp ax = x5 €8

h
3 (y2 + 4ys + ys}

Si se calculan de este modo las dreas debajo de todas las paribolas v se suman los resul-
tados, se obtiene

h

b i i
Jnf(x)dxz 3 (o + 4y + ya) + g(yz + 4ys + )

h
I ?(yﬂ“z + 4yn—l -+ y“)

h
=7 00+ dy + 2+ dys o+ 2p ok s F Ay F )

Aunque se ha derivado esta aproximacién para el caso en el que f(x) = 0, es una aproxi-
macién razonable para cualquier funcién continua f'y se llama regla de Simpson en ho-
nor al matemadtico inglés Thomas Simpson (1710-1761). Note el patrén de coeficientes:
1,4,2,4,2,4,2,...,4,2,4, 1.
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[ sivpsoN ; REGLA DE SIMPSON
Thomas Simpson fue un tejedor autodidacta en A

matematicas que Hegd a ser uno de fos mejores J'f’ dy = § = X + A fle) + 2 flx) - 4 IR
matematicos ingleses del sigio xvii. Lo que se M flx) dx n 3 [f(xo0) Sl flx2) flxs)

llama regla de Simpson ya la conocian Cavalieri
y Gregory en e! siglo xv:, pera Simpson la + 2 f (=) + AF(xn) + F(x)]
popularizd en su libro de céleulo de mayor venta
titulado A New Tigatise of Fluxions. donde nes pary Ax = (b — a)/n.

EJEMPLO 4 Use la regla de Simpson con n = 10 para aproximar [ (1/x)} dx.

SOLUCION Si se escribe f(x) = 1/x, n = 10, v Ax = 0.1 en la regla de Simpson, se obtiene

J‘lg":‘l““‘dx == Sip

= ZE050) + 47(.0) + 270.2) + 4703) + -+ + 27(18) + 47(1.9) + F(2]

011 4 2 4 2 4 2 4 2 4 1
=t —t—F—t— F—F — F — ok — + —
3\1 &1 12 13 14 15 16 17 18 19 2

= ().693150

Observe que, en el ejemplo 4, la regla de Simpson da una aproximacién mucho mejor
(S == 0.693150) al valor verdadero de la integral (In 2 = 0.693147...) que la regla del
trapecio (T} =~ 0.693771) o la regla del punto medio (M), = 0.692835). Resulta (véase
ejercicio 48) que las aproximaciones en la regla de Simpson son promedios ponderados de
los de las reglas del trapecio y del punto medio:

S2n = %Tn + %Mn

(Recuerde que Er y Ey tienen por lo general signos opuestos y | Ey| es casi la mitad del
tamafio de |ET])

En muchas aplicaciones de cilculo se necesita evaluar una integral aun cuando no se
conoce ninguna férmula explicita para y como funeién de x. Una funcidn se puede dar en
forma gréfica o como una tabla de valores de datos reunidos. Si hay evidencia de que los
valores no cambian con rapidez, en tal caso todavia se puede usar la regla del trapecio
o la regla de Simpson para hallar un valor aproximado de ii’ v dx, la integral de y con
respecto a x.

B2 EJEMPLO 5 En la figura 9 se muestra el trdnsito de datos en el vinculo de Estados Unidos
a SWITCH, Ia red suiza académica v de investigacidn, el 10 de febrero de 1998, D(1} es el
caudal de datos, medido en megabits por segundo (Mb/s). Use 1a Regla de Simpson para
estimar la cantidad total de datos transmitidos en el vinculo hasta mediodia en ese dia.

D
8+

6._

FIGURA 9 ¢ 3 6 9 12 15 18 21 24 f(horay
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SOLUCION Ya que se desea que las unidades sean congruentes y D(¢) se mide en megabits por
segundo, se convierten las unidades para ¢ de horas a segundos. Si A(f) es la cantidad de
datos (en megabits) transmitida en el instante ¢, donde ¢ se mide en segundos, después
A'(7) = D(1). Asi, por el teorema del cambio neto (véase la seccién 5.4}, 1a cantidad total
de datos transmitidos a mediodfa = 12 X 60> = 43 200) es

43 200

A(43 200) = J D) dr

0

Se estiman los valores de D(r} a intervalos de cada hora a partir de la grafica y se compi-
lan en la tabla.

¢ (horas) 1 {segundos) Din t {horas} 1 {segundos) Din
0 0 3.2 7 25200 1.3
1 3600 27 8 28 800 28
2 7200 1.9 9 32400 57
3 10 800 1.7 1 36000 7.1
4 14 400 1.3 11 39600 7.7
3 18 000 1.0 1z 43 20C 7.9
0 21 600 1.1

En tal caso se usa la regla de Simpson con n = 12 y At = 3 600 para estimar la integral:

j‘{i 20

Ar) dr %_%[D(O) + 4D(3600) + 2D(7200) + - - - + 4D(39 600) + D(43 200)]

‘ - —““““36300 [3.2 +4@7) +2(1.9) + 4(L7) + 2(1.3) + 4(1.0)

+2(1.1) + 4(1.3) + 2(2.8) + 4(5.7) + 2(7.1) + 4(7.7) + 7.9]
= 143 880

Asi, Ia cantidad total de datos transmitida hasta mediodia es de alrededor de 144 000 me-
gabits, o 144 gigabits. O

La tabla en el margen como se compara la regla de Simpson con la regla del punto
medio para la integral f '(1/x) dx cuyo valor verdadero es casi 0.69314718. La segunda

Mﬂ! S{l - - . -
o tabla muestra que el error E; en la regla de Simpson disminuye por un factor de casi
4 0.69121989 | 0.69315453 16 donde # se duplica. (En los gjercicios 27 y 28 se pide demostrar esto por dos integrales
§ 0.69266035 | 0.69314765 adicionales). Eso es compatible con la presencia de n* en el denominador de la siguiente
16 0.69302521 | 0.69314721 estimacién de error para la regla de Simpson. Es similar a las estimaciones dadas en (3)

para las reglas del trapecio y del punto medio, pero emplea la cuarta derivada de f.

i E,u Es
4 | 0.00192729 | —0.000600735 @
8 | 000048663 | —0.00000047 COTA DE ERROR PARA LA REGLA DE SIMPSON Suponga que | f(x)| = K para
16 0.00012197 | —0.00000003 a = x = b. Si Es es el error relacionado con la regla de Simpson, en tal caso

K@ — af

=
,ESI 1805°
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= Muchas calcuiadoras y sistemas algebraicos
computacionales tienen un algoritmo integrado
que calcula una aproximacion de una integral
definida. Algunas de estas maquinas usan la
regla de Simpson; otras usan técnicas mas com-
plejas como iz integracidn numérica adaplable.
Esto significa que si una funcidn fluctGa mucho
més en cierta parte del intervalo que an
cualquier otra parte, después esa parie se divide
en mas suhintervatos. Esta estrategia reduce el
adrmero de calcules requeridos para lograr

la exactitud prescrita.

= En |z figura 10 se muestra el céiculo del
gjemplo 7. Observe que los arcos parabolicos
estdn tan proximos a la graficade y = ¥
que son précticamente indistinguibles de ésta.

¥

0 1 x

FIGURA 10
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EJEMPLO 6 ;Qué tan grande se toma » a fin de garantizar que la aproximacion de la regla
de Simpson para f f {1/x} dx es exacta hasta dentro de 0.0001?

SOLUCION Si f(x) = 1/x, entonces f¥(x) == 24/x*. Puesto que x = 1, se tiene 1/x = 1 y,

por lo tanto,
24
| F900) | = - =24

Asi, se puede tomar K = 24 en (4). Entonces, para un error menor que 0.0001 se deb\e ele-
gir n de modo que :

24(1)°
185):1)4 < 0.0001
24
Esto da n?

> ——— e —
180(0.0001)

o bien,

!
S =~ 6.04
"> o oY

Por lo tanto, n = 8 (n debe ser par) da la exactitud deseada. (Compare esto con el
ejemplo 2, donde se obtuve » = 41 para la regla del trapecio y n = 29 para 1a regla del
punto medio.) -

EJEMPLO 7 i
(a) Use la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la integral {; e* dx.
{(b) Estime el error relacionado con esta aproximacidn.

SOLUCION
{(a) Sin = 10, entonces Ax = (.1 y la regla de Simpson da

J: e¥dx = %[f(()) + 4£(0.1) + 2£(0.2) + -+ - + 2£(0.8) + 47(0.9) + f(1)]

0.1 .
=5 [€® + 46" + 2009 4 4209 4 20016 4 4095 4 2096

+ 4% + 208 4 498 4 !
=~ }.462681

(b) La cuarta derivada de f{x) = e es
FO) = (12 + 48x2 + 16x1)e™
y también, puesto que 0 = x == |, se tiene
0 << f9%) < (12 + 48 + 16)e' = T6e
Por lo tanto, al escribir X = 76e,a = 0, 5 = 1 y n = 10 en (4), se ve que el ervor es a lo
SUMo

76e(1)

TRooy ~ 000011

(Compare esto con el ejemplo 3.} Asi, correcta hasta tres decimales, se tiene

jﬂ' e dx =~ 1.463 O

i
]
i
|
i
]
i
i
|
i
|
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PO

I

g} Seal = J';f(.t} dbx, donde fes a funcién cuya grifica se itustra
a continuacién.
(a) Emplee la grifica para determinar Ly, Rz y Mo
(b ;Jéstas son sobreestimaciones o subestimaciones de /?
{c) Use la grifica para encontrar 73 ;Cémo se compara con J?
{d} Para cualquier valor de a, liste los nimeros L., Ry, M., T, ¢
I en orden creciente

3 -~
L~

2

1

{ 1 2 k! 4 x

2. Se wsaron las aproximaciones. izquierda, derecha, de la regla
det trapecio y la regla del punio medio para estimar ‘I'OZ flx) dx,
donde fes la funcidn cuya grafica se muestra. Las estimaciones
fueron, 0.7811, 0.8675, 0.8632 y 0.9540, vy ¢l mismo niimero de
subiniervalos se emplearon en cada caso.

(a) ;Cudl regla produce cudl estimacitn?
{b} ;Entre cudles dos aproximaciones estd el valor verdadero de
.i}f Flx)dx?

i [3.] Estime Jo cos(x”}dx con (a) la Regla del Trapecio y (b) la Regla
del Punto Medio, cada una con 1 = 4, A partir de una grificz del
integrando, decida si sus respuestas son sobreestimaciones

o subestimaciones. ;Qué puede concluir acerca del valor verda-
dero de la integral?

[i& @ Trace la grdfica de f(x) = sen(x*/2) en el rectinguio de visién

[0, 1] por [0, 0.5] y sea I = |} £(x) d.

(a) Utilice a gréfica para decidir si Ls, Rs, M» y T son sobrees-
timaciones o subestimaciones de /.

(b) Para cualquier valor de #, liste los nimeros L,, R, M., T, el
en orden creciente.

{c) Calcule Ls, Rs, Ms y Ts. De la grdfica, ;cudl considera que
da la mejor estimacién de 77

b Use (a) la regta del punto medio y (b} la regla de Simpson para
aproximar a integral dada con el valor especificade de a.
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(Redondee sus respuestas a seis decimales.) Compare sus reultados con el
valor real para determinar el error en cada aproximacicn.

= fr _ -
5 | "xPsenxdy, n=§ b. J e ™'dx, n=26
o o

7-75 Use {a} la regla del trapecio, (b) la regla del punto medio v (c)
la Regla de Simpson para aproximar la integral con el valor especi-
ficado de n. (Redondee sus respuestas a seis decimales.)

8. 1;”2 sen(x? )y dv, n=4

7. ': Y1+ xdy, n=28

-3 dr
=100 e

-~
)

2 Inx
’ n=20
I

1. ':n sen{e’*)dr, n=2%8

12. |0‘ I+ rde, n=3%

3. " efsensdr. nw=38

4. I(: \f::,»:’—:d:, A= 10

15 2y, n=8 16 [*In(’ + 2 dx. n = 10
1. "3 e —dy, n=20 i8. Fcos \/.;dx, n= 10
do 1yt Jo

19. (a) Halle las aproximaciones T3 y My para la integral
Jo cos(x”) du.
{b) Estime los errores relacionados con las aproximaciones del
inciso {a).
{c) (Qué tar grande se tiene que elegir n de modo que las
aproximaciones T, y M, a la integral del inciso (a) sean
exactas hasta dentro de 0.00017

20. (a) Halle las aproximaciones Tyg y M para |} ¢'/* dx.
(b) Estimar los errores en las aproximaciones del inciso {a).
(¢} ;Qué tan grande se tiene que elegir # para que las aproxi-
maciones T, y M, a la integral del inciso (a) sean exactas
hasta dentro de 0.¢0017

21. {a) Encuentre las aproximaciones Ty M y Sjo para };;"‘ sen x dx
y los errores correspondientes Ey Ey y Es.
(b) Compare los errores reales del inciso {a) con las esti-
maciones del error dadas por (3) y (4).
(c) ;Qué tan grande se tiene que elegir 1 para que las aproxi-
maciones T, M., y S, a la integral del inciso (a) sean exac-
tas hasta dentro de 0.00001?

27. ;Qué tan grande debe ser r para garantizar que la aproxima-
ci6n de la regls de Simpson a j'ﬂi ¢* dx sea exacta hasta dentro
de 0.00001?

23. El problema con lus estimaciones del error s que sugle ser muy
dificil calcular cuatro derivadas y obiener una buena cota supenor
K para | f%(x)| a mano. Pero los sisternas algebraicos computa-
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cionales no tienen probiema para caleular Fy praficarla, asi

que se puede hallar con facilidad un vafor de K a partir de una

grifica de mdquina. Este gjercicio trata con aproximaciones a la

integral f = j'[f”f (%) dx, donde f(x) == ¢,

(2) Use una grdfica a fin de obtener una buena cota superior
pata | f"{x) L

{b) Empiee My, para aproximar 1.

{c) Utilice el inciso (a) para estimar el error en el inciso (D).

(&) Use la capacidad de integracidn numerica integrada de su
CAS paua aproxsmar [,

(e} ;Cémo se compara el error real con b estimacion de error
del inciso (c}?

(f) Use una grdfica para obtener una buens cota superior pars
|9 ]

{g) Emplee §, para aproximar [,

{h) Utilice el inciso (f) para estimar el error del inciso {g).

(i) (Cémo se compara el error real con la estimacion del error
del inciso (h)?

() ¢Qué 1an grande debe ser # para garantizar que el wmatio del
error al usar S, sea menor que 0.00017

- . , i
(48] 24. Repua el ejercicio 23 para la imegral ‘ : V4 - xidx

25-26 Encuentre las aproximaciones Ly, Ry, Tn y M, para n = 5. 10.
y 20. Después caleule los errores correspondientes Ly, £y Er. y

Ew. (Redondee sus respuestas hasta seis decimales. Es posible que

desee usar el comande de suma en un sistema algebraico computa-
cional.) ; Qué observaciones puede hacer? En particular, jqué sucede
con los errores coando se duplica n?

75. ‘:: xetdy 26. | — d x

27-25 Determine tas aproximaciones 1, My, y S paran = 06y 12,
A continuacion caleile jos enoies correspondientes £r, Ey, ¥ Es.
(Redondee sus respuestas a seis decimales. Quizd desee usar el
comnundo de suma de un sistema algebraico computacional.} ;Qué
observaciones puede hacer? En particufar, jqué sucede con los
errores cuando se duplica n?

03 . l
2. ), Hdx 78. | : -\7? dx

29. Esume el area bajo la grifica en la figura usando (a} la regla
del mapecio, (b) In regla del punto medio y (c) la regla de
Simpson, cada una con n = 4.

Ay 1 g
i t R
i b oI
0 1 R S S

30. Las amphiudes {en metros} de una alberca en forma de riiidn se
midieron a intervalos de 2 metros como se indica en la figura.

Use la regla de Simpson para estimar el drea de ia alberca.

3% (a) Emplee la regla del punto medio y los datos de la l‘sb!a para
estimar ef valor de la integral 1“ *Fx) dx.

X fx} X fix)
0.0 0.8 20 7.6
0.4 6.5 2.4 8.4
0.8 6.3 2.8 8.8
1.2 0.4 3.2 9.0
1.6 0.9

{b) Si se sabe que —4 < f"(x) = I para toda x, estime el error
relacionado con la aproximacién del inciso (a).

32. Se empled una pistola de radar para registrar la rapidez de un
corredor durante jos primeros 5 segundos de una competencia
(vénse la tabla). Emplee Ia regla de Simpson para estimar la
distancia del corredar cubierta durante esos 5 segundos.

£{8) ¥ (m/s) 1(s) rim/s)
0 0 30 14,51
0.5 4.67 3.5 10.67
1.8 734 4.0 10.76
1.5 8.86 4.3 10.81
20 973 5.0 10,81
2.3 14.22 i

Se muestra la grifica de In aceleracién a(r) de un automdvil
medida en pies/s’. Emplee la regla de Simpsen para estimar ¢l
incremento de velocidad del automdévil durante el intervalo de
tiempo de 6 segundos.

ax !
12 |— ’

‘ v
¢ |
\

6 1({segundos)

0 2 4

34. De un depésito se fuga agua a una rapidez de r{7) litros por ho-
ra, donde la ardfica de r ex como se muestra. Use la regla de
Simpson para estimar [a cantidad eotal de agoa que se fuga du-
rante Jas primeras seis horas.

r
4
2
\\ N
0 2 4 & 1 (segundos}
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La tabla{suministrada por San Diego Gas and Electric) da el 39. Laregion acotada porlascurvas y = ¢ y = (4 = lyx=35
consumo de energia en megawatls en ¢l condado de San Diego se hace girar respecto al gje v. Use la regla de Simpson con s = {0
de la medianoche a las 6:00 a.m. el 8 de diciembre de 1999, para estimar el volumen del s6lido resuitante.

Use la regla de Simpson para estimar s energfa empleada du-
rante ese periodo. {(Use el hecho de que ia potencia es la deriva- ({5140, En 1o figura se muestra un péndulo con longitud Z, que forma

da de la energin.) un dngulo mdximo g, con fa vertical. Usando la segunda Ley
de Newtan, se puede mostrar que el periodo T (el tiempo para
' P { P una oscilacién completa) estd dado por

(.00 tsld 336G 161l
0:30 | 1735 | k00 | l62) L oo dy

. . Tom= oy e,
100 L6ga —_L3(l 1666 g _L] m
1:30 1646 54 1743
200 1637 5:30 1886
T30 | o9 600 1 2082 donde k == sen(é 8o} v g es la aceleracion debida a la ara-
201 Tedd vedad. $i L= 1 my @ = 42° use la regla de Simpson con
1 = 10 para determinar el periodo.

36. En la grifica se muestra ¢l trinsito de datos en una linea
.. LLLFAELIIII LS
de datos T del proveedor de servicio de Internet de la =
mediancche a las 8:00 a.mM. D es el caudal de datos, medido \\\
. . &

en megabits por segundo. Use la regla de Simpson para ™

. . P S,
estimar la cantidad tota} de datos transmitidos durante ese
periodo. -

.
S

o
/EP

|

f

|

:

I

I -
\-‘-'~—_j..w—-’/

/ 41. La intensidad de la luz con longitud de onda A que viaja por
una rejilla de difraccién con N ranuras a un dngulo & estd

dada por I(8) = N*ser®/k*, donde k = («Nd sen 8)/A y d
0.4 / es la distancia entre ranuras adyacentes. Un ldser de helio-
= / nedn con longitud de onda A = 632.8 X 107° m emite una
banda estrecha de luz, dada por —107® < 8 < 107, por una

5 rejilla con 10 000 ranuras espaciadas 107% m. Use Ia regla
del punto medio con n# = [0 para estimar la intensidad de

0 2 4 6 8 r(horas) luz total ﬁ”“;( 1(8) d8 que emerge de la rejilla.

42. Use la regla del trapecio con s = 10 para aproximar
37. Si la regi6n mostrada en la figura se hace girar respecto al eje y fo" cos(ax) dx. Compare su resultado con el valor real. jPuede
para formar un sélido, use la regla de Simpson con n = 8 para explicar fa discrepancia?
estimar ¢] volumen del sélido.
43. Bosqueje la grifica de una funcién continua en [0, 2] para

¥ | la cual la regla del trapecio con r = 2 es mis exacta que la
4 v *\ regla del punto medio.
2 4 \ 44. Bosqueje fa grifica de una funcidn continua en [0, 2] para la
- cual la aproximacion del punto finat derecho conn = 2 es mds
R —"m\w exacta gue la regla de Simpson.
o 2 4 6 8 19 x —1 s -
[#5] Si f es una funcién positiva y f(x) < Qparaa < x < b,
muestre que
38. E:n la tabla se mue.stran los va]ores‘ée una funcién de fuerza T, < r’f(l‘) dx < M,
flx} donde x se mide en metros y #(x) en newtons. Use la regla Ja
de Simpson para estimar el trabajo hecho por la fuerza al mo-
ver un objeto una distancia de 18 m. 46. Muestre que si f es un polinomio de grado 3 o menor, en tal
caso la regla de Simpson da el valor exacto de j'j’ flx}dx.
¥ 0 3 6 9 12 {5 I8 47. Muestre que 4(T, + M,) = Ton

flx) 9.8 9.1 8.5 8.0 .7 7.5 7.4

48. Muestre que 17, + i M, = Ss,.
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7.8 INTEGRALES IMPROPIAS.

Al definir la integral definida l F(x) dx se traté con una funcién f definida en un interva-
lo finito [, b] y se supuso que J no tiene una discontinuidad infinita {véase la seccién 5.2).
En esta secci6n se amplia el concepto de una integral definida para el caso donde el inter-
valo es infinito y también el caso donde f tiene una discontinuidad infinita en [a, b]. En
cualquier caso, la integral se llama impropia. Una de las aplicaciones mas importantes de
esta idea, distribuciones de probabilidad, se estudia en Ia seccidn 8.5. :

~TIPO I: INTERVALOS INFINITOS u ‘ o
Considere la region infinita § que yace bajo la curva y = 1/x? arriba del eje x, y a la de-
recha de 1a recta x = 1. Se podria pensar, puesto que S es de grado infinito, que su drea

debe ser infinita, pero considérese mas de cerca. El 4rea de la parte de S que se localiza a
- la izquierda de la linea x = ¢ (sombreada en la figura 1) es

FIGURA 1

Se observa también que

lim A(7) = Lim (1 - —1—) =1

El 4rea de la regién sombreada se aproxima a 1 cuando r —> o (véase la figura 2), por lo
tanto se puede decir que el drea de la region infinita S es igual a | y se escribe.

P 1
J —dx = Hm
1 ox- prit J1 x"

I

drga= 7 drea=1

Con este ejemplo como guia, se define la integral de f (no necesariamente una funcién
positiva) sobre un intervalo infinito como el lfmite de integrales en intervalos finitos.
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D DEFINICION DE UNA INTEGRAL IMPROPIE DE Tifg

{a) Sila [! f(x) dx exisie para todo nimero ¢ = g, por 1o tanto

1—11111

—

" £(2) dx

e

j S(x)

siempre que exista el Ifmite (como un nimero finito).

(b) Si |’ * f(x) dx existe para todo nimero ¢ < b, después

ii Sy dx = Jim J;b Fl) dx

siempre que exista el limite (como un nimero finito).

Las integrales impropias [ f{x} dx y [*, f(x) dx se llaman convergentes si el lfmi-
te correspondiente existe y divergentes si el limite no existe.

(¢) Si tanto |:° f(x} dx como [, f(x) dx son convergentes, entonces se define
': f()dx= sz Flx) dx + J:f(x) dx

En el inciso (c} se puede usar cualquier mimero real a (véase el ejercicio 74).

Cualquiera de las integrales impropias de la definicidn I se puede interpretar co-
mo un drea siempre que f sea una funcién positiva. Por ejemplo, en el caso (a) si
f(x} = 0y laintegral [ f(x) dx es convergente, entonces se define el drea de la region
S={xyjx=a0=<y=<f(x)}enlafigora 3 como

ASY = [ f() ax

Esto es apropiado porque |7 f(x) dx es el limite cuando ¢ — « del drea bajo Ia gréfica de
fdeaat.

¥

3t Determine si la integral " (1/x) dx es convergente o divergente.

stirind De acuerdo con el inciso (a) de la definicidn 1, se tiene

.
—dx = Hm

vl o

’ —dx = lim ]11|x]]

=lim(nt—Inl)=lmlnt = s

f— fnte

El limite no existe como un ndmero finito v, por lo tanto, la integral impropia } | (1/x) d b
es divergente, :
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-

area finita

drea infinita

FIGHRA 5

i En Module 7.8 puede investigar
visual y numericamente si algunas integrales
impropias son convergentes o divergentes.

Compare el resultado del ejemplo 1 con el ejemplo dado al comienzo de esta

seccion:

s ]
JI x*

= |
J. —dx diverge
1 X

Geométricamente, esto dice que aunque las curvas y = 1/x* y y = 1/x son muy similares
para x > 0, la regién bajo ¥ == |/x* a la derecha de x = 1 (la regién sombreada en la fi-
gura 4) tiene drea finita mientras que la region bajo y = 1/x (en la figura 5) tlene drea
infinita. Note que tanto t/x? como I/x tienden a 0 cuando x — o= pero 1/x* se apromma
a 0 mds rapido que 1/x. Los valores de 1/x no se reducen con Ja rapidez suficiente para

que su integral tenga un valor finito.

—t

gl
EJEMPLO 2 EvalﬁeJ xe*dx,

soLiclo4 Usando el inciso (b) de la definicidn 1, se tiene

[0 xetdxy = lim K xe'dx

(B

Se integra por pastes con u = x. dv = e*dx de modo que du = dx, v = e

(G Rt "
‘ xetdx = xe"], - J erdx
W !

= e’ — 1 + ¢
Se sabe que ¢’ — 0 cuando 1 — —2, y por la regla de 1'Hospital se tiene

1

-t

) i
lim re' = lim — = lim

f for—n @ frmm — @

I
3

|
-]

i
=

Por lo tanto,

‘j’ xetdx = lim (—te' — 1 + &')

i

—0-1+0=-1

u; —-———1 T dx.

§0LUCOR Es conveniente elegir @ = 0 en la definicién 1(c):

Ahora se deben resolver por separado las integrales del lado derecho:

‘--y; 1 / i [: dx Jim t -t ]1
— dX = l1Im = Nmtan x
0 1+ x° o 1 4+ x2 e ¢

-

= |fm (tan~'t — tan™" 0} = lim tan" 't =

pre fe

i
2
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v 1 e dx T
J. ———dx = lim j ——— = lim tan ‘x],’
== ]+ xn I T S S T

lim (tan™'0 — tan"'r)

§—r

f

= ) (] _’fT
S > 5

Puesto que 1/(1 + x*) > 0, la integral impropia dada se puede interpretar como el
drea de la regién infinita que yace bajo la curva v = /(1 + x*) y arriba del gje x
(véase la figura 6). 0

EJEMPLO 4 ;Para qué valores de p la integral

x|

[ —pdx
Jox

es convergente?

sotuidl Se sabe del ejemplo 1 que si p == 1, después la integral es divergente, por consi-
guiente se supondrd que p # 1. Por lo tanto

] v
—dx=1lHm} x""dx
Jroxt ot
L+ =
. X
= lim —————
vz —p) + 1 -
i 1
= i e —
s | — p t

Sip>lluegop —1>0,demodo quer—> oo, "1 — ey | /1771 — 0 entonces,

"4:1 H
— dx = 1p>
J| IP(XI i sip>1

¥, por lo tanto, la integral converge. Pere si p < l,entalcaso p — 1 << 0y, de este
modo

PO L Ny cuando ¢~

y la integral diverge. 7

Se resume el resuitado del ejemplo 4 para referencia futira:

. 1 ' . _
(7] "1 — dx es convergente si p > 1y divergente sip < I.
1 X

TIPO 2: INTEGRANDOS DISCONTINUOS

Suponga que f es una funcién continua positiva definida en un intervalo finito [a, b} pero
tiene una asfntota vertical en b. Sea § la regién no acotada bajo la gréfica de f v arriba del
gje x entre a y b. (Para integrales def tipo I, las regiones se amplian de forma indefinida en
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FIGURA 7

& L0s incisos (D) y {c] de la definicidn 3 se
ilustran en las figuras 8 y 9 para el caso donde
fix) = 0y s dene asiniotas verticalesena y ¢,
respectivamente.

¥ i

¥

FIGURA 8

¥

FIGURA 9

it

?‘\yw Lo
' \ \lr—2

S~

drea= 23 {\

t T

i 4 57

[ S

0 1

FIGURA 10

una direccién horizontal. Aqui la regidn es infinita en una direccidn vertical.) El drea de la
parte S entre ¢ y 7 (la regién sombreada en Ia figura 7) es

Alf) = j Fx) dr

Si sucede que A(7) se aproxima a un niimero definido A cuando 1 — b, entonces se
dice que el drea de la regién S es A y se escribe

‘: flx)dx = {1_11}1_ J: Flx) dx :

Se emplea esta ecuacion para definir una integral impropia de tipo 2 aun cuando f no es
una funcidn positiva, sin importar qué tipo de discontinuidad tenga f en b.

[1_%] DEFINICION DE UNA INTEGRAL IMPROPIA NE TIFD 2
(a) Si f es continua en [a. ) y es discontinua en b, entonces

p=rhm VA

"bf(x) dx = Im | f(x)dx

si este limite existe {como un niimero finito).

(b) Si f es continna en (a, ] y es discontinua en «, entonces

J;bf (x)dx = lim J‘,b Jlx) dx

4 1"

si este limite existe (como un nimero finito).

La integral impropia lf f(x) dx se llama convergente si existe el limite corres-
pondiente y divergente si no existe el limite,

(c) Si f tiene una discontinuidad en ¢, donde a < ¢ < b, como |7 f(x) dx y
{? f(x} dx son convergentes, después se define

:f (x)dx = J: Slx) dx + Lbf (x) dx

'5 1

iy % DetermineJ ——dx.
: \x -2

sainting Se nota primero que la integral dada es impropia porque f(x) == 1/v/x — 2
tiene la asintota vertical x = 2. Puesto que la discontinuidad infinita aparece en el punto
final izquierdo de [2, 51, se usa el inciso (b) de la definicién 3:

Js dx — 1t s dx
2 Jx =2 rLHZIYJ: x - 2
= lim 2V — 2],
= lim 2(v3 ~ V7 - 2}

—_—2\/§

Asi. 1a integral impropia dada es convergente y, puesto que el integrando es positivo,

se puede interpretar el valor de la integral como el drea de la regién sombreada en la

figura 10.
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12

K .
T2 EjEMPLs 4 Determine si J sec x dx converge o diverge.

soLcian Note que la integral dada es impropia porque limy..z- sec v = =_ Sj usa el
inciso (a) de la definicién 3 y la formula 14 de la tabla de integrales. se tiene

a2 . f
sec x dx = l(smj ’. sec xdx = I(Im In |sec x + tan x{]u
Jo r— w2 1=t

lgm fin(sect +tanf) —In1] ==

porque sec t — oy tan 1 — % cuando ¢ ~> (7/2)". Asi, la integral impropia dada es
divergente.

3 dx
EIEMPLD 7 Evalie T si es posible.

“0 X
oL Observe que la recta x = 1 es una asintota vertical del integrando. Puesto
que aparece a la mitad del intervalo [0, 3], se debe usar el inciso (¢) de la definicién
Jcone=1:

14 L dx dx
ja X =L§1 X +|‘13 X

0o x—1 o x— 1 NS

donde [ﬂl ——fl—L— = lim r Lj lim In jx - 11

nx - t—s}”

1£;}1(ln[t-1|——lnl——lj)

= lim In{]l — #) = —ee

[

debsdo al — ¢=> 07 cuando £ — 17, Asi, II dxf(x — 1) es divergente. Esto significa que
I dx/(x — 1) es divergente. [No es necesario evaluar h dx/{x ~ 1).]

ADVERTENCIA Si no se hubiera notado la asfniota x = 1 en el ejemplo 7 y se hubiera
confundido la integral con una integral ordinaria, entonces se podria haber hecho el
siguienie cilenlo erréneo:

N Iy
J3_9___ﬁ1n|xm1|]3=m2—zn1 =1In2

o x—1
Esto es incorrecto porque la infegrai es impropia y se debe caleular en términos de limites.

De ahora en adelante, siempre que se encuentre e} simbolo Ii' J(x) dx se debe decidir,
observando la funcién f en [a, b], si es una integral definida ordinaria o una integral

impropia.

i
EJEMPLO § Evallie L} In x dx.

SOLUCIDN Se sabe que la funcién f{x) = In x tiene una asintota vertical en 0 puesto que
lim,.p- In x = —o, Asi, la integral dada es impropia vy se tiene

Jﬂl In xdx = Hm ! In xdx
0 pes{}t e
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Ahora se integra por parees con u = In x, dv = dx, du = dx/x, y v = x:

" nxdy = xIn x]: - ‘11 dx

o 1
=1Inl —¢tInt— (1 = 8
=—flnt—1+1

Para hallar el limite del primer término se usa la regla de |'"Hospital:

i ¢ n s = 1im 220 = 1im L = i (= =0
I =07 1/; =0, ”‘“1/1" 10
Por lo tanto, " Inxdx = 11’13)1 (—tlnt—1+p==-0-1+0=—1

En la figura 11 se muestra la inferpretacidn geométrica de este resultado. El drea de la
regién sombreada arriba de y = In x y abajo del eje xes 1. O

PRUEBA DE COMPARACION PARA INTEGRALES IMPROPIAS

0 &

FiGURA 12

FIGURA 13

Algunas veces es imposible hallar el valor exacto de una integral impropia y, sin embargo,
es importante saber si es convergente o divergente. En tales casos, es ttil el siguiente teo-
rema. Aunque se expresa para integrales de tipo 1, un teorema similar se cumple para in-
tegrales de tipo 2.

TEOREMA DE COMPARACION Considere que fy g son funciones continuas con
Flxy = glx) = 0parax = a.

(a) Si[”f(x) dx es convergente, entonces [~ g(x) dx es convergente.

(b) Si l: g(x) dx es divergente, entonces 1; S{x) dx es divergente.

Se omite la demostracion del teorema de comparacion, pero la figura 12 hace que parez-
ca plausible. Si el drea bajo la curva superior y = f(x) es finita. en tal caso también lo es el
drea bajo v == g(x). Y si el drea bajo y = g(x) es infinita, por lo tanto también lo es el drea
bajo ¥ = f{x). [Note que lo contrario no necesariamente es cierto: si | g{x} dx es conver-
gente, [ f(x) dx podria ser convergente, o no, y si | f(x) dx es divergente, | g(x) dx podrfa
ser divergente, o no.]

EZ EJEMPLO 9 Muestre que J: e dxes convergente.

2
X

SOLUCION No se puede evaluar la integral de manera directa, porque la antiderivada de ¢”
no es una funcidén elemental (como se explicé en la seccidn 7.5). Se escribe

k3

.2 " 1 — s 2
Oe“dx= e"dx+[e‘dx
JO 21

y observe que la primera integral del lado derecho es sélo una integral definida ordina-
ria. En la segunda integral se usa el hecho de que para x = | se tiene x* = x, asf que
—x? < —x vy, porlotanto, ¢™" = 7% (Véase la figura 13). La integral de ¢™ es fécil
de evaluar:

o o o ) )
j e “dx=hmj|e dy =Hm (e — e} = ¢!
I

1 1w



TABLA 1
t i e dy
l 0.7468241328
2 0.8820813908
3 0.8862073483
4 0.8862269118
3 0.8862269255
6 0.8862269255
TABEA 2
; NI+ eVl dx
2 0.8636306042
5 1.8276735512
10 2.5219648704
106 4,8245541204
1 00¢ 7.1271392134
10000 9.4297243004
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¥

Asi, si se toma f () =e"yglx)=e¢""enel teorema de comparacion, se ve que
i, ™ dx es convergente. Se deduce que | e dx es convergente. |

—y

En el ejemplo 9 se mostré que fo" e dres convergente sin calcular su valor. En el ejer-
cicio 70 se indica como mostrar que su valor es aproximadamente 0.8862. En teoria de pro-
babilidad es importante conocer el valor exacto de esta integral impropia, como se vers en
1a seccién 8.5: con los métodos del cdlculo de varias variables se puede demostrar que e]
valor exacto es /7/2. En la tabla 1 se ilustra la definicién de una integral impropia mos-
trando cdimo los valores (generados con computadora) de j'(’] ¢ dx se aproximan a \/7/2
cuando 7 se vuelve grande. De hecho, estos valores convergen con bastante rapidez porque
e Oes muy rapido cuando x —> o2,

. T 1 + e_x . .
EJEMPLO 10 La integral T dx es divergente por el teorema de comparacién
J X
porque
I+e™
> —_—

X x

¥ ||x {1/x} dx es divergente por el ejemplo | [0 por {2) con p = 1]. 7

En la tabla 2 se flustra la divergencia de la integral del ejemplo 10. Al parecer los valores
no se aproximan a ningdn ndmero fijo,

7.8 | EJERCICIOS

[1] Explique por qué cada una de las siguientes integrales es

impropia.

(a) l‘; e~ oy (b} [0.7/3 sec x dy

"2 X "o 1
(c) Jn m dx (d} J“: FER elx
2. ;Cudles de las siguientes integrales son impropias? ;Por qué?
2 1 " 1
@ | g N —
© [ s @ [7 e = 1) ax

3

Encuentre el drea bajo lacurvay = /s’ dex = lax =1y
evaliela para ¢ = 10, 100 y 1000. Después encuentre el drea
total bajo esta curva para x = |,

B 4w Grafique las funciones f{x) = 1/x*' vy glx) = 1/x* en los

rectdngulos de visidn [0, 10] por [0, 1] y {0, 100] por [0, i].
(b) Encuentre el drea bajo las grificas de fygdex=1a

x = ¢y evalde para r = 10, 100, 10%, 105, 10", v 10™.
(c) Encuentre el drea total bajo cada curva para x 2 1, si existe.

5-40 Determine si cada integral es convergente o divergente. Evalde
las que son convergentes.

% i 0 I
LI [ 6. Ix
l Br+ 12 . 26 -5

-1 i
J—w 2w o
9. L’ e dy

" 1 :j_\_g

dx

13] li v dx

5. J sen @ dp

e -]
2 dx

7. |
Jroxt 4+ 2x

v =
% l se” ds
Jo

B [

N

P

7. [ dx

Jox O 4+ x®

25. | !

[ -
Jo xln ) a

1 3
97. Jﬂ = dx

. x
. — X
b e da

-1
et

de=

10.

12 |'“7 2 - oY dv

14. -
by
16, i_ cos ot d

e d=
| v

20. "b'_ re”? dr

22, i; Xe Vdx

"t 4
M | prene

s X arctan v
J dx

b {1+ x7)
1

2. | — dy
23—
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14 dx ‘s 4
—m— 30. el by
29. Joz ¥+ 2 J() (x — &) o
ER| | dx
31 J_l-;;d.\ 32 L —-—-———-—\/1——_—-:\-_3
\EE] "t 1
3% | (x— DTy 34. dv
Jn (x ) * -IO 4y — 1 Y
. [ 2 36, |7 csexdx
e -6+ 5 ' .l.-.-uCSCA("
a s 1fx
. [ "’\_, dx 3. o da
i , “ l
39, ‘G > lnzds 40. i; \n/; dx

#+.1% Bosgueje la regidn y encuentre su 4rea (si el drea es finita).

It

4. § = {(x,_v)],rs I, 0=sy=e'}

M

42, S={(x.y)|x= -2, 0=y =}
s S ={xn]0o=y=2/6>+ 9}

A2as S={{x,y)|x=0 0sy=x/(x*+ 9}
Fa5 S={(x.y|0=x< 7/2, 0=y < sec}

Fae S=((x,)|-2<x=0 0=syv=1//x+ 2}

B 47, (a) Siglx) = (sen’x)/x’, use su calculadora o computadora pa-
12 construir una tabla de valores aproximados de |} g{x) dx
para f = 2, 5, 10, 100, 1000 y 10 000. ; Al parecer
17 9(x) dx es convergente?

(b) Use el teorema de comparacién con f{x) = 1/x* para
mostrar que [|" g(x) dx es convergente.

(¢) Tlustre el inciso (b) graficando f y g en la misma pantalla
para | = x = 10. Use su grafica para explicar de manera
intuitiva por qué Ilw glx) dx es convergente.

£ 48. (a) Sig(x) = 1/(v/x — 1), use su calculadora o computadora

para elaborar una tabla de valores aproximados de
3 9{x) dx para ¢ = 5, 10. 100, 1000 y 10 000. ; Al parecer
I g(x} dx es convergente o divergente?

(b) Use el teorema de comparacién con f{x) = 1/\/} para
mostrar que [, g{x) dx es divergente.

(c) Hustre el inciso (b) graficande f y g en la misma pantalla
para 2 =< x = 20. Use su grifica para explicar de forma
intuitiva por qué j.; g(x) dx es divergente.

4% 4% Use el teorema de comparacién para determinar si la integral
es convergente o divergente.

i X f*an 2 “‘{‘* Tt
@ J : dx 50. -—edx

o X+ 1 i X

http://libreria-universitaria.blogspot.com

e+ ] v arctan x
51, J. e d 52. |5
‘) secix - sem’x
53. JO s dx 54, L NG dx
55. La integral
= 1
o i1 d .
[0 N

es impropia por dos razones: el intervalo [0, ) es infinito y el
integrando tiene una discontinuidad infinita en 0. Evaliela
expresdndola como una suma de integrales impropias de tipo 2
y tipo 1 como sigue:

. 1

t1 1 = 1
b Jx (1 +x) d'\—JO Yl +x) dl—i—jl Jr{i+ % dx

56. Evalie

dx

= 1
L xx?—4

con el mismo método que enpled en el ejercicio 55.

Fy

# %4 Determine los valores de p para los cuales la integral
converge, y evalie la integral para esos valores de p.

1 l £ 1
— 4 58, ["——— ax
57 ‘[0 —dx 8 [ e

59. lol x"In xdx

o

60. (a) Evalde la integral | x"¢“dx paran =0, 1,2y 3.
(b) Infiera el valor de j‘; x"e¢ " dx cuando 1 es un entero positi-
vo arbitrario.

(c) Demuestre su conjetura por induccién matemdtica.

(a) Muestre que Jl X dx es divergente.
(b) Muestre que

Iim ’.’ xdx=20

(Rt tEads

Esto muestra que no se puede definir

oo de =i [ 5

02. La rapidez promedio de las moléculas en un gas ideal es

4 M

v=7_;(2RT

donde M es el peso molecular del gas, R es Ja constante de los
gases, T es Ia temperatura del gas y  es la rapidez molecuiar.
Muestre que

32 flo 2
‘0 ple  MOUTERTY gy

8RT

PR i

M



43.

64.

65.

b6,

67.

68,

Se sabe delejemplo 1 que la regidn

P ={(x,y)]x =1, 0=y = l/x} tiene drea infinita.
Demuestre que girando P respecto al eje x se obtiene un sélido
con volunten finito.

Use la informacion v los datos en los ejercicios 29 y 30 de la
seccidn 6.4 con la finalidad de determinar el trabajo requerido
para propulsar un satélite de 1 000 kg fuera del campo gravita-
cional de la Tierra.

Determine la velocidad de escape vo que se requiere para pro-
pulsar un cohete de masa mt fuera del campo gravitacional de
un planeta con masa M y radio R. Use la ley de la gravitacién
de Newton (véase el ejercicio 29 en la seccion 6.4) v el hecho de
que la energia cinética inicial de $mw3 suministra el trabajo
necesario.

Los astrénomos usan una €cnica llamada estereografia estelar
para determinar la densidad de estrellas en un cimulo estelar
de la densidad observada (bidimensional) que se puede analizar
a partir de una fotografia. Suponga que en un cimulo esférico
de radio R la densidad de estrellas depende sélo de la distancia
r desde el centro del ciimulo. Si la densidad estelar percibida
esté dada por ¥(s), donde s es la distancia planar observada
desde el centro del cimulo, y x(r) es la densidad real, se puede
mostrar que

y(s) = JSR —-;j;"w\/-ggwt;;x(r) dr

Si la densidad real de estretlas en un ciimulo es
x(r} = $(R — % encuentre la densidad percibida y(s).

Un fabricante quiere producir liimparas que duren cerca de 760

horas pero, por supuesto, algunas se queman mds ripido que

otras. Sea F(#) la fraccién de las ldmparas de Ia compaiiia

que se queman antes de 7 horas, asi que F{t} yace siempre

entre Oy 1.

{a) Elabore una grifica aproximada de o que considera se po-
drfa parecer la grifica de F.

(b) ¢ Cudl es el significado de la derivada #(r} == F'(r)?

(c) yCudl es el valor de {*r(r) dt? ;Por qué?

Como se verd en la seccién 3.8, una sustancia radiactiva decae de
manera exponencial: la masa en el tiempo 1 es m(z) = m(Q)e*,
donde m(0) es ia masa inicial y & es una constante negativa. El
tiempo de vida media M de un dtomo en la sustancia es

M=—k J[: re*dt

Para el is6topo de carbono radiactivo, *C, emplee el fechado
con radiccarbono, el valor de k is —0.000121. Determine el
tiempo de vida media de un dtomo de "“C.

69.; Determine cdan grande tiene que ser el ntimero « para que

.
[ ==—dx <000
bt

40

70.

ra

n

73.

74

75

76

h

77

+

78

79

80,

SECCION 7.8 INTEGRALES IMPROPIAS

Estime el valor numérico de 10’ ¢~ dx escribiéndolo como la
suma de ¥ e dx y[“ e dx. Aproxime la pri i

ade Jg Xy, x. Aproxime la primera integral
por media de la regla de Simpson con n = 8 y muestre que Ia
segunda integral es mds pequefia que [ ¢ ™ dx. que es menor
que (0.0000001.

51 f(r) es continua para t = 0, la transformada de Laplace de f
es la funcién de F definida por

Fls) = jﬂ Flve " dr

y el dominio de F es el conjunto que consta de los atimeros s pa-
ra los que la integral converge. Encuentre las transtormadas de
Laplace de las siguientes funciones.
() fin=1 (b) fle)=¢' (e} flt) =1
Muestre que si 0 = f(7) = Me® parat = 0. donde M y a son
constantes, por lo tanto la transformada de Laplace F(s) existe
para s > a.

Supanga que 0 = f{1} < Me® y 0 = f(1) < Ke“ parat = 0,
donde £ es continua. Si ta transformada de Laplace def (1) es
F(s) y Ia transformada de Laplace de 7} es G(s), muestre que

G(s) = sF(s) — F(0)

s>a

Si [7, f(x) dx es convergente y a y b son nimeros reales, de-
muestre que "

i flx)ydx + [ Flxydy = - FxX) dy + | flaydx
J - .,Iﬂ .’

3
— b

—y*

. 1o gl
Muestre que j; XV dx = ile

i
4]

Muestre que | e dx == I(: v —In y dy interpretando las inte-
grales como dreas

Determine el valor de la constante C para la cual la integral

r 1 _ C I
L\/e+ra 1+2/)%

converge. Evaltie Ia integral para este valor de C.

Encuentre el valor de la constante € para la cual 1z integral

e x o C I
o \XTH+ 1 3x e+ o

converge. Evalde la integral para este valor de C.

o

Considere que fes continua en [0, %] v lim,—.. flx) = 1. (Es
posible que ‘I‘; JFlx} dx sea convengente?

Demuestre que sia > —1 y b > a + 1. en tal caso la integral
siguiente es convergente

Vi N

— dx
R 1+ .'lj'
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7 REPASO

REVISION DE CONCEPTOS

1. Enuncie la regla para la integraciGn por partes. En la prdctica,
;eomo la emplea?

2, ;Cémo evalla | sen™y cos"x dx sim es impar? ;Qué pasa si n
es impar? ;Qué pasa si tanto mr como i son pares?

3. Sila expresion /a2 — x? ocurre en una integral, jgué sustitu-
" - R - . [ NET o
cidn se podria probar? ; Qué pasa si ocwire Va< + x°7 ;Qué
! G o
pasa si aparece 4/ x* — a*?

&=

i Cudl es la forma del desarrollo en fraccioney parciales de una
funcién racional P(x}/Q(x) si el grado de P es menor que el
grado de O y O(x) s6lo tiene factores lineales distintos? ;Qué
sucede si se repite un factor lineal? (Qué pasa si Q{x} tiene un
factor cuadritico irreducible (no repetido)? ;Qué sucede si se
repite el factor cuadrdtico?

5. Enuncie las reglas para aproximar la integral definida _i:’ Jix) dx
con la regia del punto medio, fa regla del trapecio y la regla de
Simpson. ;Qué esperaria que produjera la mejor estimacion?
;Como aproxima el error para cada regla?

6. Defina las siguientes integrales impropias.
= f=l

g3 L s
{a) | Flx)y dx (b) |M Flxydx (c) imz Jlx)dx
1. Defina la integral impropia l‘i’ Fix) dx para cada uno de los si-
guientes casos.
(a) f tiene una discontinuidad infinita en a.
() f tiene una discontinuidad infinita en b.

(¢) f tene una discontiniidad infinita en ¢, donde @ << ¢ < b.

8. Enuncie ef teorema de comparacion para integrales impropias.

PREGUNTAS DE YERDADERD-FALSO

Determine si el enunciado es verdadero o faiso. Si es verdadero, explique por
qué. Si es falso, expligue por qué o dé un ejempio que refute al enunciado.

x{at + 4) de escribi 4 form A + B
e 8@ prede escribir en fa forma .
yi g e puede SEIMITER I Ty T v
x*+ 4
2. ——— se puede escribir en la forma
x(x” —4)
A B C
=+ + :
X x+2 x -2
x4+ 4 A B
3. ——— se puede escribir en la forma — + .
PRt PR
-4 A B
4, —————— se puede escribir en la formg — + ——.
x4 x 44

.
5. ———ds=1m15
J0oxT o~ i -

|
b. 1 -~z dX es convergente,
P B

7. Si f es continua, por lo tanto |7, f{x) dx = Hm—. §, flx) de.

&

La regla del punto medio es siempre mds exacta que la regla
del trapecio.

9. (a) Toda funcién elemental tiene una derivada elemental.
{b) Toda funcion elemental tiene una antiderivada elemental.

10. Si f es continua en [0, %) y | F(x) dx es convergente, en

seguida !U’ Jix) dx es convergente.

11. 51 f es una funcién continua decreciente en [1, @} y
lim, .. f(x) =0, después §" f{x) dx es convergente.

12 Si |7 floydxy 1.7 glx) dx son convergentes, por lo tanto
17 Lf (e} + g(x)] dx es convergente.

13. Si |7 f(x)dxy |7 g{x) dx son divergentes, luego
[2 L) + g{o)] dy es divergente.

14, Si f{x) = glx) y ‘;'”" glx) dx diverge, en consecuencia l(;‘ fla)de
también diverge.

EJERCICEDS

Nota: En los ejercicios 7.5 se provee practica adicional en ®€enicas
de integracidn.

=40 Evalie la integral.

8 X . 3 her g,
.‘” 10 dx 2 J“ ye dy
rer COs @ " di

3 .|n | +send " i' (2 + 1)

5. !“W sen’ 8 cos” 0 df

~ sen(ln ) dx
7. | sentlng) 8 | —p=
t ¢ — 1
. .\ Jarctan v
9. |: x¥ nxdx 10. |: ““‘"'""El_(:_}# dx
R » X



13. }' e dy

coa— 1
L ey el

17. | xsecx tanx dx

x+ 1

19. ’ 9x* + 6x + 5 dx

1- dy
2'.|_""\/14—_er

dx

3. J xfx -+ ]

C 3 —xt 6 — 4

25. | dx

(x*+ x>+ 2)

Pl

27. ‘ " cos®xy sen 2x dy
)

29. Imll x¥secxdx

3. " —WE‘V‘Q;; L dx
v &
. 32
| \,—-uwx Tz dx

37. } (cos x + sen x)*cos 2x ofx

2x
i xe I
. ——— gl
Joo (1 + 2x)

sen x
1]+ x°

12, |wl dx

" s x4+ 2 "
B .".\‘+2 e

e
20. | 1an’d sec’d df
22, | rev dt

4. | eteosxdx

26. I\ sen L cos x dy

- e+l
28. l 3,’;"-—_——]—-(!);

dx

30, | e

Faf4 X SCR Y
32. |

b cos'y

dx
34. | {arcsen x)° dx

s tan @
36, | ——
‘ l+tan6(

o

38. T dx

i fx +2)

fw/a Aflan 8
—db

49,
-L/J sen 26

dx

41~50 Evalde Ia integral o muestre que es divergente,

41. jl (—1——— dx

25 + 1)
8. | dx
* xinx
ks Inx
a5, [F 22
3 o,/:{d"

n.x
T elx

42,

",
= ]

w
123

dx

4. Jv'& 4y +dx 4+ 5
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e tanly
50. — dx

W1 X

@ 51-32 Evalde la integral indefinida. Hustre y compruebe que su
respuesta es razonable graficando la funcién y su antiderivada

(tome € = 0).

51. | In(x? + 2x + 2) gy

3

. %
52, ‘ W(L\

53. Grafique la funcin f(x) = cos’x sen’x y use [a grifica para
inferir el vaior de la integral j}f” fx) dx. Después evalde la in-
tegrai para confirmar su conjetura,

{85! 54. (a) ;COomo evaluarfa a mano § x%e™** dx? (No realice Iz inte-

gracion.}

(b) (Cémo evaluaria | x%e ™" dx por medio de tablas? (No reali-

ce la evaluacién.)

(¢) Emplee un CAS para evaluar [ xe™ dx.
{d) Grafigue el integrando v la integral indefinida en }a misma

panialia.

55-53 Use la tabla de integrales de las pdginas de referencia para

evaluar la integral,

35, l Va© - 4y~ 3y

57-_ i €0S¥ /4 + sen’y dx

56. ‘ ese’r dr

cot X

V1 4+ 2senx d

8. |

39. Compruebe la formula 33 en la tabla de integrales (a) por deriva-
cidn y (b) por medie de una sustitucidn trigonométrica. '

60.
6

— S

Compruebe la férmula 62 de la tabla de integrales.

+ ¢Es posible hallar un némero # tal que l; x"dx es convergente?

62. ;Para qué valores de a es [ e** cos x dx converzente? Evalde
4 Ji =
la integral para esos valores de a.

63-64 Emplee () la regla del trapecio, (b) ia regla del punto medio
y (¢} la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la tategral dada.
Redondee sus respuestas a seis decimales.

!
| —dx
J2 Iy

64, {‘: Vxcos xdx

5. Estime los errores relacionados con el ejercicio 63, incisos (a)
v (b}. ;Qué tan grande debe ser n en cada caso para garantizar

un error mener que 0.00001?

86. Use la regla de Simpson con n = 6 para estimar el drea bzjo la
curvay = ¢"/xdex=lax =4
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67. La lectura del velocimetro (#) en un automovil se observo a mnter-
vaios de I minuto y se registré en una tabla, Use la regla de Simp-
son para estimar la distancia que recomid el antomévil,

tpetgk [EVEEE HH IFRITST R [T RN T

14 iy

68. Una pobiacién de abejas se incrementd en una proporcion de
(1) abejas por semana, donde la grifica de r es como se
muestra. Use ta regla de Simpson con seis subintervales para
estimar el incremento en la poblacidn de abejas durante las
primeras 24 semanas.

12 000

§ 000 / \

4000

9 4 8 12 16 20 24 f
{3eMAnas)

69

(a} Si f(x) = sen(sen x), emplee una grifica para hallar una
cota superior para | f*x)i.

{b) Use la regla de Simpson con n = 10 para aproximar
17 f{x) dx y emplee el inciso (a) para estimar el error.

{c} (Qué tan grande debe ser n para garantizar que el tamafio del
error al usar S, sea menor gue 0.000017

70. Suponga que se pide estimar el volumen de un balén de futbol
americano. Al hacer la medicién encuentra que un balén de
futbol mide 28 cm de largo. Con una cuerda determina que la
circunferenciz en su punto mds amplio mide 33 em. La circun-
ferencia a 7 cm de cada extremo es 45 c¢m. Use la regla de

Simpson para hacer su estimacioa.

71. Use el teorema de comparacién para determinar si la integral

3
P X

es convergente o divergente.

72. Encuentre el drea de la regién acotada por la hipérbola
y —x'=tlylarectay=3.
73

Encuentre el drea acotada por las curvas y = cos X y ¥ = cos'x
entre x =0y x =

74

Encuentre el drea de la regidn acotada por las curvas

y=1/(2 4+ Vx),y=1/2 - /x)yx=1

Laregién bajo lacurvay = cos™, 0 < x < /2, se hace girar res-
pecto al eje x. Encuentre el volumen del s6lido resuitante.

75

by

76. La regién del ejercicio 75 se hace girar respecto al eje y. Deter-

mine el volumen del sélido resultante.

77. Si f es continua en [0, =2} y lim, ... f(x} = 0, muestre que

[” 00 dx = =7(0)

VO

78

h

Se puede extender la definicién de valor promedio de una fun-
¢itin continua a un intervalo infinito definiendo el valor prome-
dio de f en el intervalo [, «) como

|” Fla) dy

1
te f o= Ja

(a} Encuentre el valor promedio de ¥ = tan™'x en el intervalo
[0, ). y

(b) St flx) =0yl Jo F3) d¥ g divergente. muestre que el
valor promedio de f en el intervalo [a, ) es Hm, ..., f{x), si
existe este [imite.

{c) Si § f(x) dx es convergente, ;cudl es el valor promedio de
f en el intervalo [, 52)?

{d) Encuentre e} valor promedio de v == sen x en el intervalo
[0, ).

79, Use la sustitucion i = 1/x para mostrar que

—dx =10

= Inx
‘D | +x-

La magnitud de la fuerza repulsiva entre dos cargas puntuales
con el mismo signo, una de tamaiio 1 y la otra de tamafio g, es

80

h

q 3
dgyr’

donde r es la distancia entre las cargas y &g €5 una constante.
Bl potencial V en un punto P debido a la carga g se¢ define ceo-
mo el trabajo invertido para llevar una carga unitaria a P desde
el infinito a ko largo de la rectz que une & ¢ y P. Encuentre una
férmula para V.
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st Cubra 12 sclucion de! efemplo e intente
resolverto primerg,

@ Los principios de la resclucidén de problemas
se discuten en la pagina 76.

@ Las graficas de computadera de la figura 1
hacen oue parezca plausible que todas las inte-
grales del ejemplo tengan el mismo valor. La
gréfica de cada integrando se identifica con el
valor correspondiente da a.

0

FIGURA 1

PROBLEMAS ADICIONALES

EJEMPLO |
(a) Demuestre que si f es una funcidén continua, en tal caso

J.: Flx)ydx = [( )ﬁ fla — x) dx

(b) Use el inciso (a) para mostrar que

YT e

I'mfz sen'x T
s sen”x + cosx

para todos los mimeros positivos .

SOLUCION

(a) A primera vista, la ecuacion dada podria parecer un poco desconcertante. ;Cémo es
posible conectar el lado izquierdo con el lado derecho? Con frecuencia las conexiones se
pueden hacer a través de uno de los principios de resolucién de problemas: introducir
algo extra. Aqui el ingrediente extra es una nueva variable. Es comin pensar en introdu-
¢ir una nueva variable cuando se usa la regla de sustitucién para integrar una funcién
especifica. Pero esa técnica atin es Uitil en la circunstancia actual en la que se tiene una
funcidn general f.

Una vez que se piensa hacer la sustitucion, la forma del lado derecho hace pensar que
debe ser 1 = a — x. Después du = —dx, Cuando x = 0, # = ¢; cuando x = a, u = 0.
Asi,

f“f(a —x)dx=— lnf(u) du = Laf(u) du
Ja

El]

Pero esta integral del lado derecho es sélo otra forma de escribir ‘i'; fix) dx. Por lo tanto,
queda demostrada la ecuacién dada.

(b) Sise permite gue la integral dada sea [ v se aplica el inciso {(a) con @ = w/2, se ob-
tiene

dx

/ Jvmfz sen”x “7.',/2 sen™(w/2 — x)
= Tt v =

o sen"x + cos'x doosen®(w/2 — x) + cos'(w/2 — x)
Una identidad trigonométrica bien conocida indica que sen{s/2 ~ x} = cosx y
cos(m/2 ~ x} = sen x, asi que se obtiene

[= ~[f/z cos”x
0 cos"x + sen"x

Observe que las dos expresiones para [ son muy similares. De hecho, los integrandos tie-
nen el mismo denominador. Esto hace pensar que se deben sumar las dos expresiones. Si
se procede de esta manera, se obfiene

=2 sen’x + cos"x w2 .
ZIﬁJ ST TS E J‘cz’;c=j/Ic.lx=--1:f-—
0 2

¢ sen"x -+ cos"x

Por lo tanto, / = w/4. O
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PROBLEMAS ADICIONALES

‘—““‘{ PROBLEMAS |

2.
f——— 14 pulg — 3
FIGURA PARA EL PROBLEMA 1

4.

5.

6.

. ()if S . ‘ | 3

FIGURA PARA EL PROBLEMA 4

7.

8

1. Tres estudiantes de matemdticas han ordenado una pizza de 14 pulgadas. En lugar de cortar

en ta forma tradicional, deciden hacer cortes paralefos, como se ilustra en la figura. Debido
a sus conocimientos de matematicas, pueden determinar ddnde cortar de modo que cada
uno obtenga la misma cantidad de pizza. ;Donde se hacen los cortes?

L]
Evalile | ——du.
Joxt—x

E} método directo seria empezar con fracciones parciales, pero eso serfa cruel. Pruebe con una
sustitucién.

Evalte LI (T=3 = 1 =% dx.

Los centros de dos discos de radio { son una unidad aparte. Encuentre ef drea de la unién
de los dos discos.

Una elipse es cortado por un ¢irculo de radio a. El eje mayor de la elipse coincide con el did-
metro del cfrculo y el eje menor de la elipse tiene una longitud 2b. Demuestre que el 4drea del
resto del circulo es igual al drea de una elipse con semicjes ay ¢ — b.

Una persona parada inicialmente en el punto O camina a lo largo de un muelle jalando un

bote mediante una cuerda de longitud L. La persona mantiene la cuerda recta y tensa. La

trayectoria que sigue €l bote es una curva llamada sractrix y tiene la propiedad de que

la cuerda es siempre tangente a la curva (v8ase Ja figura).

ta) Muestre que si la trayectoria seguida por el bote es ta grifica de la funcidn y = f(x), en
consecuencia

(b) Determine I funcién y = flx).
Una funcion f se define mediante
Jlx) = |0- cos t cos(x — 1) dr O0=xy=<2w

Determine ei valor minimo de f.

. Sin es un entero positivo. demuestre gue

Hmwﬁ=hmm

Muestre que

1 28 ()2

| (1 —x%y dx=#-

Jo (Zn + 1N
Sugerencia: comience mostrando que si /, denota la integral, en tal caso

2k+2

TR

kb
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PROBLEMAS ADICIONAL

7 10. Suponga que f es una funcion positiva tal que f' es continua.
(a) {Como de relaciona fa gréfica de y = f(x) sen s1x con la grifica de v = f{x)? ; Qué sucede
cuando # — ?
(b) Haga una conjetura en cuanto al valor del limite

l
Iim IO F{x) sen nx dx
fomein ]
con respecto a fas grificas del integrando.
(c) Por medio de fa integracion por partes, confirme Ja suposicién que hizo en ef inciso (b).
[Use el hecho de que, puesto que £ es continua, hay una constante M tal gue
|Fix) | =MparaO sy < 1]

N He
1. Si0 < a < b, encuentre h:nl]) {I: [bx + a(l — QT d_r} .

GERE Grafique f{x} = sen{e”) y use Ia grifica para estimar el valor de ¢ tal gue _f{”'f(x) dx esun
miximo. Después encuentre el valor exacto de ¢ que maximiza esta integral.

13

El circulo con radio 1 mosirado en la figura toca fa curva y = | 21| dos veces. Encuentre el
drea de la regidn que yace entre las dos curvas.

14. Se prende un cohete en posicién recta, quemando combustible con una proporcidn constante
de b kilogramos por segundo. Sea » = »(¢) la velocidad del cohete en el instante 7 y suponga
que la velocidad i del gas de salida es constante, Sea M == M{7) la masa del cohete en el ins-
tante ¢ y note que M disminuye cuando se quema el combustible. Si se ignora la resistencia del
aire, se deduce de la segunda ley de Newton que

d
F=MT;:——-ub

FIGURA PARA EL PROBLEMA 13
donde Ia fuerza F = —Mg. Asi,

o
m mE - ub = —My
dr

Sea M; 1a masa del cohete sin combustible, M- Ia masa inicial del combustible y

My = M, + M. Por lo tanto, hasta que se agota el combustible en el tiempo 1 = Mab. ia masa -

es M = My — bt.

(a} Sustituya M = M, — bt en la ecuacion 1 y resuelva 1a ecuacién resultante para v. Use la
condicion inicial #(0) = 0 para evaluar la constante.

(b) Determine la velocidad del cohete en el tiempo 1 == M /b. Bsta se Hama velocidud de
combustible agotade.

{¢) Determine la altura del cohete y == y(1) y el tiempo en que se quema todo el
combustible.

{(d) Encuentre la altura del cohete en cualquier tiempo ¢,

15. Use la integracidn por partes para mostrar que, para toda x > 0,

e sen t i< 2
a
o In(l +x+ 1 In(l + x)

W

16. Suponga que f(1) = f"(1) = 0. f" es continua en [0, 1] y |[f“(x)] = 3 para toda v. Demuestre

que

N I
I”I” Fx)dy = ey
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