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INTEGRALES 7 i

Para calcular un area aproxime una region mediante una gran cantidad de rectzngulos.
El area exacta as el limite de las sumas de ias areas de los rectdngulos.

En el capitulo 2 utilizé los problemas de la tangente y de la velocidad para introducir
la derivada, la cual constituye la idea central del célculo diferencial. De manera muy
semejante, en este capitulo se empieza con los problemas del drea y de la distancia y se
utilizan para formular la idea de integral definida, la cual representa €l concepto bdsico
del cdlculo integral. En fos capitulos 6 y 8 verd como usar la integral para resolver pro-
blemas referentes a voldmenes, longitudes de curvas, predicciones sobre poblacidn,
gasto cardiaco, fuerzas sobre la cortina de una presa, trabajo, superdvit del consumidor
y béisbol, entre muchos otros.

Existe una conexién entre el calculo integral y el cdleulo diferencial. El teorema funda-
mental del célculo relaciona la integral con la derivada y, en este capitulo, vera que sim-
plifica en gran parte la solucién de muchos problemas.
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5.1

AREAS Y DISTANCIAS

&

= Ahora es un buen momento para leer

(o voiver a leer} Presentacidn preliminar del
célculo véase la pagina 2), que analiza las
ideas unificadoras del célculo v le ayuda a
situarse en |a perspectiva de donde esta y hacia
dinde va.
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En esta seccion se descubre que al intentar hallar el drea debajo de una curva o lIa distan-
cia recorrida por un automévil, se finaliza con el mismo tipo especial de Iimite.

EL PROBLEMA DEL AREA

Empiece por intentar resolver el problema del drea: hallar el drea de la regién S que estd
debajo de la curva y = f(x), desde a hasta b. Esto significa que S (figura 1) estd limita-
da por la grifica de una funcién continua f [donde f(x) = 0], las rectas verticales x = a y
x = b, yeleje x.

y

Al intentar resolver el problema del drea, debe praguntarse: ;cudl es el significado de
la palabra drea? Esta cuestion es fdeil de responder para regiones con lados rectos. Para
un rectingulo, se define como el producto del largo y el ancho. El drea de un tridngulo es
la mitad de la base multiplicada por la altura, El drea de un poligono se encuentra al di-
vidirlo en tridngulos (figura 2) y sumar las dreas de esos tridngulos.

I}
A=lw Aﬁg‘bh A=A +A T A+ A,

Sin embargo, no es ficil hallar el drea de una regitn con lados curvos. Todos tiene una
idea intuitiva de lo que es el drea de una regién. Pero parte del problema del 4rea es hacer
que esta idea sea precisa dando una definicidn exacta de drea.

Recuerde que al definir una tangente, primero se obtuvo una aproximacién de la pen-
diente de la recta tangente por las pendientes de rectas secantes v, a continuacion tomé
el Iimite de estas aproximaciones. Siga una idea similar para las dreas. En primer lugar
obtenga una aproximacion de la regién § por medio de rectdngulos y después tome el li-
mite de las dreas de estos rectdngulos, como el incremento del nimero de rectdngulos
En el ejemplo siguiente se ilustra el procedimiento.

i EJEMPLG 1 Use rectdngulos para estimar el drea debajo de la pardbola y = x°, desde
0 hasta [ {la regién parabélica S se ilustra en la figura 3).

0004 En primer lugar, el drea de S debe encontrarse en alguna parte entre 0 y
1, porque § estd contenida en un cuadrado cuya longitud del lado es 1 pero, en
verdad, puede lograr algo mejor que eso. Suponga que divide § en cuatro franjas
81, 82, S5y Sy, al trazar las rectas verticales x =3, x =3 y x = 3 como en la figu-
ra 4(a).

355




356 |j|] CAPITULO 5 INTEGRALES
FIGURA 4
y
Y
ym_\-z
|
0 L ¥
4 2 4
FIGURA 5
FIGURA 6

Aproximacién de S con

ocho rectangulos

(1, 1) + {1.1)

=
i foe
e

{a) (b)

Puede obtener una aproximacion de cada franja por medio de un rectdngulo cuya base
sea Ja misma que la de la franja y cuya altura sea la misma que la del lado derecho de la
propia franja [véase la figura 4(b}]. En otras palabras, las alturas de estos rectangulos
son los valores de la funcién f{x) = x” en los puntos extremos de la derecha de los su-
bintervalos [0, 5], [3. 3], [, 3] y [3. 1]

Cada rectdngulo tiene un ancho de 1y las alturas son ( i)z, (‘)2 G)2 y 1%, Si denota
con R, la suma de las dreas de estos rectdngulos de aproximacion, obtiene

SORTN

A partir de la figura 4(b) se ve que el drea A de S es menor que R, de modo que

F+i-(GP+i-1=35=046875

daj—
Rl
[NTE
b

R4““_""

A < 0.46875

En lugar de usar los rectdngulos de la figura 4(b), es posible optar por los mds pequefios
de la figura 5, cuyas alturas son log valores de f en los puntos extremos de la izquierda de
los subintervalos. {El rectangulo de la extrema izquierda se ha aplastado, debido a que su
altura es 0.) La suma de las dreas de estos rectdngulos de aproximacién es

Le=3-0+ 5 (if +3-G) +5- (G == 021875
El drea de § es mayor que Ls, de modo que se tiene estimaciones superior e inferior

para A:
0.21875 < A < 0.46875

Es posible repetir este procedimiento con un niimero mayor de franjas. En la figu-
ra 6 se muestra o que sucede cuando divide la regién S en ocho franjas de anchos
ignales.

¥ ¥
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/
/
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(a) Usando los punios extremos (b} Usando los puntos extremos
de la izquierda de la derecha
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FIGURA 7

% [En este caso se calcula el fimite de a
sucesion {R.}. En Fresentacion preliminar
del cédiculo se analizaron les sucesiones y en el
capitudo 11 se estudian con detalle. Sus limites
se calculan de la misma manera que los
limites en el infinito (seccidn 2.6), En
Particular, sabe que

lim 1 =0

==
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Al calcular la suma de las dreas de los rectdngulos mds pequefios (Lg) y la suma de
las dreas de los rectdngulos mds grandes (Ry), obtiene mejores estimaciones inferior y
superior para A:

02734375 << A < 0.3984375

De modo que una respuesta posible para la pregunta es decir que el drea verdadera de S
se encuentra en alguna parte entre (0.2734375 v 0.39843735.

Podria obtener estimaciones mejores al incrementar el ndmero de franjas, En la tabla
que aparece a la izquierda se muestran los resultados de cdlculos semejantes {con una
computadora), usando » rectingulos cuyas alturas se encontraron con los puntos extre-
mos de la izquierda (L,} o con los puntos extremos de la derecha (R,). En particular, al
usar 50 franjas, el 4rea se encuentra entre 0.3234 y 0.3434. Con 1000 franjas, lo estrecha
incluso mds: A se halla entre 0.3328335 y 0.3338335. Se obtiene una buena aproximacién,

promediando estos ndmeros: A = 0.3333335. £

- : |
Con base en los valores de la tabla en el ejemplo I, parece que R, tiende a 5 conforme
n crece. Se confirma esto en el ejemplo siguiente.

2% EJEMPLO 1 Para laregién S del ejemplo |, demuestre que la suma de las 4dreas de los
rectdngulos superiores de aproximacién tiende a §; es decir,

lim R, =3
SOLUCION R, es la suma de las dreas de los » rectdngulos de la figura 7. Cada rectangulo tie-
ne un ancho de /1y las alturas son los valores de la funcion f(x) = x” en los puntos
1/n,2/n,3/n, ..., nfn; es decir, las alturas son (/1) (2/nF, (3/n)% ..., (n/n)%. De este
modo,

1
=-—(1+22+ 3+ - + )
En este punto necesita fa férmula para la suma de los cuadrados de los # primeros enteros
positivos:

. , , , nln+ D2+ 1)
1 P+ 224+ 324 e bt
n .

Es posible que ya haya visto esta férmula. Se prueba en el ¢jemplo 5 del apéndice E.
Al agregar la férmula 1 a la expresién para R, obtiene

1 mn + D2n+1) (m+1D2n+ 1)
n’ 6 6n°

Ru =

De modo que

+ 1)(2n + 1 Lfnt1\[2n+1
lion R, = lim St D2t D) )=1im—(” )( L )

[iEded = 6]1 = il n

1 1 1 .
=lim—{1+=]{2+—])=¢{-1-2=} 0
n—= G i 7
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s . . .. C. . 1
Se puede demostrar que las sumas inferiores de aproximacidn también tienden a 3; es
decir,

lim L, = 3

n—rx
Con base en las figuras 8 y 9 parece que conforme n crece, tanto L, como R, se vuelven
cada vez mejores aproximaciones para el drea de §. Por tanto, se define el drea A como el
Ifmite de las sumas de las dreas de los rectdngulos de aproximacioén; esto es,

EE=Z=] En Visual 5.1 puede crear figuras como
la 8y 9 para otros valores de 7. A=limR,=HmL, =}

n— 7

¥
B
n=10 R,=0.385 7 n=30 Ry=0.3502 q n=350 Ryq=0.3434 7

e
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FIGURA 9
El drea es aquel ndmero que es menor Aplique la idea de los ejemplos 1 y 2 a la regién mds general § de la figura 1.
que todas las sumas superiores y Empiece por subdividir S en n franjas Sy, Sa, ..., S. de anchos iguales, como en la

mayor que todas las sumas inferiores .
figura 10.

¥

y=fx

Xl X, e Xy b x

FIGURA 10
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El ancho del intervalo {a, &] es b ~ «, de modo que el ancho de cada una de las » fran-
jas es

b a
n

Ax =

Estas franjas dividen el intervalo [a, b] en » subintervalos

Leos il [ x2] [l vy [ 2l
donde xy = a y x, = b. Los puntos extremos de la derecha de los subintervalos son
xi=a+ Ax,
Xa=a+ 2Ax,
x3=a+ 3Ax,

Obtenga una aproximacion de la i-ésima franja, 5, con un rectdngulo con ancho Ax y
altura f(x;), que es el valor de f en el punto extremo de la derecha (véase la figura 11).
Después, el drea del i-ésimo rectingulo es f(x;) Ax. Lo que concebid de manera intuiti-
va como el drea de § que se aproxima con la suma de las dreas de estos rectingulos, la
cual es:

R, =flx)) Ax + f(xa) Ax + -+« + f{x,) Ax

0 a4 X XAy Ny X b X

En la figura 12 se muestra esta aproximacion para n = 2, 4, 8 y 12. Advierta que esta
aproximacién parece mejorarse a medida que se incrementa la cantidad de franjas; es
decir, cuando 1 — <, Por consiguniente, se define el drea A de la regién § de la manera si-
guiente:

FiGURA 12

=4 (=8 (dyn=12
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DEFINICION El drea A de la regién S que se encuenira debajo de la gréfica de la
funcion continua f es el limite de la suma de las dreas de los rectdngulos de
aproximacion:

A=ImR,= lim [Fx) Ax + flxs) Ax + -+ -+ flx) Ax]

Se puede probar que el limite de la definicién 2 siempre existe, porque se supone que
f es continua. También es posible demostrar que se obtiene el mismo valor con los puntos
extremos de la izquierda:

A= lim L, = lim [flxa) Ax + flx) Ax + -+ + flxns) Ax]

De hecho, en lugar de usar los puntos extremos de la izquierda o los de la derecha, po-
dria tomar la altura del i-ésimo rectingulo como el valor de f en cualguier nimero xF
en el i-ésimo subintervalo [x;-), x;]. A estos nimeros x;', x3', . .., X se les llaman puntos
muestras. En la figura 13 se presentan los rectdngulos de aproximacion cuando se eligen
puntos muestras diferentes de los puntos extremos. De suerte que una expresion mis gene-
ral para el drea de Ses

A = Iim [ () Ax + fFef) Ax + - -+ + f(x)) Ax]
e
N
- Ax
AN i
AN : |
, I
R EREIEEE
; L] el
i ; i ! H H
i H t i § i i i
i i i i
i H §
0 a ¥ I v, ]\, .\',mii X, Xy ! b ¥
v ) x5 Y] Xy
FIGURA 13
Esto indica yue A menudo se usa Ia notacién sigma para escribir de manera mds compacta las sumas
feTIne co o= : con muchos términos. Por ejemplo
Esto imdica que a
hay que suimar. " 2 flxpAx u
i=m 2 Fx) Ax = ) Ax + fla) Ax + -+ + flx) Ax

Esto mdica que hay -
GUE CIPTRZAT CON /= /R,

Con lo cual las expresiones para el drea, que se dan en las ecuaciones 2, 3 y 4, se pueden
escribir como:

hH
Si necesita practicar |z notacion sigma ves A = lm Ef(-’v) Ax
los ejemplos e intente resolver algunos de los we 0

gjemplos del apéndice E. .
A=1im X flxi) Ax

R
L |

A= lim 3, flaf) Ax

—
B2 ey
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También podria volver a escribir la férmula 1 de esta manera;

nln + 12 + 1)
6

L
2, it =
==

EJEMPLO 3 Sea A el drea de la regién que estd debajo de la gréifica de f(x) = ¢™, entre
x=0yx=72

(a) Conlos puntos extremos de la derecha, encuentre una expresion para A como un li-

mifte. No evalde ese [{mite.

(b) Estime el drea al tomar los puntos muestras como los puntos medios y con cuatro sub-
intervalos; luego con diez subintervalos.

soLyCion
{a) Comoa =0yb =2, el ancho de un subintervalo es
2—-0 2

Ax = =
il 1

Por lo tanto, x = 2/n, x2 = 4/n, x5 = 6/, x; = 2i/n y x, = 2n/n. La suma de las
dreas de los rectdngulos de aproximacién es

Ry =fxi) Ax + f(x2) Ax + - - o+ flx,) A

= MAx+ e Ax + - + e W Ax

o f 2 2 2
— e—..,n'n (_) + e--i/n(__) 4o e“‘.ﬂ‘n/u(_)
i H n

De acuerdo con la definicién 2, el drea es

2 ,
A=1mR, = lim — (g7 4 g™ 4 =0 4 ... 4 pminfny

n n-rw

Si se vsa la notacién sigma, se podria escribir

2 & i
A= lim = Y, 72"
LRSI | )
Es dificil evaluar este limite directamente a mano, no asi con la ayuda de un sistema al-
gebraico para computadora {véase el ejercicio 24). En la seccién 5.3 halla A con mis
facilidad, aplicando un método diferente.
(b} Con n = 4, los subintervalos de ancho igual, Ax = 0.5, son [0, 0.5], [0.5, 1], [1, 1.5]
y [1.5, 2]. Los puntos medios de estos subintervalos son x¥ = 0.25, x5 = 0.75, x§ = 1.25 y
xif = 1.75, y la suma de las dreas de los cuatro rectangulos de aproxiracién (véase la fi-
gura 14) es

F(0.25) Ax + F(0.75) Ax + £(1.25) Ax -+ F(1.75) Ax
= 7 "¥0.5) + ¢7%(0.5) + ¢7'F(0.5) + e 0.5)
j— %(8_0'25 + e—l}.?S + 8_]'25 + e-l.?:‘s) - 0.8557

De este moedo, una estimacion para el drea es

A = 0.8557
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FIGURA 15

Con n = 10, los subintervalos son [0, 0.2],[0.2, 0.4], . . ., [1.8, 2] y los puntos medios
son xF = 0.1, x¥ = 0.3, xF = 0.5,..., x{f = 1.9. Por consiguiente,

A = M = £(0.1) Ax + £(0.3) Ax + f(0.5) Ax + - - + £(1.9) Ax
=020+ e + ™+ -+ e7?) = (.8632

Con base en la figura 15, parece que esta estimacién es mejor que la que se hizo conn = 4.
3

EL PROBLEMA DE LA DISTANCIA

Considere ahora el problema de la distancia: hallar la distancia recorrida por un obje-
to durante cierto periodo, si se conoce la velocidad del objeto en todos los momentos. (En
cierto sentido, éste s el problema inverso del que se analizd en la seccién 2.1.) Si la veloci-
dad permanece constante, entonces el problema de la distancia es facil de resolver por
medio de la férmula:

distancia = velocidad X tiempo

Pero si la velocidad varfa, no es fdcil hallar la distancia recorrida. Investigue el problema
en el ejemplo siguiente,

7 EJEMPLO 4 Suponga que el odémetro del automévil estd averiado y que desea estimar
la distancia que ha recorrido en 30 segundos. Las lecturas del velocimetro cada cinco
segundos estdn registradas en la tabla siguiente:

o]
LA
Loy
<

Tiempo (s} 0 5 10 15 20

Yelocidad (nl/h) 7 21 24 29 32 31 25

Para tener el tiempo y la velocidad en unidades coherentes, convierta las lecturas de
velocidad a pies por segundo (1 mi/h = 5280/3 600 pies/s):

Tiempo (s) 0 5 10 I5 20 25 30

43 47 46 4]

ol
L
wh

Velocidad {pies/s)| 23

Durante los primeros cinco segundos, la velocidad no cambia mucho, de modo que
puede estimar la distancia recorrida durante ese tiempe al suponer gue la velocidad es
constante. Si la considera igual a la velocidad inicial (25 pies/s), por lo tanto obtiene la
distancia aproximada recorrida durante los primeros cinco segundos:

25 pies/s X 55 = 125 pies

De manera andloga, durante el segundo intervalo, la velocidad es aproximadamente
constante y se toma como la velocidad correspondiente a ¢ = 5 s. De modo que la
estimacidn para la distancia recorrida desde ¢ = 5 s hastat = 10 s es

31 pies/s X 55 = 155 pies

Si suma las estimaciones semejantes para los otros intervalos de tiempo, obtiene una
estimacion para la distancia total recorrida:

(25 X 5) + (31 X 5) + (35 X 5) + (43 X 5) + (47 X 5) + (46 X 5) = 1135 pies

i
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Con igual propiedad podria haber usado la velocidad correspondiente al final de cada
periodo, en lugar de la velocidad al principio de los mismos, como la supuesta velocidad
constante. En tal caso las estimaciones quedarian

(31 X 5) + (35 X 5) + (43 X 5) + (47 X 5) + (46 X 5) + (41 X 5) = 1215 pies

Si buscara una estimacién mdés exacta, habria tomado las lecturas de la velocidad cada
dos segundos o cada segundo. O

Tal vez los calculos del ejemplo 4 le recuerden las sumas usadas al principio para esti-
mar }as dreas. La semejanza se explica cuando dibuja una grifica de la funcién de veloci-
dad del automévil de la figura 16 y dibuja ractingulos cuyas alturas son las velocidaes
iniciales de cada intervalo. El drea del primer rectdngulo es 25 X 5 = 125, lo que también
es su estimacion de la distancia recorrida en los primeros cinco segundos. De hecho, el
drea de cada rectdngulo se puede interpretar como una distancia, porque la altura represen-
ta velocidad y el ancho al tiempo. La suma de las dreas de los rectdngulos de la figura 16
es Lg = 1 135, lo cual es la estimacién inicial de la distancia total recorrida.

En general, suponga que un objeto se mmeve con velocidad ¢ = £(1), en donde
a<t=<by f() = 0 (de modo que el objeto siempre se mueve en la direccién positiva).
Tome las lecturas de la velocidad en los instantes t (= a), #;, 2. . - ., £, (= b), de forma que
Ia velocidad sea aproximadamente constante en cada subintervalo. Si estos instantes estin
igualmente espaciados, después el tiempo entre lecturas consecutivas es Ar = (b — a)/n.
Durante el primer intervalo, la velocidad es mds o menos (%) vy, por consiguiente, la dis-
tancia recorrida es alrededor de f{#) Ar. De manera andloga, Ia distancia recorrida durante
el segundo intervalo es alrededor de f(#) At v Ia distancia total recorrida durante el inter-
valo [a, &] es poco més o menos

Flto) At -+ () At + -+ + (o) At = ﬁf(;,-_,)m

Si usa la velocidad en los puntos extremos de la derecha, en lugar de los puntos extremos
de Ia izquierda, su estimacién para la distancia total se convierte en

Fl) Ar + f@) At 4 -+ + FL) Ar = if(ﬂ')At

Entre mayor sea la frecuencia con que se mide la velocidad, més exactas se vuelven las es-
timaciones, de modo que parece plausible que la distancia exacta d recorrida sea el lfmite
de esas expresiones:

H d = lim 3 flie) At = lim 3 £0) A

N ey

En la seccién 5.4 verd que, en efecto, esto es verdadero.

En virtud de que la ecuacidn 5 tiene 1a misma forma que las expresiones para el drea, da-
das en las ecuaciones 2 y 3, se concluye que la distancia recorrida es igual al drea debajo de
la grifica de la funcién de velocidad. En los capitulos 6 y 8 verd que otras cantidades de in-
terés en las ciencias naturales y sociales como el trabajo realizado por una fuerza variable
o el gasto cardiaco también pueden interpretarse como el drea debajo de la curva. De modo
que cuando calcule dreas en este capitulo, tenga presente que pueden interpretarse de diver-
sas maneras pricticas.
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5.1 | EJERCICIOS

1. (a) Lea los valores a partir de la grifica dada de f. use cinco rec-
tdngulos para hallar una estimacion inferior y una superior
para el drea debajo de esa grafica dada de f, desde x = 0
hasta x = 10. En cada caso, dibuje los rectngulos que use.
{b) Encuentre nuevas estimaciones usando diez rectingulos en
cuda caso,

v
|1
|
3 y=flx)
0 5 10 x

[2) (2} Use seis rectdngulos para encontrar estimaciones de cada
tipo para el drea debajo de fa gréfica de f desde x = O hasta
x =12
(1) Ly (los puntos muestras son los puntos extreimos
de la izquierda)
(if) R (los puntos muestras son los puntos extremos
de la derecha)
(iii} M, (los puntos muestras son los puntos medios)
(b) ;L sobreestima o subestima el drea verdadera?
(c) (R, sobreestima o subestima el drea verdadera?
(d) ;Cudl de los nimeros Ls, Ry, 0 M, da la mejor estimacidn?
Expligue la respuesta,

3

0 4 3 12 x

3. (a) Estime el drea debajo de la gréifica de f(x) = cosx desde
x = 0 hasta x = ®/2, usando cuatro rectingulos de aproxima-
cidn y los puntos extremos de Ja derecha. Dibuje la curva y
los rectdngulos de aproximacion. ;Su estimacion s una su-
bestimacion o una sobrestimacién?
{b) Repita el inciso {a), con los puntos extremos de la izquierda,

Estime el drea debajo de la grifica de f{x) = Jx desde x
= 0 hasta x = 4 usando cuatro rectingulos de aproxima-
cién y puntos extremos de la derecha. Trace la grfica y los
rectdngulos. ;Su estimacidn es una sobrestimacion o una
subestimacién?

(b} Repita el inciso {a) con los puntos extremos de la

izquierda.

ta) Estime el drea debajo de la grafica de f(x) = | + x*de x
= —| hasta x = 2 con tres rectdngulos de aproximacién y

4. (a

—

Y

puntos extremos de la derecha. Enseguida mejore su esti-
macién usando seis rectdngulos. Dibuje la curva y los rec-
tdngulos de aproximacion.

(b} Repita el inciso (a) usando los puntos extremos de la
izquierda.

{c) Repita el inciso {a}) usando los puntos medios.

{d) Con base en sus dibujos de los incisos (a) a (c), ;cudl pare-
ce ser fa mejor estimacién?

6. (a) Trace la grifica de Ia funcion f(x) = e, -2 s x =2,

(b) Estime el drea debajo de la grifica de f con cuatro rectdn-
gulos de aproximacién y considerando que los puntos mues-
teas son {i) los puntos extremos de la derecha y (ii) los
puntos medios. En cada caso, trace la curva
y los rectdngulos.

(c) Mejore sus estimados del inciso (b) utilizando 8 rectin-
gulos.

7~% Caon una calculadora programable (o una computadora) es posi-
ble evaluar las expresiones para las sumas de las 4reas de los rectdn-
gulos de aproximacién, incluso para valores grandes de n, con el uso
de lazos. (En una TI, use ei comando Is> o un rizo For-EndFor, en
una Casio, use Isz, en una HP o en BASIC, use un lazo FOR-NEXT.)
Calcule la suma de las dreas de los rectdngulos de aproximacion;
use subintervalos ignales y los puntos extremos de la derecha, para
=10, 30, 50 vy 100. Luego, infiera el valor del drea exacta.

7. Laregion debajo de y = sen x* desde 0 hasta 1.
8. La region debajo de y = cosx desde 1 hasta w/2.

%% 9. Algunos sistemas algebraicos para computadora tienen coman-

dos que dibujan los rectdngulos de aproximacién y evaldan las

sumas de sus dreas, por lo menos si x¥es

un punto extremo de la izquierda o de la derecha. (Por ejem-

plo, en Maple, use Tefthox, rightbox, leftsum, y

rightsum.)

(a) Si fix) = U(x* + 1),0 = x < I, encuentre las sumas iz-
quierda y derecha para n = 10, 30 y 50.

(b} Ilustre mediante el trazado de las gréficas de los
rectdngulos del inciso (a).

{c) Demuestre que el drea exacta debajo de f se encnentra en-
tre 0.780 y 0.791

510, (2) Si f(x) = lnx, 0791 < x < 4, use los comandos que se

analizaron en ¢l gjercicio 9 con el fin de hallar las sumas jz-
quierda y derecha, para n == 10, 30 y 50.

(b) Ilustre trazando las gréficas de los rectingulos del inciso
(a).

(c) Demuestre que el drea exacta debajo de f se encuentra en-
tre 2.50 y 2.59.

La rapidez de una competidora aumentd de manera constante
durante los tres primeros segundos de una carrera. En a tabla se
da s rapidez a intervalos de medio segundo. Encuentre las es-
timaciones inferior y superior para la distancia que recorrio du-
rante estos tres segundos.

[RES! { A 1.0 [N 20 2.5 30
ppenssit 4} 6.2 R B 18.1 19.4 R




12. En la tabld se proporcionan las lecturas del velocimetro de una

motocicleta a intervalos de 12 segundos.

(a) Estime la distancia recorrida por la motocicleta durante este
pertodo usando las velocidades al principio de los interva-
[os.

{b) D¢ otra estimacién usando las velocidaddes al final de los
periodos.

(c) ;Sus estimaciones de los incisos (a) y {b) son estimaciones
superiores e inferiores? Explique su respuesta,

48] 0 12 24 36 48 6t

v (ples/sy 30 23 23 22 24 7

13. Se fugd aceite de un tanque en una cantidad de #(r) litros por
hora. La proporcion disminuyé conforme transcurrié el tiempo
y los valores de la cantidad en intervalos de dos horas se mues-
tran en la tabla. Halle estimaciones inferiores y superiores para
la cantidad total de aceite que se fugd.

1 (b} 0 2 4 6 8 10

TNV 8.7 7.6 6.8 6.2 5.7 5.3

14. Cuando estima distancias a partir de datos de la velocidad, a
veces €5 necesario usar instantes fo, £y, &2, fi. . . ., qUE 110 estdn
igualmente espaciados. Aln asi, puede estimar las distancias
usando los periodos Af, = #; ~ 1,_;. Por ejemplo, ef 7 de mayo
de 1992, el trasbordador espacial Endeavour fue lanzado en la
misidn STS-49, cuya finalidad era instakar un noevo motor de
impulso en ¢l perigeo en un satélite Intelsat de comunicacio-
nes. En la tabla, proporcionada por la NASA, se dan los datos
de la velocidad del trasbordador entre el despegue y el des-
prendimiento de los cohetes auxiliares de combustible sélido.

Hechoe Tiempo {s)| Veloctdad (piesssy
Lanzamiento 0 0
[nicio de la maniobra de gire in 183
Fin de ta maniobra de giro i35 3y
Vilvula de estrangulacion af 89G 20 447
Vilvula de estrangulacidn al 67% A2 F42
Vilvala de estrungulacion ol 104 59 1325
Presion dindmica mixima 62 1445
Separacidin del cohete auniliar de

comibustible solido 125 4151

Utilice estos datos con objeto de estimar la altura por arriba de
la superficie de la Tierra a la que se encontré el Endeavour, 62
segundos después del lanzamiento.

Se muestra la grafica de la velocidad de un automévil al frenar.
Usela para estimar la distancia que recorre mientras se aplican

los frenos.
v
(piesfs)
60 \
40
20 \
\\
o 2 4 6 !
(segundos}
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16. Se muestra ta grifica de velocidad de un automévil que acelera
del estado de reposo hasta una velocidad de 120 km/h durante
un periode de 30 segundos. Estime la distancia recorrida duran-
te este periodo.

v
(km/h)

&0

40 /

9 10 20 30
(segundos)

17-19 Recurra a la defincién 2 para hallar una expresién para el drea
debajo de la grifica de f como limite. No evalie el limite,

I=x=16

17. fx} = ¥,

E -
18 flx)=—=, 3=y=10

19, f{x) = xcosxy, Osx=7/2

20-21 Determine una region cuya frea sea igual al Hmite dado.
No evaliie el limite.

noA a5 HE
me2:@+i)

n—x 0 n

T i

21]) lim 3 ~— tan —

B R ey 4n 4n

22. (a) Aplique Ja definicién 2 para encontrar una expresién para el
drea debajo de la curva y = x° desde ( hasta | como limite.
{b) La férmula siguiente para la suma de los cubos de los pri-
meros 1 enteros se prueba en el apéndice E. Usela para eva-
luar el Ifmite del inciso {a}.

+ 0P
13+23+33+~--+113=[¥:}

(5] 23. (a) Exprese el drea debajo de la curva y = x*desde 0 hasta 2 co-

mo limite.

(b) Utilice un sistema algebraico para computadora a fin de en-
contrar la suma de su expresion del inciso (a).

(¢) Evalte el limite del inciso (a).

{(3%124. Halle el frea exacta de la regién debajo de la grifica de

¥y == ¢"*desde 0 hasta 2 utilizando un sistemna algebraico

para computadora con objeto de evaluar la suma y enseguida
el limite del ejemplo 3(a). Compare su respuesta con la esti-
macién obtenida en el ejemplo 3(b).
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25. Encuentre el drea exacta debajo de la curva y = cos x, desde n tridngulos congruentes con dngulo central 2m7/n, demues-
x = 0 hasta x = b, en donde 0 = b = /2. {(Use un sistema tre que
algebraico para computadora para evaluar la suma y calcular el 2
limite.) En particular, jeudl es el drea si b = af2? Ay = %m-zsen(—:)
26, (a) Sea A, el 4rea de un poligono con n lados iguales, inscrito (b) Demuestre que [im,._. A, = ", [Sugerencia: use la ecua-
en un circulo con radio r. Al dividir el poligono en cién 2 de la seccidn 3.4.]

5.2 LA INTEGRAL DEFINIDA

En la seccién 5.1 vio que surge un limite de la forma

1] lim if(x?‘) Ax = JI_I)I;IC [FG) Ax + fxf) Ax + - -+ + flxi) Ax]

@®
n—r i=1

cuando se calcula un drea. También vio que aparece cuando intenta hallar la distancia
recorrida por un objeto. Resulta que este tipo de limite se presenta en una amplia varie-
dad de situaciones, incluso cuando f no es necesariamente una funcién positiva. En los
capitulos 6 y 8 verd que también surgen limites de la forma (1) al hallar longitudes de
curvas, volimenes de sélidos, centros de masa, la fuerza debida a la presién del agua y
el trabajo, asi como otras cantidades. De modo que tienen un nombre y una notacion

especiales.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
]
|
|
i
[Z] DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA Si f es una funcién continua definida pa- }
raa < x < b, divida el intervalo [a, b} en r subintervalos de igual ancho
Ax = (b — a)/n. Haga que xo (= @), X1, X2, ..., X, (= b) sean los puntos }
extremos de estos subintervalos vy elija xf, x5, . .., xF como los puntos muestras
en estos subintervalos, de modo que xf° se encuentre en el i-€simo |
subintervalo [ x;, x;]. Entonces la integral definida de /, desde a hasta b, es i
|
l
|
|

[} 7 dx = tim 3 7

siempre que exista este limite, i existe, f es integrable en [a, &].

El significado exacto del limite que define a las integrales como sigue:

Para cualquier numero & > 0 existe un entero N tal que

Ibf(x) dx — if(xf) Ax|< e

a i=1

para cualquier entero n > N y para cualquier seleccion de xFen [x -, xil

Leibniz introdujo el simbolo f y se llama signo de integral. Es una § alargada
y se eligi6 debido a que una integral es un limite de sumas. En la notacion ¢ f(x)dx, f (x)
se llama integrando, y a y b se conocen como los limites de integracion; a es ¢l limite
inferior v b es el limite superior. El simbolo dx no tiene significado en si; todo ;: flx)dx
es un sfmbolo. La dx indica simplemente que la variable independiente es x. El procedi-
miento para calcular una integral se llama integracién.




[RIEANN

Bernhard Riemann recibié su doctorado en
Filosoffa bajo fa direccién del legendario
Gauss, en la Universidad de G5ttingen, y per-
manecid alll para ensefiar. Gauss, guien no
tenfa el habite de elogiar a otros mateméticos,
habld de "la mente creativa, activa, en verdad
matemética y 1 gloriosamente fértil originali-
dad” de Riemann, La definicion (2) de integral
se debe a Riemann, También hize colaboraciones
importantes a la teorfa de funciones de una
variable compleja, a la fisicomatemética, a

la teoria de ndmeros v a los fundamentos de la
geometria. El amplio concepto de Riemann del
espacio y de la geometria resulid ser, 50 afios
més tarde, el apoyo correcto para la teorfa
general de la relatividad de Einstein. La salud
de Riemann fue mala durante toda su vida v
murid de tuberculosis a los 39 afios.

FIGURA 3
3 f{xf) Ax es una aproximacién
al drea neta

y
L y=fw

0

FIGURA 4
£

Jﬂ fix)dx es el drea neta
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(974 2] La integral definida [? f(x) dx, es un nimero; que no depende de x. De hecho,
podria utilizar cualquier letra en lugar de x, sin cambiar ¢l valor de lIa Integral:

[[fedr=["rar= [ royar

12072 3. La suma

S £ Ax

fe=]

que se presenta en la definicidn 2 se Hama suma de Riemann, en honor del matemé-
tico alemdn Bernhard Riemann (1826-1866). De tal manera que 1a definicién 2 menciona
que la integral definida de una funcién integrable pueda aproximarse dentro de cualquier
grado de exactitud mediante la suma de Riemann.

Sabe que st f es positiva, luego 1a suma de Riemann puede interpretarse como una su-
ma de dreas de los rectingulos de aproximacién (véase la figura 1). Al comparar la defi-
nici6n 2 con la definicién de drea de la seccidn 5.1, tiene que la integral definida §” f(x) dx
se puede interpretar como e] drea debajo de la curva y = f(x), desde @ hasta b (véase la
figura 2).

y ¥

0 o X 0

FIGURA T FIGURA 2
Si fixy= 0, la suma de Riemann = f(xF) Ax

es la suma de las dreas de los rectingulos

B
Ja

Si fixy =0, la integral [ fixldxeseldrea
debajo de la curva y = f(x) desde @ hasta b

3i f toma valores tanto positivos como negativos, como en la figura 3, después la suma
de Riemann es la suma de las dreas de los rectdngulos que se encuentran arriba del eje x
y las negativas de las dreas de los rectingulos que estin debajo del eje x (las dreas de los
rectingulos en oro menos las dreas de los rectdngulos en azul). Cuando toma el limite de
esas sumas de Riemann, obtiene la situacidn que se ilustra en la figura 4, Una integral
definida puede interpretarse como un drea neta, es decir, una diferencia de dreas:

Lbf(x) dx = A; - Ag

donde A, es el drea de la regidn arriba del eje x y debajo de la grifica de f y Az correspon-
de a la regién debajo del eje x y arriba de la grifica de f.

[Hiird; Aunque ha definido j': Ff(x) dx dividiendo [«, b] en subintervalos del mismo an-
cho, hay situaciones en las que resulta ventajoso trabajar con intervalos de ancho desigual.
Por ejemplo, en el gjercicio 14 de la seccidn 5.1, la NASA proporciond datos de velocidad
en tiempos que no estaban igualmente espaciados, pero aun asi fue capaz de estimar la
distancia recorrida. Y existen métodos pard 1a integracion numérica que aprovechan los su-
bintervalos desiguales.
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§i los anchos del subintervalo son Ax, Axs, ..., Ax,, debe asegurarse de que todos es-
tos anchos tiendan a 0 en el procese de detrerminacién de Ifmites. Esto sucede si el ancho
mis grande, max Ax; tiende a 0. De manera que en este caso la definicion de una integral
definida se convierte en

jbf(x) dx = 1lm Ef(x, Ax;
o mix Ay i=1

40T 5| Ha definido la integral definida para una funcién integrable, pero no todas las
funciones son ntegrables (véase ejercicios 67-68). El teorema que sigue muestra que la
mayor parte de las funciones que usualmente acontecen en realidad son integrables. Esto
se comprueba en cursos mds avanzados.

[3] TEOREMA Si f es continua en [a, b], o si f tiene inicamente un ndmero finito
de saltos discontinuos, en tal caso f es integrable en [a, b]; es decir, la integral
definida ' Flx) dx existe.

Si f es integrable en [a, b], después el Iimite en la definicién 2 existe y pro-
porciona el mismo valor, no importa cémo seleccione el punto muestra x*, Para
simplificar los cdlculos de la integral con frecuencia tomamos los puntos muestra
los extremos de la derecha. Por lo tanto xi* = X/ y la definicién de una integral se
simplifica como sigue.

[4] TEOREMA Si f es integrable en [a, D], por lo tanto

J flx)dx = lim Ef

— -
J!',l

b —a

R

donde Ax = y xip=a + P Ax

EJEMPLO | Exprese

»n

lim 2, (x] + x;sen x;) Ax

A==y

como una integral en el intervalo [0. 7).

soLuCioN Al comparar el limite dado con el limite en el teorema 4, serd idéntico si
elige f(x) = x* + x sen x. Puesto que @ = 0 y b = . Por consiguiente, mediante el
teorema 4

i

Iim 2, (x} + x;senx;) Ax —J (x> + x sen x) dx &

-
H"l

-

Mis adelante, cuando aplique Ia integral definida a situaciones fisicas, serd importante
reconocer los limites de sumas como integrales, como en el ejemplo 1. Cuando Leibniz eli-
gi6 la notacién para una integral, escogié los ingredientes para recordar el proceso de tomar
el iimite. En general, cuando escribe

Hm E F(F) j‘b Flx)dx

o

j=1

reemplaza 1fm = con |, x" con x y Ax con dx.
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- EVALUACION DE INTEGRALES

Cuando aplica la definicién para evaluar una integral definida, necesita saber cémo trabajar
con sumas. Las tres ecuaciones siguientes dan las férmulas para las sumas de potencias de
enteros positivos. Es posible que conozca la ecuacién 5 desde un curso de dlgebra. Las ecua-
ciones 6 y 7 se analizaron en la seccién 5.1 y se prueban en el apéndice E,

< nln + 1)

o ., e+ 12+ 1)
2 = 6

nin + 1)

Las formulas restantes son reglas sencillas para trabajar con la notacién sigma:

n
Ecmnc

f=1

@ Las formulas 8 a 11 se prueban escribiendo

cada uno de los miembros en forma desarroila- # n

da. El fado izquierdo de la ecuacién 9 es [9] >oca;i=c > a;
ca) + cas + -+ + ca, =1 =t

El lado derecho es u u "
clartar - toal) o] 2laitby=2a+ Xb

i=1 P=1 ]

For la propiedad distributiva, éstas son iguales,
Las otras formulas se analizan en el apéndice E.

n i(ai“bi)zéaimibi

i=| =

EEMPLO 2
(a) Evalde la suma de Riemann para f(x) = x* — 6x, tomando los puntos muestras de
los puntos extremos de laderechaya = 0,h =3 yn = 6.

(b) Evalde j; (x* — 6x) dx.

soLuCIOn
(a) Con n = 6 el ancho del intervalo es

ey
R

R

_b—a

Ax

_3-0_1
6 2

i

y los puntos extremos de la derecha son xy = 0.5, 2, = 1.0, x3 = 1.5, x; = 20,x5=25y
xg = 3.0. De modo que la suma de Riemann es

Re = if(xs) Ax

i=]
= f{0.5) Ax + f(1LO) Ax + f(1.5) Ax + f(2.0) Ax + £(2.5) Ax + F(3.0) Ax
= 1(~2.875 ~ 5 — 5625 — 4 + 0.625 + 9)
= —3.9375
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it

¥

FIGURA 5

= £n la suma, n es una constante |diferente
de &, por eso puede mover 3/n enfrente del
signe ..

FIGURA 6
[ =6mdr=4,-4,=-6.75

FIGURA 7
Ry = —6.3998

Advierta que f no es una funcidn positiva, por lo que la suma de Riemann no representa
una suma de dreas de rectdngulos. Pero si representa la suma de las dreas de los rectdn-

gulos de color oro {que estdn arriba del eje x) menos la suma de las dreas de los rectdngulos
de color azul (que estdn abajo del eje x) de la figura 5.

(b} Con n subintervalos, tiene

n n

Por consiguiente, xp = 0, x; = 3/n, X2 = 6/n, x5 = 9/n, y, en general, x; = 3i/n. Dado
que usa los puntos extremos de la derecha, puede utilizar ¢l teorema 4:

[ = 6x)ax = lim S sy Ax = lim Ef(%) 3

A= e} X fem} i)

a | 3 3
. i
= lim — 2, —
M= | R

3o ]27 1
=lm=2 mi3m—si}

#E T ey | i H

81 n a 54 H'.
[FE* - 2}

R =1

8l | nln+ 1317 34 nn+ 1
vl i B - — {Ecuaciones 7y 3}
n 2 n- 2

b4

= —§.75

(Laccuacidn Yeone = 3n)

= lim

nroe

{Ecupciones 11y W)

= lim

I

I
L8
| —
A!E
P
—
.{_

|
|
|

]
I
|

Esta integral no se puede interpretar como un drea porque f toma tanto valores positivos
como negativos; pero puede interpretarse como la diferencia de dreas A, ~ Az, donde A,
y Az se muestran en la figura 6.

En la figura 7 se ilustra el cdlculo al mostrar los términos positives y negativos en
la suma de Riemann R, de la derecha, para n = 40. Los valores que aparecen en la tabla
hacen ver que las sumas de Riemann tienden al valor exacto de la integral, —6.75, cuan-
don— .

¥y
54 P 7 R,
40 | ~6.3998
0o | —6.6130
¢ 3 % 500 | ~6.7229
1000 | —6.7365
5000 | —6.7473




@ Como f(x} = e &5 positiva, 1z integral del
ejemplo 3 Tepresenta el drea que se muestra
en la figura B,

FIGURA &

& Un sistema aigebraica por computadora es
capaz de hallar una expresién explicita para
esta suma porque es una serie geométrica.
El limite podria encontrarse usando iz regia
de V'Hospital.

=T

FIGURA 9
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Ahora un método mucho mas sencillo para evaluar la integral del ejemplo 2.

EJEMPLO 3
{a) Plantee una expresion para _|']3 e* dx como un limite de sumas.
{b) Use un sistema algebraico por computadora para evaluar la expresién.

SCEULION

(a) En este caso, tiene f{x) = e¢f,a=1,b =3,y

_b—a 2
R n

Ax

Demodoquexo=lL,xy=1+2/n,=1+4/n,x:=1+ 6/n,y

2i
X;'El'}"'—'
R

A partir del teorema 4, obtiene

f edv = lim > flx) Ax

o .
L i =1

lim Ef(l + E) 2
il

Lo ] n

7 &
= Ifm — 2 gl+2|',’n

H=rC J femy

(b) Si le pide a un sistema algebraico para computadora que evalie la suma y simplifi-
que, obtiene

{3n+23/n (n+23/n

- €

"
E el+2r’/n — ¢
e?./n -1

=1

Ahora le pide al sistema algebraico por computadora que evahie el limite:

G+ {542 e
i ., 2 e €
J e*dx = lim — -
1

nexie Fi

=¢g*—¢

e 2 __ 1

En la siguiente seccidn se estudia un método mds sencille para la evolucidn de
integrales. [

EJEMPLO 4 Evaliie las integrales siguientes interpretando cada una en términos de dreas.

(a) jo' JT = Bdx (b f: (x — 1) dx

SOLuCiON

{a) Dado que f(x) = /1 — x* = 0, puede interpretar esta integral como el drea debajo
de la curva y = /1 — x2 desde 0 hasta 1. Pero, como y* = 1 — x?, obtiene x* + y* =1,
lo cual muestra que la gréifica de f es el cuarto de circulo, con radio de 1, que aparece
en la figura 9. Por lo tanto,

(En la seccidn 7.3 usted serd capaz de demostrar que el drea de un circulo con radio r
es .}




372 |l}j CAPITULO 5 INTEGRALES

(b) La grifica de y = x — 1 es la recta con pendiente 1 que se presenta en la figura 10.
Calecule la integral como la diferencia de las dreas de los dos tridngulos:

j:(x—l)dxmA,—Ag=q(2 2)-41-1)=15

¥
3,2

y=x—1

0 - 1 3 X
—1 H
FIGURA 10 o
LA REGLA DEL PUNTO MEDIO
A menudo se elige el punto muestra x¥ como el extremo de la derecha del i-ésimo inter-
valo como el punto muestra porque resulta conveniente para calcular el limite. Pero si la
finalidad es hallar una aproximacidn para una integral, conviene escoger xi* como el
punto medio del intervalo, el cual se denota con X;. Cualquier suma de Riemann es una
aproximacién a una integral, pero si usa los puntos medios, obtiene la aproximacidn
siguiente:
e =e} En Module 5.2/ 7.7 se muestra como REGLA DEL PUNTO MEDIO
ia regla det punto medio mejora cuanda n sg "
men b - - -
nerementa [“fOdx = 2 f(F) Ax = Ax[fE) + -+ + f(R)]
i f=
b—a
donde Ax =
H
y % = 2(xioy + x;) = punto medio de [x;-y, x;]

1 EJEMPLO 5 Use la regla del punto medio con 2 == 5 para hallar una aproximacién

de f ~i— dx.

s0iciH Los puntos extremos de los cinco subintervalos son |, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8 y 2.0. de
modo que los puntos medios son 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 y 1.9. El ancho de los subintervalos es
Ax = (2 — 1)/5 = 1, de suerte que la regla del punto medio da

‘I‘Iz}?(l.x =~ Ax[f(L1) + f(1.3) + F(1.5) + F(1T) + £(1.9)]

= (.691908

Puesto que f(x) = 1/x > 0, para | < x < 2, la integral representa un drea y la aproxi-
macidn dada por la regla del punto medio es la suma de las dreas de los rectdngulos
FIGURA T1 gue se muestran en la figura 11,

0




EZ=s] En Visual 5.2 puade comparar fas
aproximacicnes, izquierda, darecha y del punto
media para la integral del ejemplo 2 para
diferentes valores de #.

FIGURA 12
My, = —6.7563
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Hasta el momento no sabe qué tan exacta es la aproximacidn del ejemplo 5: pero en la
seccién 7.7 aprenderd un método para estimar el error relacionado con el uso de la regla
del punto medio. En ese momento, se exponen otros métodos para hallar aproximaciones
de integrales definidas.

Si aplica la regla del punto medio a la integral del ejemplo 2, obtiene la imagen que

aparece en la figura 12. La aproximacidn My =~ —6.7563 estd mucho mds cerca del va-
lor verdadero de —6.75 que la aproximacion con el punto extremo de la derecha,
Ryo = ~0.3998, que se muestra en la figura 7.

¥

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

FIGURA 13

Kl
L cdv=clh—a)

Cuando se definio la integral definida J‘b S(x) dx, de manera implicita se hizo la suposi-
cién de que @ < b. Pero la definicién como un limite de la suma de Riemann tiene senti-
do aun cuando a > b. Advierta que si invierte a y b, en tal caso Ax cambia de (b — a)/n
a (@ — b)/n. En consecuencia

[[r@ar =~ ["fw ax

Sia = b, luego Ax = O y asi

Ahora aparecen algunas propiedades bdsicas de las integrales que le ayudardn a eva-
luarlas con mayor facilidad. Suponga que f v g son funciones continuas,

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

& .
k. J. cdx = c(b — a), donde ¢ es cualquier constante
o

2. J: [f(x) + g(x)}] dx = J:f(x) dx + J.: glx) dx

3. Lb ef(xX)dy =c¢ f F(x)dx, donde ¢ es cualquier constante

4. [0 — glax = [ fyax = [ g ax

En la propiedad 1 se expresa que la integral de una funcién constante f(x) = ¢ es la
constante multiplicada por ia longitud del intervalo. Sic > 0y a < b, esto es de esperar-
se porque c{b — a) es el drea del rectdngulo de la figura 13.
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FIGURA 14
| [ + gioitar =
J ! flxydx + J: glix)dx

# la propiedad 3 parece intuitivamente razo-
nable porque si se multiplica una funcitn por
un niimero pasitivo ¢, su gréfica se alarga

o contrae en el sentido vertical un factor de
¢. De moda que alarga o contrae cada rec-
téngulo de aproximacion un factor de ¢y, por
consecuencia, tieng el efecto de multiplicar
el &rea por ¢.

FIGURA 15

En la propiedad 2 se afirma que la integral de una suma es la suma de las integrales. Pa-
ra funciones positivas, esto quiere decir que el drea debajo de f + g es el drea debajo de f
mds el drea debajo de g. La figura 14 ayuda a comprender por qué esto es cierto: en vista
de la manera en que funciona la adicién gréfica, los segmentos rectilineos verticales co-
rrespondientes tienen alturas iguales.

En general, la propiedad 2 se deduce del teorema 4 y del hecho de que el limite de una
suma es la suma de los limites:

(L7 + gl ax = lim 3 (/i) + gls)Ax

ns | ey

= lim I:if(x;)Ax + i glx:) Ax]

= lim 3, f(x:) Ax + lim X, g(x;) Ax
N g

@ -
- =1

= [ s ax + [ g ax
La propiedad 3 se puede probar de manera semejante y en ella se expresa que 1a inte-
gral de una constante multiplicada por una funcion es la constante multiplicada por la in-
tegral de la funcién. En otras palabras, una constante (pero sélo una constante) se puede
llevar hacia afuera de un signo de integral. La propiedad 4 se prueba al escribir f—g=

f + (—g) y aplicar las propiedades 2y 3 con ¢ = — L.

EJEMPLO 6 Use las propiedades de las integrales para evaluar jol (4 -+ 3x%) dx.
SOLUCION Si se aplican las propiedades 2 y 3 de las integrales, se tiene
1 5 o I, 2 o (S
[f@+3yar=[adx+ | 3 dx=['4ds+3 [ x2dx
Por la propiedad 1, sabe que
_{0]4dx =41 -0)=4

y, en el ejemplo 2 de la seccidn 5.1 encuentra que JOI xdx = 5. De igual manera,

r 5 o g

[l +3 ydx = [4dx+3 | ¥ d

=4+3-{=5 o

En la propiedad que sigue se dice cémo combinar las integrales de la misma funcién
sobre intervalos adyacentes:

5. [[royar + [Tpyax = [ r(x) ax

Esto no es facil de probar en general pero, para el caso donde f(x) = 0ya <c¢ < b, s5¢
puede ver la propiedad 5 a partir de la interpretacién geométrica de la figura 15: el drea de-
bajo de y = f(x), desde a hasta ¢, més el drea desde ¢ hasta b es igual al 4rea total desde
@ hasta b.




FIGURA 16
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i EJEMPLO 7 Sise sabe que {° f(x) dx = 17 y [® f(x) dx = 12, encuentre 3 flx) dx
SOLUCION Por la propiedad 5

[ feyax + [P@ de = [°f ax
de modo que J‘Smf(x) dx = me(x) dx ~ J:f(x) de=17—12=35 0

Advierta que las propiedades 1 a 5 son verdaderas yaseaquea < b,a=boa > b.
Lag propiedades que se enuncian a continuacién, en las que se comparan tamafios de fun-
ciones y tamafios de integrales, son verdaderas sélo si @ < b.

PROPIEDADES DE COMPARACION DE LA INTEGRAL

6. Si f{x} = O paraa < x < b, entonces J.:f(x) dx = 0.

7. Si f(x) = g{x) para @ = x = b, entonces J: flx)dx = Lb g(x) dx.
8. Sim = f(x) < M paraa < x < b, entonces

mb —a) = J'bf(x) dy = M(b — a)

Si f(x) = 0, luego | f(x} dx representa el drea debajo de la grifica de f, de manera
que la interpretacién geométrica de la propiedad 6 es simplemente que las dreas son po-
sitivas. Pero se puede demostrar la propiedad a partir de la definicién de una integral
(ejercicio 64). La propiedad 7 expresa que una funcién mds grande tiene una integral mds
grande. Se infiere de las propiedades 6 y 4 porque f — g = 0.

La propiedad 8 se ilustra mediante la figura 16 para el caso en que f(x) = 0. Si f es conti-
nua podria considerar m y M como los valores minimo y méximo absolutos de f sobre el
intervalo [a, b]. En este caso, la propiedad 8 expresa que el drea debajo de la grifica de
f es mayor que el drea del rectdngulo con altura m y menor que el 4rea del rectiangulo con
altura M.

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 8 Puesto que m < f(x) = M, la propiedad 7 plantea

J:J mdx = j:f(x) dx < J?de

Si aplica la propiedad 1 para evaluar las integrales en el primero y el segundo miembros
obtiene

b — a) < Lbf(x) dx = M(b — a) O

La propiedad 8 es 1til si lo que quiere se reduce a una estimacién general del tamafio
de una integral sin las dificultades que representa el uso de la regla del punto medio.

EJEMPLD & Use la propiedad 8 para estimar JOI e dx.
SOLUCION Debido a que £(x) = e~ es una funcién decreciente sobre {0, 1], su valor
maximo absoluto es M = f(0) = 1 y su valor mfnimo absoluto es m = f(1} = ¢~
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y=1

FIGURA 17

5.2 | EJERCICIOS

De esta manera, por la propiedad 8,

M1 -0 = [ e dx =100 - 0)

_ 1 I
e'SJ e dr =1
0

Como ¢! == 0.3679, puede escribir

0367 < fﬂ‘ e dx =1 0

El resultado del ejerplo 8 se ilustra en la figura I7. La integral es mayor que el drea del
rectangulo inferior y menor que el drea del cuadrado.

1. Evaldie la suma de Riemann para f(x) =3 — %x, s x=4,
con seis subintervalos: tome los puntos extremos de la
izquierda como los puntos muesira, Con ayuda de un diagrama
explique, qué representa la suma de Riemann.

2. Si flx) = ¥ — 2x 0= x =< 3, valore la suma de Riemann
con i = 6 tome los puntos extremos de la derecha como los
puntos muestra, dé su respuesta correcta hasta seis cifras deci-
males. ;Qué representa la sumna de Riemann? Tustre la respues-
ta con un diagrama.

3. Si flx) =& — 2,0 = x =< 2, encuentre la suma de
Riemann con 1 = 4 correcta hasta seis cifras decimales,
considerando los puntos medios como los puntos muestra.
. Qué representa la suma de Riemana? Tlustre con un
diagrama.

4. (2) Encuentre la suma de Riemann para flx) = sen x,
0 < x = 37/2, con seis términos, considerando los puntos
muestra como los puntos extremos de la derecha {Dé
su respuesta correcta hasta seis cifras decimales.)
Explique, con ayuda de un diagrama. qué representa
la suma de Riemann.

(b) Repita el inciso (2) con los puntos medios como los puntos

muestra.

Se da la grdfica de una funcién, Estime J‘;‘ f{x) dx usando

cuatro subintervalos con (a} los puntos extremos de la derecha,
{b) los puntos extremos de la izquierda y (c} los puntos medios.

6. Se muestra la grdfica de g. Estime j’fS g(x) dx con seis sub-
intervalos usando (a) los puntos extremos de la derecha, (b) los
puntos extremos de la izguierda y {c) los puntos medios.

¥
g/
| /
\
0 1 It
N

7. Se muestra una tabla de valores de una funcién creciente f.
Utilicela para hallar estimaciones inferiores y superiores pard

j_}fs flx)dx.

n
]
o=
[
LA

X o 3 14 i

o -2 —37 =23 -G i5 36

8. En la tabla se dan los valores de una funcién obtenida a partir de
un experimento. Con ellos estime 1(;‘ () dx usando tres subin-
tervalos iguales con (a) los puntos extremos de la derecha,

(b) los puntos extremos de la izquierda y (¢) los puntos me-
dios. Si se sabe que la funcién es decreciente, ;puede decir
si sus estimaciones son menores o mayores que el valor
exacto de la integral?

Jla 334 =21 | -06 0.3 0.9 14 1.4




¢-12 Use la regla del punto medio, con el valor dado de n, para ha-
llar una aproximacion de cada integral. Redondee cada respuesta
hasta cuatro cifras decimales.

Farid

Lm\/)ﬁ + 1dr, n=4 10. \ " cos's do,n=4

1. |: sen(xMdx, n=3 12. Ls edy, n=4

e

#5113, Si tiene un CAS que evaltie las aproximaciones con los puntos
medios y trace los rectingulos correspondientes {en Maple, use
los comandos de middlesum y middlebox), compruebe la
respuesta para el gjercicio 11 e ilustre con una gréfica. Enseguida,
repita conn = 10y n = 20.

i4, Con una calculadora programable o una computadora (vea las
instrucciones para el ejercicio 7 de la seccién 5.1), calcule las
sumas de Riemann izquierda y derecha para la funcién
f(x) = sen{x?) sobre el intervalo [0, 1}, con r = 100. Explique
por qué estas estimaciones demuestran que

0.306 < ]'0' sen(x?) dx < 0.315

Deduzca que la aproximacion con el uso de la regla del punto
de en medio, con n = 3, del gjercicio 1 es exacta hasta dos ci-
fras decimales.

15. Use una calculadora o una computadora para hacer una tabla
de valores de sumas de la derecha de Riemann R, para
la integral [ sen x dx conn =5, 10, 50 y 100. ;A qué valor pa-
recen tender estos niimeros?

6. Use una caleuladora o una sumadora para hacer una tabla de
valores de las sumas de la izguierda ¥ de Ia derecha de
Riemann L, y R, para la integral IO2 e dxconn = 5,10, 50 y
100. ;Entre qué valores tiene que encontrarse el valor de la in-
tegral? ;Puede hacer un enunciado similar para [a integral
J?, ™ dx? Explique su respuesta,

17-20 Exprese el limite como una integral definida sobre el inter-
vato dado,

7. m 3 x; 1n{i + 3)Ax, [2.6]

R je=]

18. Iim 3, ikl Ax, [ 27
X

s jes] A

"

19] tim 3, V257 + (2Ax, [ 8]
1

H—rm
3 i=

20, lim 3, [4 — 3(xF) + 6(xF) ] Ax, [0,2)
L |

® -

21-25 Use la forma de la definici6n de integral que se dio en €l
teorema 4 para evaluar la integral.

21, J‘.S. (1 + 3x) dx 2. |: (x? + 2x — 5}dx

Bl [fe-xax 2. {70+ 20)dx

25,

Y

I
¥ dx
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26. (a) Halle una aproximacién a la integral ¥ (x* — 3x) dx usan-

do una suma de la derecha de Riemann con puntos extre-
mos de la derecha y n = 8.

(b) Dibuje un diagrama como el de la figura 3 para ilustrar la
aproximacion de) inciso (a).

(c) Aplique el teorema 4 para evaluar | (x* — 3x) dx,

{d} Interprete la integral del inciso {c¢) como una diferencia de
dreas ¢ ilustre con un diagrama como el de la figura 4,

a bl a2

27. Demuestre que ‘bxdx = Ta
S b — ot
28, Demuestre gue r xdx = —

29-30 Exprese la integral como un limite de sumas de
Riemann. No evaliie el limite.

99, [ ——ux

"0
T e 30, JI (x —4Inx)dx

{(8] 31~32 Exprese la integral como un limite de sumas. Enseguida eva-

Ide utilizando un sistema algebraico para computadora para encon-
trar tanto fa suma como el limite.

10 %

3l. J':sen Sxdx 32 ["xtax

2

@ Se muestra la grifica de f. Bvalie cada integral interpretdndola
en términos de dreas.

() [ fl) dx ®) 71t ax
(o} [ F) dx @ [7( dx
4 L
N y= )
N
0 2 4 6 8 X

N

34. La grifica de ¢ consta de dos rectas v un semicirculo. Usela para
evaluar cada integral.
@ o

{b) J: glx) dx (c) J; glx) dx

.
-4
A y =gt
\ /
0 4 T ¥
N




http://libreria-universitaria.blogspot.com

378 {]ll CAPITULO 5 INTEGRALES

2548 Fvalie cada integral interpretdndola en términos de dreas.

36. Jf i = xtdx

z

3. |:(§,c ~ Ddx
‘.1(1 + /9 - xl) dx 38. I'fl (3 — 2x}dx

9. | 1xlax 40. | °|x - 5]dx

" sen’y cos x dx.
T

41. Valorar

42. Dado gue ‘nl 3x/x? + 4 dx = 55 — 8, jcudnto es
l‘in it + ddu?
43. En el ejemplo 2 de la seccién 5.1, demostrd que [, x* dx = 3

Aplique este hecho y las propiedades de las integrales para
evaluar {; {5 — 6x7)dx.

44, Aplique las propiedades de las integrales y el resuitado del
ejemplo 3 para evaluar | (2¢* — 1) dx.

45. Utilice el resultado del ejemplo 3 para evaluar [, e*** dx.

46. A partir de los resultados del ejercicio 27 y del hecho de que
J7 cos x dx = 1 (segiin el ejercicio 25 de la seccidn 5.1), junto
con las propiedades de las integrales, evalie
{72 (2 cos x — 5x) dx.

Escriba como una sola integral en la forma li’ fx)dx
"2 5 -1
[ rwds+ [ rods - L Flx) dx

48. Si [ f(x)dx = 12y [$f(x) dx = 3.6, encuentre [J f{x) dx.

Si jo f(x)dx = 37y |, g(x) dx = 16, encuentre
13 [2F(x) + 3g(x)] cbx.

50. Halle |7 f{x) dx si
L ]3 parax<3
fl = {,\: para x = 3

51. Considere que f tiene el valor minimo absoluto m y el valor
miximo absoluto M. ;Entre que valores se encuentra [ f(x) dx?
Oué propiedad de las integrales le permite elaborar su
conclusién?

52~54 Aplique las propiedades de las integrales para verificar la
desigualdad sin evaluar las integrales.

52. Lj J1+alde= I; J1+ xdx

2= }ll JT T itde =242

55-80 Aplique la propiedad 8 para estimar el valor de la integral.

55, I: Jrdx 56, J.z 1 dx

o 1+ %

57. |"“"’3 tan x dx 58. " ('~ 3x + 3 dx
Jrid JO

59. Juz xe " dx 60. if— (x — 2senx)dx

61~62 Mediante las propiedades de las integrales, junto con los
ejercicios 27 y 28, demuestre la desigualdad.

81. f VI F 1dy = 336— 62. :ﬂxsen xdx <

2

=

0

8

#3. Demuestre la propiedad 3 de las integrales.
64, Demuestre la propiedad 6 de las integrales.

65. Si f es continua en [a, b], demuestre que
Hbf(x) dxl = Jm | F(0) | dx

[Sugerencia: = f(x)] < f(x) < | f(2}]]

66. Utilice el resultado del ejercicio 65 para demostrar gue
Hﬁzﬁf(x) sen 2x dxl = [:— | Flx)] dx

67. Sea F(x) = O si x s cualquier nimero racional y f{x) = 1 si
x es cualguier nimero irracional, Demuestre que f no es inte-
grable en [0, 11.

68. Sea f(0) =0y f(x) = | si0 < x = 1. Demuestre que f no
es integrable en [0, 1]. {Sugerencia: demuesire que el primer
término en la suma de Riemann, f{x¥)Ax puede bacerse de
manera arbitraria muy grande.}

59-78 Exprese el limite como una integral definida.
L i-1

69, Hm 3, = {Sugerencia: considere f (x) = x*]
i

Fi i i=1
I« 1

70. lim — ), ——%
i " ;»—»21 1+ (i/n)

71. Determine {7 x*dx. Sugerencia: elija x¥ como 1a media geo-
métrica de x;,., y x, (es decir, x¥ = Yi1x:) y use Ia identidad
1 i 1

mim + 1) “m om+ 1
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PRO
D

YTECTO PARA
ESCUSRIMIENTO

UM

FUNCIONES DE AREA

1. {a) Trace larecta y = 2r + | y aplique la geometrin para hallar el 4rea debajo de esta recta,

arriba del eje ¢ y entre Ias rectas verticales 1 = 1 y 7 = 3.

(b} Six > 1, seaA(x) el drea de la regién que se encuentra debajo de la recta
y=~2t+ 1,entre f = | y { = x. Dibuje un esquema de esta regién y use la
geometria con el fin de hallar una expresién para A(x).

(¢) Derive la funcidn de drea A{x). ;Qué advierte?

2, (@) Six=—1,sea

Alx) = Jﬂj] (1 + ) dt

A(x) representa ¢l drea de una regidn. Grafique la regién.

(b} A partir de los resultados del ejercicio 28 de la seccidn 5.2 encuentre una expresion para A{x).

{c) Determine A'(x). ;Qué se puede observar?

(d) Six = —1y hes un nimero positivo pequefio, por lo tanto A(x + /) — A(x) representa el
drea de una regidn, Describa y grafique la regién.

{e) Dibuje un rectdngulo que sea una aproximacion de Ja regidn del inciso (d). Mediante Ia
comparacién de dreas de estas dos regiones demuestre que

Alx + B) — Al -

1+ x?
h

(f) Mediante ¢l inciso () oftezca una explicacidn intuitiva del resultado del inciso (c).

3. (a) Dibuje la grifica de la funcion f{x) = cos (x*) el rentdngulo de visualizacién [0, 2] por
[—1.25. 1.25).
(b) i define una nueva funcién g por medio de

glx) = L; cos{t?) dr

‘en tal caso g(x) es el drea debajo de la grdfica de £, desde O hasta x [hasta que f(x) se
vuelve negativa, en cuyo punto g(x) se convierte en una diferencia de freas]. Use el resul-
tado del inciso (a) para determinar ¢l valor de x en el cual g(.x) empieza a decrecer. [A di-
ferencia de Ia integral del problema 2, es imposible evaluar la integral que define g para
obtener una expresién expiicita para g(x).]

(e) Utilice el comando de integracién de su calculadora o computadora para estimar g{0.2),
g(0.4), (0.6}, .. ., g(1.8), ¢(2). En seguida, con estos valores dibuje una grifica de 4.

(d) Use I grifica de g del inciso (c) para dibujar la grifica de g'; use la interpretacion de g'(x)
comoe la pendiente de una recta tangente. ;Qué relacidn existe entre la grifica de g' y Ia de f7?

4, Suponga que f es una funcién continua en el intervalo [a, &] y se define una nueva funcién g
por [a ecuacidn

g = [ forar

Tomando como base sus resultados en los problemas 1-3 deduzca una expresitn para g'(x).

5.3 | _EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

El teorema fundamental del cdlculo recibe de manera apropiada este nombre porque esta-
blece una conexién entre las dos ramas del cdleulo: el cdleulo diferencial y el caleulo integral.
El primero surgi6 del problema de la tangente, el cdlculo integral lo hizo de un problema en
apariencia no relacionado, el problema del drea. El profesor de Newton en Cambridge, Isaac
Barrow (1630-1677), descubri6 que estos dos problemas en realidad estaban intimamente
relacionados. De hecho, se dio cuenta que la derivacién y la integracién son procesos inver-
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drea = gl

y=fin

al «

FIGURA 1

h

sos. El teorema fundamental del cdlculo da Ia correspondencia inversa inequivoca entre
la derivada y la integral. Newton y Leibniz explotaron esta correspondencia y la apli-
caron para desarrollar el cdlculo en un método matematico sistemdtico. En particualar,
ellos advirtieron que el teorema fundamental les permitia calcular con gran facilidad
dreas ¢ integrales, sin tener que caleularlas como limites de sumas como en las secciones
5.1y35.2.

La primera parte del teorema fundamental trata funciones definidas por una ecuacioén

de la forma
1 glx) = j Fle) dt

donde f es una funcién continua sobre [a, b]y x varfa entre a y b. Observe que g depende
sélo de x, que aparece como el Ifmite superior variable en la integral. Si x es un nimero
fijo, por lo tanto la integral I,,‘ f(2) dt es un niimero definido. Si después hace variar x, el ni-
mero {* f() dt también varfa y define una funcién de x que se denota mediante g(x).

Si f es una funci6n positiva, después g(x) puede interpretarse como el drea debajo de
la grifica de f de a a x, donde x puede cambiar de a a b. (Considere a g como la funcién
“frea tan lejana”; véase la figura 1.)

579 EJEMPLO 1 Si f es la funcién cuya gréifica se ilustra en Ja figura 2y g(x) = f5 f(O dr,
encuentre los valores de g(0), (1), g(2). ¢(3). g(4) y g(5). Luego trace una gréfica
aproximada de g.

3 |
_2 T
= ” B .
Ly / \ y= i SOLOGH En primer lugar observe que g(0) = [§ F(1) dr = 0. A partir de la figura 3 se ve
que g{1) es el drea de un tridgngulo:
0 12 4 1
"1
g(1) = ‘Of(r}d: =1(1-2)=1
FIGURA 2 Para hallar g(2) le agrega a g{1) el drea de un rectangulo:
r2 rl "2
g(2) = JO £l dt = |ﬂ Fleyde + L fdi=1+(1-2)=3
Estime que el drea debajo de f de 2 a 3 es alrededor de 1.3, de manera que
g(3) = g(2) + j3 Fdi=3+13=143
3 ¥ ) I ¥
-2 -2 -2 -2 -2
-1 - 1 -1 \\ -1 + \ -] + X
0 % [} 0 % ﬂT 0 % % ? [i 0 i 2 4 ! 0 1 2 .I; 4
gily =1 gi2)=13 gl3) = 4.3 \ \"/

FIGURA 3

gl4) =3 g(5)= 1.7



FIGURA 4
g0 = | findr

."’.

.-fi.
fix) [
0| « 7 A b1
X ox+h

FIGURA 5

= Elnombre de este teorema se abrevia
como TFCT; expresa que la derivada da una inte-
tral definida con respecto a si: limite superior es

el integrando evaluado sobre el limite superior.
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Para r > 3, f(#) es negativa y por tanto empiece a restar dreas:
4
g4) =93 + [[fdi =43+ (-13) =30

§(5) = g(4) + [jf(r) dr=3+(—13) =17

Use estos valores para trazar la grifica de g en la figura 4. Advierta que,
debido a que f(¢) es positiva para f < 3, se sigue sumando drea parat << 3 y
por lo tanto g es creciente hasta x = 3, donde alcanza un valor mdximo. Para x > 3,
¢ decrece porque f(t) es negativa. ]

Si hace f{r}) =ty a = 0, después, aprovechando el ejercicio 27 de la seccién 5.2,
tiene

x X2
glx) = J‘O tdt = -

Observe que g'(x) = x, es decir, g’ = f. En otras palabras, si g se define como la integral
de f mediante la ecuacidn 1, por lo tanto g resulta ser, cuando menos en este caso, una
antiderivada de f. Y si traza la gréifica de la derivada de la funcién g que se ilustra en la
figura 4 al estimar las pendientes de las tangentes, obtiene una grifica como la de f en
la figura 2. Por eso, sospeche que en el ejemplo 1 también g’ = f.

Con objeto de observar por qué esto puede ser verdadero en generat considere cualquier
funcién continua f con f(x) = 0. Pues g{x} = |7 f(1) d puede interpretarse como el drea
debajo de la grafica de f de @ a x. como en la figura 1.

Con el fin de calcular g’ (x) a partir de la definicidn de derivada, en primer lugar ob-
serve que, para k > 0, g(x + i} — g{x) se obtiene restando dreas, por lo tanto es el drea
debajo de 1a grifica de f de x a x + /r (el drea sombreada de la figura 5). Para /i peque-
flas, a partir de la figura puede ver que esta drea es aproximadamente igual al drea del rec-
tdngulo con altura f(x) y ancho h:

glx + h) — glx) = hf(x)

glx + h) — g(x)

h = fx)

por eso
En consecuencia, por intuicidn, espere que

\ . glx -+ Ry — g(x)
g0 = tim FE— =T — p(y)

0 h
El hecho de que esto sea verdadero, aun cuando f no sea necesariamente positiva, es la pri-
mera parte del teorema fandamental del cdlculo.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULOG, PARTE I. Si f es continua en [a, b], luego
la funcién g definida por

glx) = j"f(z)dr a=x=b

es continua en [a, &] y derivable en (a, b), y ¢'(x) = F(x).
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DEMOSTRACION Sixyx + hestdn en (a, b), por lo tanto
x+h X
glx + h) — glx) = L * fde — L f(6) dr
w= (Jv"lf(l‘) dr + '[th(t) dl‘) e J‘xf(l‘) dt  (por la propiedad 5;

= " @ ar

y de este modo, para i # 0,

glx + h) — glx) 1 pasi
e ) dt
@ P ~[ro
y
/\ Por ahora suponga que /1 > 0. Puesto que f es continua en [x, x + 2}, el teorema del
= ) e / valor extremo establece que hay mimeros u y v en {x, x + h] tal que fu) = my
f(v) = M, donde m y M son los valores miximo y minimo absolutos de f en [x, x + k],
Véase figura 6.
M De acuerdo con la propiedad § de las integrales, tiene
L
/ *x+h
mh = J f)dr <= Mh
0 x u‘ r ; x4+ h X i
es decir, Sl = [ Cf(Ddr = flo)h
FIGURA 6

Como h > 0, puede dividir esta desigualdad entre A:

f = = [ f6 < o)
Enseguida use la ecuacion 2 para reemplazar la parte media de esta desigualdad:

glx + h) — glx)

(3l flu) = .

=< flv)

Se puede demostrar la desigualdad 3 de una manera similar a la del caso cuando /i < 0.

B9l £n Module 53 se propercions evidencia Véase ejercicio 67.
visual para TFC1. Ahora deje que 1 — 0. Después 1 — Xy v — x, ya que u y v quedan entre Xy x + /.

Por lo tanto,

lim f(u) = Jim f(u) = f(x)

lim f{v) = lim f(v) = f(x)

Ay

porque f es continua en x. De acuerdo con (3) y el teorema de la compresion que




FIGURA 7
Flx) = sen{7x*/2)

Sixy = E sen{t2) dt

057

FIGURA 8
La funcién de Fresnel

Stx) = j“ sen(w2/2) dr
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. gl + k) — g(x)
g = Jim S——— = £(y)

Six = a o b, después ia ecuacién 4 se puede interpretar como un limite unilateral.
Entonces el teorema 2.8.4 (modificado para limites unilaterales), muestra gue g es continua
en [a, b]. o

De acuerdo con la notacién de Leibniz para las derivadas, puede expresar al TFC1
coma

d x
— [0 de =500

cuando f es continua, En términos generales, la ecuacidn 5 establece que si primero inte-
gra f y Inego obtiene 1a derivada del resultado, regresa a la funcién original f.

5% EIEMPLO 2 Encuentre la derivada de Ia funcidn g(x) == JO"-«/I + 124t

SOWAON Puesto que f(f) = +/1 + 1 es continua, la parte 1 del teorema fundamental del
calculo da

g) =TT o

EJEMPLO 3 Si bien una férmula de la forma g(x) = [ f(¢) dt puede parecer una forma
extrafia de definir una funcién, los libros de fisica, quimica y estadistica estdn llenos de
funciones semejantes, Por ejemplo, 1a funcién de Fresnel

S{x) == J‘OY sen{wt/2) dt

recibe ese nombre en honor del fisico francés Augustin Fresnet (1788-1827), quien
es famoso por su trabajo en la éptica. Esta funcidn aparecid por primera vez en la teoria
de Fresnel de la difraccidn de la luz, pero a Gltimas fechas se ha aplicado al disefio de
autopistas.

La parte 1 del teorema fundamental indica cémo derivar la funcién de
Fresnel:

Sx) = sen(mwx?/2)

Esto significa que puede aplicar todos los métodos del cdlculo diferencial para anatizar §
{véase el ejercicio 61).

En la figura 7 se muestran las graficas de f(x) = sen(wx?/2) y de la funcién
de Fresnel S(x) = [ f(?) dr. Se us6 una computadora para dibujar S por medio de calcu-
lar el valor de esta integral para muchos valores de x. Evidentemente parece que S(x) es
el drea debajo de la grifica de f de 0 hasta x [hasta que x = 1.4 cuando S(x)} se convierte
en una diferencia de dreas). La figura 8 muestra una gran parte mds grande de la gréfica
de S.

Si ahora empieza por la grifica de S de la figura 7 y piensa en qué aspecto debe tener
su derivada, parece razonable que §'(x) = f(x). [Por ejemplo, S es creciente cuando
f(x} > 0y decreciente cuando f{x) < 0.] De modo que esto da una confirmacién

visual de Ia parte 1 del teorema fundamental del cédlculo. O
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d Pyt
EJEMPLE 4 Encuentre —— j " sectdt,
dx N

S0LUCIN En este caso debe que ser cuidadoso al usar la regla de la cadena junto con
FTC!. Sea u = x*. Por lo tanto

d «* d i
;};L sec tdt = HEI:J.I sec f dt

d j'" rd | 5 ot vesta de a cadend)
= sec —_ por i regha de fa cndend
du |1 dx

du
=Ssecu —— {por TFC1}

dx

= gec(x®) - 4x?

En la seccién 5.2 calculs integrales a partir de la definicién como un lmite de las sumas
de Riemann, y vio que ese procedimiento es a veces largo y dificil. La segunda parte del
teorema fundamental del clculo, la cual se infiere con facilidad de la primera parte, repre-

senta un método mucho mds simple para evaluar integrales.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PARTE 2 Si f es continua en [a, b], entonces

;’ F(x) dx = F(b) — Fla)

= Se representa a este teorema mediante las
siglas TFCZ.

donde F es una antiderivada de f, es decir, una funcién tal que F* = f.

DEHOSTRACION Sea g(x) = [ f(£) dz. De acuerdo con la parte 1, sabe que

g'(x) = f(x); es decir, g es una antiderivada de f. Si F es cualguier otra antiderivada

de f en [a, b], entonces, por ¢l corolario 4.2.7, la diferencia entre F y g €5 una
constante:

=
X
D)
I
@,
e
-}
o

4

e~

para a < x < b. Pero tanto F' como g son continuas en [a, b] y de este modo, al obtener
los limites de ambos miembros de la ecuacion 6, cuando x — a™ y x — b7, esto también

se cumple cuando x = a 'y x = b.
Si hace x = a en la férmula para g{x), obtiene

gla) = | f5ydr = 0
Entonces, al aplicar a ecuacién 6econx =byx=a,llegaa

F(b) — Fla) = [gb) + C] — [gla) + C]
= g(b) — gla) = g(b}

= {"rwya



@ Compare el célculo n el eiemplo 5 con
el mucho mas dificil del ejemplo 3 de la
seccion b.Z,

= Al aplicar el teorema fundamental se usa
una antiderivada particular F de f. Noes
fecesario usar la antiderivada mds general.
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La parte 2 del teorema fundamental establece que si conoce una antiderivada F de
f, en tal caso puede evaluar L‘; f(x) dx simplemente calculando la diferencia de los va-
lores de F en los extremos del intervalo [a, b]. Sorprende mucho que [” f(x) dx, que fue
definida mediante un procedimiento complicado que requiere todos los valores de f(x)
para a < x < b, se pueda determinar conociendo los valores de F(x) en sélo dos puntos,
ayb.

El teorema sorprende a primera vista, esto es posible cuando se le interpreta en tér-
minos fisicos. Si o(¢) es la velocidad de un objeto y s(r) es su posicion en el tiempo ¢, por
lo tanto #(r) = 5'(¥), y s es una antiderivada de ». En la seccién 5.1 se estudia un objeto que
siempre se mueve en la direccién positiva y plantea una conjetura de que el drea bajo Ia
curva de la velocidad es igual a la distancia recorrida. 51 lo expresa mediante simbolos, es
lo siguiente:

j%mm=@yﬂm

Eso es exactamente lo que el TFC2 establece en este contexto.

B2 EfEMPLO 5 Evalde la integral []3 e” dx.

SoLUCION La funcién f(x) = e” es continua en todas sus partes y sabe que una antiderivada
es F(x) = e*, de modo que la parte 2 del teorema fundamental da

[eran=FE) - Py = e — ¢
Observe que el TFC2 establece que puede utilizar cualguier antiderivada F de f.

De este modo podrfa usar la mds sencilla, a saber F(x) = e%, en tugar de e* + 7 o de
e" + C. 0

A menudo se recurre a la notacién
3
F(x)], = F(b) — Fla)
También la ecuacidn del TFC2 se puede expresar como

Jb flx)dx = F (x)}: donde F'=f

Otras notaciones comunes son F(x) |? v [F(x)]2.

5% EJEMPLO 6 Determinar el drea bajo la pardbola y = x* desde 0 hasta 1.

$OLUCON Una antiderivada de f(x) = x> es F(x) == x° El drea requerida A se calcula
aplicando la parte 2 del teorema fundamental:

, 3 3 3 5

Si compara el célculo del ejemplo 6 con el del ejemplo 2 de la Seccidn 5.1, verd que el
teorema fundamental proporciona un método mitcho méas corto.
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y=Ccosx

g
-
drea=1

fIGURA ¢

ro (dx
EJEMPLO 7 Evalte j3 =
X

solucidn La integral dada es una forma abreviada de

I
[6 e
Jix
Una antiderivada de f(x) = I/x es F(x) = In | x| y, como 3 = x = 6, puede escribir
F(x) = In x. De tal manera,

1
j"—dx=1nx]§‘ =1n6 — In3
3 X

6
n3 1

i

gjz#PLO 8 Caleule el drea bajo la curva coseno desde 0 hasta b, donde 0 = b < #/2.

soLucion Puesto que una antiderivada de f(x) = cos x es F(x) = sen x
i*h
A= JO cos xdx = senx]ﬁm sen b — sen 0 = sen b

En particular, al hacer b = 7/2, ha comprobado que el drea bajo la curva coseno
desde 0 hasta #/2 es sen{#w/2) = 1. Véase figura 9. £

Cuando el matemdtico francés Gilles de Roberval calculé por vez primera el drea bajo
las curvas seno y coseno en 1635, era una empresa que requeria aplicar todo el ingenio del
que fuera uno capaz. Si no tuviera la ventaja del teorema fundamental tendria que calcular
un dificil lfmite de sumas mediante identidades trigonoméiricas abstrusas, o bien, un siste-
ma algebraico computacional como en el ejercicio 25 de la seccion 5.1 Fue mucho mds
dificil para Roberval puesto que el artificio de los mites no se habia inventado atin en
1635. Pero ya después de los afios de 1660 y 1670, cuando Barrow descubri6 el teorema
fundamental y Newton y Leibniz lo explotaron, este problema se volvié muy facil, como
lo puede ver por el ejemplo 8.

EJEMPLO 9 Qué es lo errdneo en el cdleulo siguiente?

1713

¢ 1 4
[‘B_d X il=“‘——lﬁ——
Jor x —1

soLuCiON Para empezal observe que este célculo es erréneo porque la respuesta es negati-
va, pero f(x) = 1/x* = 0y la propiedad 6 de las integrales establecen que

J"’ F{x)dx = 0 cuando f = 0. El teorema fundamental del calculo se aplica en las fun-
ciones continuas. En este caso no se puede aplicar porque f(x} = 1/x* no es continua
en [—1, 3]. En efecto, f tiene una discontinuidad infinita en x = 0, de modo que

i3 1 .
j — dx no existe.
-1 xt
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. LA DERIVACION Y LA INTEGRACION COMO PROCESOS INVERSOS

Esta seccidn finaliza conjuntando las dos partes del teorema fundamental.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Suponga que f es continua sobre [a, b].
1. Sig(x) = [*f(#) dr, por lo tanto g'(x) = f(x).

2. ;: Sfx) dx = F(b) — Fla), donde F es cualquier antiderivada de F, es decir,
F=f

La parte 1 se puede volver a escribir como

d
— | 0 dr = f(x)
dx Ja

en la cual se afirma que si integra f y, a continuacién, deriva el resultado, regresa a la
funcién original f. Como F'(x) = f(x), la parte 2 puede reescribirse as{

f " Fi(x) dx = F(b) — Fla)

En esta versidn se afirma que si toma una funcién F, la deriva y luego integra el resultado,
vuelve a la funcidn original F, pero en la forma F(b) — F(a). Tomadas juntas, las dos par-
tes del teorema fundamental del cdlculo expresan que la derivacién y la integracién son
procesos inversos. Cada una deshace lo que hace Ia otra.

Sin duda, el teorema fundamental del cdlculo es el teorema mds importante en este
campo y, de hecho, alcanza el nivel de uno de los mds grandes logros de Ia mente huma-
na. Antes de ser descubierto, desde los tiempos de Eudoxo y Arquimedes, hasta la época
de Galileo y Fermat, los problemas de hallar dreas, volimenes v longitudes de curvas eran
tan dificiles que sélo un genio podia afrontar el reto. Pero ahora, armados con el método
sistemdtico que Newton y Leibniz desarrollaron como el teorema fundamental, en los
proximos capitulos verd que estos estimulantes problemas son accesibles para todos.

5.3 | EJERCICIOS

1. Explique con exactitud qué se quiere decir con la proposicion (a) Bvalte glx) parax =0, 1,2,3,4,5 y 6,
de que “la derivacién y la integracién son procesos inversos”. {b) Estime g(7).

{c) ;Dénde tiene un valor médximo g? ; Dénde tiene un valor
minimo?
(d} Trace una grdfica aproximada de g.

2 Seag(y) = Ji (1) dr, donde f es la funcién cuya grifica se
muestra,

—1 \ @ Sea g(x) = | f(7) dr, donde f es la funcién cuya grifica se
meestra,

i | {a) Evalde g(0), g(1). g(2), 5(3) ¥ 4(6).
(b} (En qué intervalo es creciente g?
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() ¢Dénde tiene un valor méximo g7
{d) Trace una grifica aproximada de g?

4. Sea g(x) = [*, f(r) dr, donde f es la funcién cuya grafica se
muestra.
(a) Evaliie g(—3) y g(3).
(b) Estime g(—2), g{(—1) y g(0).
(c) (En qué intervalo es ¢reciente g7
(d} ;Dénde tiene un valor maximo g7
(e) Trace una grifica aproximada de g.
(f) Utilice la grdfica del inciso (e} para trazar la grifica de
g'(x). Compdrela con la gréfica de f.

y

£/ 1\
\,

\z

5-5 Trace el firea representada por g{x). A continuacion halle g(x)
de dos maneras: (a) aplicando la parte 1 del teorema fundamental
y (b) evaluando la integral utitizando la parte 2 y después derivar.

5. o0 = [/ e 6o o= [0+ Dt

7-18 Use la parte 1 del teorema fundamental del cdlculo para en-
contrar la derivada de ia funcion.

x 1 S
7. glx) = .L ST 8 glx) = J3 "t dr

[Blgl») = L‘ t*sen tdr 10. g(+) = L: S+ Ady
ékf! Flxy = ‘F J1 -+ sectdr
[Sugerencia: f; V1 +secrdt = —J_‘ 1+ sec rd.':|

12. Glx) = [‘ cos /1 dt

W i) = { JTE P dr
¢}

(3.4 h(x) = Lm arctan ¢ dt

15. y = fﬁ/: ¥ Jrdt 16, y = [I“’”(l + oy
7. y= 1‘1 v du 18, y= J‘D sen’t dt
- s 1 4+ 0? - o
1942 Evalie la integral.
9. 7 (¢ =294 20. [ 6ax
4 - ~1 Poa 29
21. [1 (5—2t+ 37 di 2. |0 (1 +5u' —5u’)du
23. [ﬂl ¥ dx 24, |'IS i dx
P 3 i
2. | dr 2. [ cos 0do
A I"' dw

27. ': (2 + ¥ dx 28. ‘nl (3 + x/%) dx

ox =1 "2
. | T 30. _|0 (y = D@y + 1) dy
3l J:H sect dr 32. |:“sec #tan 846
“Q. |T(1 + 29V dy 34 lol cosh ¢ dr

ro 1 q
3B. | Sodx 36. JO 10% dx

"3 6 4
37. Jm — dr 38 | el

~ 24+ 4t
3. | etdu 40. [F =5 du

Jo J I

- senxy si 0sx<< af2
41. dx d X} =

.Io Fl)dx onde f(x) {cos X osimf2€Exs 7

X
¥ osid<x=

2 2
42, J_zf(x) dx donde flx) = {4 .

i 43-46 ;Con la ecuaci6n, qué es incorrecto?

45, j‘; sec Gtan 040 = sec Oz, = —3

46, '; sec’xdxr = tanx]; = 0




24750 Mediante una gréfica dé una estimacidn del drea de la region
que se localiza abajo de [a curva dada. Después calcule el drea exacta
47._\st/§, 0=x=27 8. y=x" I=sx<6

4. y=senx, 0sy<=sm 50. y = sec’y, 0= x = 7/3

e

5i-52 Evalie la integral e interprétela como una diferencia de
dreas. Hustre mediante un croquis.

BTl ’i 2y 52, jj/:

3y
sen xdx

53-56 Determine la derivada de la funcién.

pax b 1
glx) = J.z.v w1 du

3

[ Sugerencia: L “Fluy du = Lﬂ flu) du + J:I F) du]

dt

e 1
R Wy,

55, v = [f_\/?semdr

56, y = [5" cos(u?) dir

Joosx

i,

S i F(x) = [ £ dr, donde f(1) = L__VI:”*

halle F*(2).

58. Encuentre el intervalo sobre el cual la curva

" x 1

y = l 1t

— Pl ¢
o 1l +7¢+ 1"

es concava hacia arriba.

59. 8i f(1) = 12, f" es continua y [} f'(x) dx = 17, jcudl es el va-
lor de f(4)?

60. La funcién error

. 2 i ot
erf(x) = N JG e dr
se usa en probabilidad, estadistica e ingenierfa.
{a) Demuestre que _!:’ e dt = [erf(b) — erf(a)].
(b) Demuestre que la funcién y = e":erf(x) satisface la ecua-
ci6n diferencial y* = 2xy + 2/

61. La funcién de Fresnel § se definié en el ejemplo 3 y en las fi-
guras 7 y 8 se trazaron sus gréificas.
(a) ;Sobre qué valores de x tiene valores maximos locales es-
ta funcién?
(b) ;Sobre qué valores esta fincién es céncava hacia arriba?
(c) Utilice una grifica para resolver la ecuacién siguiente co-
rrecta hasta dos cifras decimales.

J;‘ sen(mwt?/2) dr = 0.2
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(5162 La funcién integral sinusoidal

sen
!

Si(x) = "‘ dt
¥0

es importante en la ingenierfa eléctrica. [El integrando

S = {sen 1)/t no estd definido cuando r = 0, pero sabe

que su fimite es 1 cuando 1 — . De modo que defina

S0} = 1 y esto convierte a f en una funcién continua en todas

partes.]

(a) Dibuje la grifica de Si.

(b) (En qué valores de x tiene esta funcidn valores maximos
locales?

(c) Encuentre las coordenadas del primer punto de inflexién a
la derecha del origen.

{d) ;Esta funcién tiene asintotas horizontales?

(e) Resuelva la ecuacion siguiente correcta hasta una cifra de-
cimal.

63-64 Sea g(x) = [ (1) dr, donde f es la funcién cuya gréfica se

muestra.

{a) ;En qué valores de x se presentan los valores méximos y mini-
mos locales de g?

(b) ;Donde alcanza g su valor médximo absoluto?

(c) ¢En qué intervalos g es concava hacia abajo?

(d) Trace la grifica de g.

By

3 +

? 7

] 4

f\ t } 1
0 2 4 6
Ml 3

o4, ¥

M

65-66 Evalde el limite reconociendo primero la suma como una
suma de Riemann para una funcién definida en [0, 1].

n 1'3
1. lim > —

ey

62. lfml(\/z+\/z+\/z+...+\/£)
g n n n n

SR S e

B

R

e A
i e

TR
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67. Justifique (3) para el caso s << 0.

68. Si f es continua y g vy /1t son funciones derivables, determine
una formula para

i }‘h(x)f(t) dt

dx Jylx

89, (2) Demuestre que 1 = /1 +x* =<1 + x¥parax = 0.
(b) Demuestre que 1 < f /1 + x?dx = 1.25.

70. (a) Demuestre que cos(x’) = cos xpara (0 s x < .

{b) Deduce que ':/b cos(x?}dx = -

71. Demostrar

10 X
0= | —"p——dr =0l
R A S ol

comparando el integrando a una funcién de lo mds simple.

Sea

0 si x <0
x si 0= y=|
fo = 2—x sil<xy=2
0 six>2
y glx) = jo" Fidr

() Encuenire una expresion para g(x) similar a la correspon-
diente a f(x).
(b) Trace las gréificas de f y g.

(c) ;En dénde es derivable f7 ;Dénde es derivable g7

@ Halle una funcién f y un ntmero «a tal que
x t
6+ | %U— dt = 2./%
para toda x > 0.

@El drea B es tres veces el drea A, Exprese b en términos de a.

¥ ¥

75. Una empresa de fabricacion tiene una pieza importante de un
equipo que se deprecia a la tasa (continua) f= f{f), donde ¢ es
el tiempo medido en meses desde que se le sometid a su mds
reciente reparacion. Como cada vez que la mdquina se sonete
a una reparacién mayor se incurre en un costo fijo, la compa-
fifa desea determinar el tiempo éptimo T (en meses) entre las
reparaciones mayores.

(a) Explique por qué [; f(s) ds representa la pérdida en valor
de la méquina a lo largo del tiempo ¢ a partir de la ditima
reparacién mayor.

(b) Haga que C = C{;) esté dada por

clty = —1— 1:,4 + ‘u 7(5) a’s}

;Qué representa C y por qué desearia la empresa minimi-
zar C?

(¢} Demuestre que C tiene un valor minimo sobre Jos ndmeros
t =T donde C(T) = f(T).

76. Una compafifa de alta tecnologia compra un sistema de cOmputo
nueveo cuyo valor inicial es V. El sistema se depreciard con una
rapidez f = f{#} y acurmulard costos de mantenimiento en una
proporcitn g = g(#), donde ¢ es el tiempo medido en meses. La
compaiifa desea determinar el tiempo ptimo para reemplazar el
sistema.

(a) Sea

i
() = " lo [fisy + g(s)]ds
Demuestre que los ndmeros criticos de C se presentan en
los niimeros ¢ donde C{t) = F(1) + g(n).
(b) Suponga que

v}fmwir i 0<r=30
=415 450 ° =
sit>30
0
vt
y 90 = T o0 0

Determine la duracién del tiempo T para que la depreciacion
total D(r) = [; f(s) ds equivalga al valor inicial V.

(c) Determine el valor minimo absoluto de C sobre (0, T].

(d) Trace las gréficas de Cy f + g en el mismo sistema de
coordenadas y compruebe el resultado del inciso (a) en este
caso.
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INTEGRALES INDEFINIDAS Y EL TEOREMA DEL CAMBIO TOTAL

Ya vio en la seccién 5.3 que mediante la segunda parte del teorema fundamental del cileulo
se obtiene un método muy eficaz para evaluar la integral definida de una funcidn, si su-
pone que puede encontrar una antiderivada de la funcién. En esta seccidn se presenta
una notacién para la antiderivada, se repasan las férmulas de las antiderivadas ¥ $& usan
para evaluar integrales definidas. Asimismo, replantea el FTC2, de una manera que facilita
mads aplicarlo a problemas relacionados con las ciencias y la ingenierfa.

INTEGRALES INDEFINIDAS

Ambas partes del teorema fundamental establecen relaciones entre antiderivadas e integra-
les definidas. La parte 1 establece que si f es continua, por fo tanto ]: f(5) dt es una antide-

rivada de f. La parte 2 plantea que ﬁ’ F(x) dx se puede determinar evalnando F(b) — F(a),

Lure
donde F es una antiderivada de £,
Necesita una notacién conveniente para las antiderivadas que facilite trabajar con ellas.
Debido a Ia relacién dada por el teorema fundamental entre las antiderivadas y las integra-

les, por tradicion se usa Ia notacién [ f(x) dx para una antiderivada de f y se llama integral
indefinida. Por esto,

f F(x) dx = F(x) significa F'(x) = f(x)

Por ejemplo, puede escribir

x* d [ x°
Tdr =" + — | — [ —
jx x 3 C  porque i ( 5 C) X

De este modo, considere una integral indefinida como la representante de una familia en-
tera de funciones, (es decir, una antiderivada para cada valor de la constante C).

- Distinga con cuidado entre las integrales definidas y las indefinidas. Una integral defi-
nida [? f(x) dx es un nzimero, en tanto que una integral indefinida { f(x) dx es una funcidn
(o una familia de funciones). La relacién entre ellas la proporciona la parte 2 del teorema
fundamental. Si f es continua sobre [, b], entonces

b

[[r@ac={rw de

a4

La eficacia del teorema fundamental depende de que se cuente con un suministro de an-
tiderivadas de funciones. Por lo tanto, se presenta de nuevo la tabla de férmulas de antide-
rivacién de la seccidn 4.9, mds otras cuantas, en la notacién de las integrales indefinidas.

Cualquiera de las formulas se puede comprobar al derivar Ia funcién del lado derecho y
obtener el integrando. Por ejemplo,

. d .,
J sec’xdx =tanx + C  porque + (tan x + C) = sec’x

i
-
-
%
g,f%
ey
$ ]
.
:
|
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# En la figura 1 se tiene la gréfica de la
integral indefinida del ejemplo 1 para varics
valores de C. El valor de £ es la interseccicn
conel gje y.

FIGURA 1

[ﬂ TABLA DE INTEGRALES IHNDEFINIDAS
[ertiyar=c [ o) dx [ 70 + goldx = [ Fdx + | glx) da
j‘ kdx=kx+ C

n-i-l > 1
J +C (n#=—1) J—dx=ln|xi+C

+ 1 X
[e*au—e +C ja-‘dx=—5l¥w+c
na
f sen xdx = —cosx + C l cosxdx =senx + C
j‘ sec’xdx =tanx + C | csc’xdxy = —cotx + C
J' secx tan xdx = secx + C jcscx cotxdx = —cscx + C
- 1
J - dx =tan"'x + C J~_,dx=sen“x+C
x*+ | 1 —x2

j senhxdx =coshx + C .[ coshxdx =senhx + C

De acuerdo con el teorema 4.9.1, la antiderivada mds general en un intervalo dado se ob-
tiene por la adicién de una constante a una antiderivada particular. Adopte la convencion
de que cuando se proporciona una férmula para una integral indefinida general es
vilida sdlo en un intervalo. Asi, escriba

-1 I
}—:;dxm -——+C
X" X

con el entendimiento de que es vélida en el intervalo (0, ) o en el intervalo {—o=, 0). Esto se
cumple a pesar del hecho de que la antiderivada general de la funcién f (x) = 1/x* x 7 0, es8

1
- +C st x<<0
Fix} =
—-—— + Cz six>0
X
EJEMPLO | Encuentre la integral indefinida general
J (10x* — 2 sec’x) dx

coLCi0% St usa la convencidn y la tabla 1, tiene

J (10x" — 2sec’x) dx = 10 ‘ Xtdx — 2 J secly dx

5
IO%——ZIanx+Cﬂ2x5—2tanxwi—C

Debe comprobar esta respuesta derivindola.




@ La figura 2 es fa gréfica del integrando del
eiemplo 4. Sabe por la seccion 5.2 que el valor
de la integral se puede interpretar eomo la
suma de las dreas mareadas con un signo
mas menos et drea marcada con un signe

MEeRnos.

FIGURA 2
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cos &

— 6.
J sen‘B(

EJEMPLO 2 Evalte

SOLUCION Esta integral indefinida no es evidente de inmediato en la tabla 1, por lo que se
aplican las identidades trigonométricas para reescribir la funcidén antes de integrar:

" cos 8 ° I cos 8
7 do =
’ sen-0 o ' (sen B)(sen 8) a6

=[csc(3c0t9dﬁ=—csc€+c ]

EJEMPLO 2 Calcule j; (x> — 6x) d.

SOLUCION  AF aplicar el TFC2 y la tabla 1, tiene

=% _927-0+0=—-675

Compare este cdlculo con el del ejemplo 2(b) de la seccién 5.2. 0

"2

2 3
Pl EIEMPLO 4 Determinej (2):3 -Gy + —
o x+ 1

) dx e interprete el resultado en funcién

de dreas.

SOLECON El teorema fundamental da

.3 3 _‘,4
207 = 6x + — dx=2——
JO(\ X x“+1>x 4 6

=ixt— 3P+ 3 tan“'x]?,
=102 - 32 +3tan' 2~ 0

= —4 + 3tan”' 2

2

2

+ 3tan” 'x]

w|>‘~

0

Este es el valor exacto de la integral. Si desea una aproximacion decimal, utilice una caleu-
ladora para obtener un valor aproximado de tan™" 2. Al hacerlo tiene

v

2 3
(2x3—6x+ -
o x+ 1

) dx = —0.67855

[t

0 260 + 133/t ~ 1

EJEMPLO 5 Evalde J = dr.
, ;

SOLUCIOH En primer lugar, necesita escribir el integrando en una forma més sencilla, al
llevar a cabo la division:

o 200 + 23
| e —— ]

p = F 2+ 12— dr
| i W

372 I S n 11°
=2+ e | =2+ 5
=1, Iy

=209 +30+ 4]~ (21 +F- PR +)
=18+ 18 +1—2—5—1=232;
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APLICACIONES

La parte 2 del teorema fundamental establece que si f es continua en la, b], por lo tanto

[/ dx = F5) - Fla)

donde F es cualquier antiderivada de f. Esto significa que F' = f, de forma que se puede
volver a escribir Ia ecuacién como

j‘bF (xYdx = F(b) — Fla)

Sabe que F'(x) representa la relacién de cambio de y = F(x) con respecto a x y F(b)
— F(a) es el cambio en y cuando x cambia de ¢ hacia b. [Advierta que y podria, por ejem-
plo, incrementarse y luego decrecer de nuevo. Si bien y podria cambiar en ambas direccio-
nes, F(b) — F(a) representa el cambio fotal en y.] De manera que puede volver a plan-
tear verbalmente FTC2 en los términos siguientes:

TEQREMA DEL CAMBIO TOTAL La integral de una relacién de cambio es el cambio total:

j""F'(x) dx = F(b) — Fla)

<

Este principio se puede aplicar a todas las relaciones de cambio en las ciencias natura-
les y sociales que se analizaron en la seccién 3.7. Enseguida se dan unos cuantos ejemplos

de esta idea:
= Si V(t) es el volumen de agua en un depdsito, en el instante 7, entonces su
derivada V'(r) es la proporcion a la cual fluye el agua hacia el depdsito en el
instante ¢. Por eso,

J VA de = Vit) — V(n)

i
es el cambio en la cantidad de agua en el depésito entre los instantes #; y £

= Si{C](¢) es la concentracién del producto de una reaccién quimica en el instan-
te £, entonces la velocidad de reaccidn es la derivada d[C]/dr. De tal manera,

[ 4 = ) - [t
I dt

es el cambio en la concentracion de C, desde el instante ¢, hasta el £.

a S la masa de una varilla, medida desde el extremo izquierdo hasta un punto x,
es m(x), entonces la densidad lineal es p(x) = m'(x). Por consiguiente,

J‘bp(x) dx = m(b) — mla)

es la masa del segmento de Ja varilla entre x == a y x == b,
s Sila rapidez de crecimiento de una poblacidn es dn/dt, entonces

n di
h df
es el cambio total en la poblacién durante ¢l periodo desde ¢+, hasta r.

(La poblacién aumenta cuando ocurren nacimientos y disminuye cuando se
suscitan muertes. El cambio total toma en cuenta tanto nacimientos como

decesos.)

dt = nlt) — nlt)
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z Si C(x) es el costo de producir x unidades de un artfculo, entonces el costo
marginal es la derivada ' (x). De esa manera

frzc'(X) dx = Clx:) — Clx)
X

es el incremento en el costo cuando la produccién aumenta de x; unidades hasta
X unidades.

w  Siun objeto se mueve a lo largo de una linea recta con funcidn de posicidn
s{t}, entonces su velocidad es v(f) = s'(¢), de modo que

2 [Fo ar = s) ~ s(a)

3

es el cambio de la posicidn, o desplazamiento, de la particula durante el periodo
desde ¢, hasta ». En la seccidn 5.1 se infirié que esto era verdadero para el caso
en que el objeto se mueve en la direccidn positiva, pero ahora ha probado que
siempre es verdadero.

Si quiere calcular la distancia recorrida durante el intervalo, tiene que consi-
derar los intervalos cuando #(¢} = 0 (Ja particula se mueve hacia la derecha)
y también los intervalos cuando »(¢) <t 0 {la particula se mueve hacia la iz-
quierda). En ambos casos la distancia se calcula al integrar [2(¢)], la magnitud
de 1a rapidez. Por consiguiente

'r: | (2} | dt = distancia total recorrida
3]

En la figura 3 se muestra cdmo interpretar el desplazamiento y la distancia re-
corrida en términos de las dareas debajo de una curva de velocidad.

I

o desplazamiento = J:r: et di=A —A;+ A,

Ay

distancia = £: leit)|dr=A,+A;+ 4,

v [a aceleracion del objeto es alf) = v'(¢), por eso

f "alf)dt = l(t2) — v()

iy

es ¢l cambio en la velocidad, desde el instante t, hasta el ¢;.

72 £]JEMPLO 6 Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo que su velocidad
en el instante ¢ es »(f) = ¢* ~ t — 6 {(medida en metros por segundo).

{a) Encuentre el desplazamiento de la particula durante el periodo 1 = 1 < 4.

{b) Halle Ia distancia recorrida durante este periodo.

SOLUCION
{a) Por la ecuacién 2, el desplazamiento es

(@) — s(1) = }7 ot) dr = J'f ( —1=-6)dt

Esto significa que la particula se desplaza 4.5 m hacia la izquierda.
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= Para integrar &l valor absaluto de o(r),
use 1z propiedad 5 de las integraies de ls
sgcsién 5.2 para dividir i integral en dos
paries, una donde v{r} = O y otra donde
uf) = 0.

FIGURA 4

7 Ung note Gumng o undodes

(b) Adviertaque () =1 — 1 — 6=1(t — 3)(r + 2) v, por eso, #(f) < 0 en el intervalo
[1,3]y #(5) = G en[3, 4]. Por esto, a partir de la ecuacién 3 la distancia recorrida es

sl

J‘f lo(r) | dt = J]' [—o(t)]dr + j: o(1) dr

= J.f(—rz + ¢+ 6)dr + {: (P —t—6)dr

& 2 3 PE +2 4
=|—-—+—= +l=——==6
{ 3 2 6t]| {3 2 ij

61
=% = 10.17m

EJEMPLY 7 En la figura 4 se muestra el consumo de energia eléctrica (potencia) en la
ciudad de San Francisco un dia del mes de septiembre (P se mide en megawatts y # en
horas, a partir de la medianoche). Estime la energia que se utilizé ese dfa.

P

/MM"—W"W%
Ad
800 ;f o
/ Pal
660 = <
/ N
\\.
400
200
0 3 6 9 12 15 ig 21 f

Pacific Gas & Electric

S0tUCI0N La potencia es la relacién de cambio de la energia: P(f) = E'(r). De modo que,
por el teorema del cambio neto,

[ P@wde = [ B0 ar = EQ4) — E©)
es la cantidad total de energia que se usé ese dia. Haga una aproximacidn de la integral
con la regla del punto de en Medio con 12 subintervalos y Ar = 2:
[7P@ ar =~ [PQ) + PG) + PS) + -+ + P21) + PR3] Ar

= (440 + 400 + 420 + 620 + 790 + 840 + 850

+ 840 + 810 + 690 + 670 + 550)(2)
= 15840

La energia usada fue de unos 15 840 megawatt-horas. r

4Cémo sabe qué unidades usar para la energia en el ejemplo 77 La integral [** P(¢) dt
se define como el limite de las sumas de términos de la forma P{t) Ar. Ahora bien, P(r*) se
mide en megawaltts y Az en horas, de modo que su producto se mide en megawatt-horas.
Lo mismo es verdadero para el Iimite. En general, la unidad de medida para lf flx)dxesel
producto de la unidad para f(x) y la unidad para x.
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5. ' (2 + x Hdx

it 397
54| EjErRCICIOS
-4 Compruebe mediante derivacién que la formula es correcta, BT [‘ (O + 4x) dx 39 1‘5 (2e* + 4 cos x) dy
S o Jo T e
- x -
1. .‘T\/—ﬂ%—;—]t’f.}\—\f.l +1+C ” 3 o 3 — 2
38| S 3. | dx
) S x J1 \/;
| xcosxdre=xsenx + cosx + C - ol
. 35. [0 (4senf — 3cos ) 4Bt 36. '_ , sect tanfdg
) i
3. 1 cos’x dx = sen x — Tsen’s + C vmis | cos2f *a/3 Sen & ++ sen 8 tang
- 3. |7 ——as 3. | : ¢
) Jo cos g Jo sec*g
- X
4, ’ ey = — (bx — 2al/a + bx + C o |+ fx - 26"
) Va+ bx 36 3. [ —=ax 0. | ——=T
h I-10 senh x + cosh ¢
N A (v — )P
_ _ o R g LoD
5-18 Determine ura integral indefinida general. o - 1 X
6. ‘ (V¥ + ) dx '@, 'ZI (x = 2[x])dx 44. |0w1 [sen x| dx

7. [ (-8t — a8 | 0° + 1.8y — 2.4y} dy

%l (1 =02+ dr

S N .
11, qi—sz‘_dx 12, } (x=+ 1+ L 1)4_1-
It X o -

X

10. [ o(e® + 2)%

13. l {sen x + senh x) dx i4. l {csc?r — 2 dr

T5. | (6 — csc Ocot @) do 16. ’ sec Hsec ! + tan 1} et

- sen 2x

7. [ (1 + tana) da 18. | dx

En.y

A

tf] 19-20 Determine la integral indefinida general. Tlustre mediante

una gréfica varios miembros de la familia en la misma paatalla.

19, l (cos x + ';—.\Z) dx 20. | ("~ 22 dx

21-44 Evalie la integral.

. 102 (657 — 4x + 5)dx 22, "IR (I + 2x ~ 42%) dx

23] f:jl (2x ~ e¥) dx 24. Ji (i =1 + u®) du

25, 'i Bu + 1Y du 2

o

. ‘: (20 + 5)30 — Ddv
27. |'I*J;(1 + 1) de 28. j:’ V2 di

- 2 sy o+ 5y7
29. I ! (4)}3 + ~—‘) (Iy 30. L :}_)—3)_(!):
o2 y‘ W r

45. Use una grdfica para estimar [as intersecciones con el gje v de la
curva y = x + x° — x*. Luego utilice esta informacicn para es-
timar el drea de la regién que se encientra debajo de la curva y
arriba del eje x.

46. Repita el ejercicio 45 para la curva v = 2x + 3¢ — 240,

‘4"(\\,131 drea de la regidn que se encuentra a la derecha del eieyyala

izquierda de la pardbola x = 2y — »? (el drea sombreads de la
figura) se expresa con la integral i (2y = »*} dv. (Gire su cabe-
za en sentido de las manecillas del reloj y considers que La re-
gi6n se encuentra debajo de la curva x = 2y — y> desde v = 0
hasta y = 2.} Encuentre el 4rea de la regidn,

r=2y-—y"

S

[48,] Las fronteras de la regién sombreada son el eje v, larecta
y =1y lacurva y = {/x. Encuentre el drea de esta region
al escribir x como funcion de y e integrar con respecto a esta
dltinia (como en el ejercicio 47).
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49, Si w'(y) es la rapidez de crecintiento de un nifio en libras por
afio, ;qué representa J;° w'(t) dr?

50. La corriente en un alambre se define como la derivada de la
carga: 1(2) = Q7). (Véase el ejemplo 3 de la seccidn 3.7.)
;Qué representa [* I(7) dr?

51, Si se fuga aceite de un tanque con una rapidez de (z) galones
por minuto en el instante #, jqué representa [ r{1} dr?

52. Una poblacién de abejas se inicia con 100 ejemplares y se in-
crementa en una proporcion de n'(t) especimenes por semana.

¢ Qué representa 100 + [* n(1) dr?

53. En la seccién 4.7 se defini6 la funcién de ingreso marginal
R'(x) como la derivada de la funcién de ingreso R(x),
donde x es el niimero de unidades vendidas. ;Qué
representa lf&?oj R(x) dx?

54. Si f(x) es la pendiente de un sendero a una distancia
de x millas del principio del mismo, ;qué representa
j;’ Flx) dx?

55. ;Si x se mide en metros y f{x) en newtons, ;cudles son las
unidades para [o"f(x) dx?

56

Si las unidades para x son pies ¥ las unidades para a{x) son
libras por pie, jcudles son jas unidades para da/dx? ;Qué
unidades tiene [Fa(x) dx?

57-58 Se da la funcion de velocidad (en metros por segundo)
para una particula que se mueve a lo largo de una recta. Encuentre
{a) el desplazamiento, y (b) la distancia recorrida por la particula
durante el intervalo dado.

STl =3r—-5 0=1<3
58. () =1 —2t—8, 1l=r=6

58-60 Se dan la funcién de aceleracién (en m/s*) y la velocidad
inicial para una particula que se desplaza a lo largo de una recta.
Encuentre (a) la velocidad en el instante ¢ y (b} la distancia
recorrida durante el intervalo dado.

B9 aly =t+4, v0)=5 0=:<10
80, a(d =2¢+3, v(0)=—-4, 0=r=3

61. Se da la densidad lineal de una varilla de longitud 4 m
mediante p(x) = 9 + 2./x medida en kitogramos por metro,
donde x se mide en metros desde un extremo de la varilla.
Encuentre la masa total de esta tltima.

62, Del fondo de un tangue de almacenarmiento fluye agua en una
cantidad de r{¢) = 200 — 41 litros por minuto, donde
0 =< ¢ < 50. Encuentre la cantidad de agua que fluye del tangue
durante los primeros 10 minutos.

63. La velocidad de un antomévil se leyd en su velocimetro a
intervalos de diez segundos y se registr6 en una tabla. Use la
regla del punto medio para estimar la distancia recorrida por el

vehiculo.
t{s) v {mi/h) t(s} # {mi/h)
¢ 0 60 50
1o 38 70 53
20 52 80 54
30 58 90 47
40 55 100 45
30 51

64. Suponga que un voledn hace erupcién y en la tabla se
proporcionan las lecturas de la cantidad a la que se expelen
materiales sélidos hacia la atmosfera. El Hempo ¢ se mide
en segundos y las unidades para r(#) son toneladas métricas
por segundo.

i 0 1 2 3 4 5 ¢}

rith 2 i0 24 36 46 34 60

(a) Dé estimaciones superiores e inferiores para la cantidad
((6) de materiales expelidos una vez que transcurren
6 segundos.

{b) Use la regla del punto medio para estimar Q(6).

65. El costo marginal de fabricar x yardas de cierta tela es
(%) =3 — 0.0lx + 0.000006x" (en délares por yarda).
Encuentre &l incremento en ¢l costo si el nivel de produccidon
aumenta de 2000 a 4000 yardas.

66. Fluye agua hacia adentro y afuera de un tanque de almacena-
miento. Se muestra una grifica de la relacién de cambio 7(¢)
del volumen de agua que hay en el tanque, en litros por dia. Si
la cantidad de agua que contiene el tanque en el instante £ = 0
es 25 (000 L, use la regla del punto medio para estimar la canti-
dad de agua cuatro dias después.

,
2000 .
/
1000
0 12| A 4«
~1000

67. Los economistas usan una distribucidn acumulada, llamada
curva de Lorenz, para describir la distribucidn del ingreso entre
ias famnilias en un pafs dado. Tipicamente, una curva de Lorenz
se define en [0, 1], con puntos extremos (0, 0} y (1, 1) y es
continua, creciente y concava hacia arriba. Los puntos de esta
curva se determinan ordenando todas las famnilias segiin sus
ingresos y calculando el porcentaje de ellas cuyos ingresos son
menores que, o iguales a, un porcentaje dado del ingreso total
del pafs. Por gjemplo, el punto (a/100, b/100) estd sobre la
curva de Lorenz, si el a% inferior de las familias recibe menos

.
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del 4% del ingreso totat o un porcentaje igual a éste. Se tendrfa ¢Cudl es el porcentaje del ingreso total recibido por el 50%
la igualdad absoluta de la distribucidn del ingreso si el a% inferior de las familias? Encuentre el coeficiente de desi-
inferior de las familias recibe el a% del ingreso, en cuyo caso la gualdad.
curva de Lorenz serfa la recta y == x. El drea entre 1a curva de 68. E1 7 de mayo de 1992, ¢l trasbordador espacial Endeavour fue
Lorenz y larecta y = x mide en cudnto difiere la distribucion lanzado en la misién STS-49, cuya finalidad fue instalar un
del ingreso de la igualdad absoluta. El coeficiente de desigualdad nuevo meotor de impulso en el perigeo en un satélite Intelsat de
es la relacién del drea entre la curva de Lorenz y larecta y = x comunicaciones. En la tabla se dan los datos de la velocidad
al drea debajo de y = x. ‘ del trasbordador entre el despegue y el desprendimiento de los
y cohetes auxiliares de combustible sélido.
i i, Hecho Tiempo {83 | Veloowdad {pies/<)
y=x Lanzamicnio (3 ]
Y =Lix) Inicio de la xllzlfli(niul'al de giro )
alrededor del eje 10 ERN
’ Fin de la maniobra de giro
0 ] T alrededor del ¢je ] Bl
Estranguiacion al 897 20 447
(a) Demuestre que el coeficiente de desigualdad es el doble del Estzangulacion al 67¢ a2 742
drea entre Ia curva de Lorenz y la recta y = x; es decir, de- Estrangulacion al 144G 59 1323
muestre que Presicn dindimica miximu 62 [EER
" Separacion del cohete auxiliar
coeficiente de desigualdad = 2 jn [x — L{x)idx de combustible solido 123 415}
(b} La distribucién del ingreso para cierto pais se representa (&) Use una calculadora graficadora o una computadora para
mediante la curva de Lorenz definida por la ecuacién modelar estos datos con un polinomio de tercer grado.
{b) Use el modelo del inciso (a) para estimar la altura alcanzada
Lx) = Hx? + 5x por el Endeavour, 125 segundos después del despegue.
REDACCION NEWTON, LEIBNIZ Y LA INVENCION DEL CALCULO

DE PROYECTO

Los inventores del célculo fueron sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716). Pero las ideas bdsicas detrds de la integracién fueron investigadas hace 2500
afios por los antiguos griegos, como Eudoxo y Arquimedes, y que Pierre Fermat {1601-1665},
Isaac Barrow (1630-1677) y otros fueron los pioneros en hallar tangentes. Barrow, el profe-
sor de Newton en Cambridge, fue el primero en comprender la relacidn inversa entre la deri-
vacion y la integracién. Lo que Newton y Leibniz hicieron fue usar esta relaci6n, en la forma
del teorema fundamental del cdlculo, para convertir este dltimo en una discipling matemadtica
sistemdtica. En este sentido es que se da a Newton y Leibniz el crédito por la invencién del
cdlculo.

Lea acerca de las colaboraciones de estos hombres en una o més de las referencias que se
proporcionan en la bibliograffa y escriba un informe sobre uno de los tres temas siguientes. Puede
incluir detalles biogréficos, pero el reporte debe concentrarse en una descripciGn, con cierto detalle,
de Jos métodos y notaciones. En particular, consulte uno de los libros fuente, en los cuales se dan
extractos de las publicaciones originales de Newton y Leibniz, traducidas del latin al inglés.

= El papel de Newton en el desarrollo del cdlcuio.

u  El papel de Leibniz en el desarrollo del cdlculo.
e La controversia entre los seguidores de Newton y los de Leibniz sobre la prioridad en la
invencién del cdleulo.
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1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics, Nueva York: John Wiley, 1987,
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55! LA REGLA DE LA SUSTITUCION

En virtud del teorema fundamental, es importante poder hallar antiderivadas. Pero nues-
tras férmulas de antiderivacién no indican cémo evaluar integrales como

(1] ‘ 2x4/1 + x%dx

o

algo adicional. En este caso, el “algo adicional” es una nueva variable; cambie de una
variable x a una variable . Suponga que hace que « sea la cantidad debajo del signo in-
tegral de (1), u = | + x”. En tal caso la diferencial de u es du = 2x dx. Advierta que si la

;
5
Para hallar esta integral, aplique la estrategia para la solucién de problemas de introducir |
]
|
]

w En ta seceion 3.10 se definieron las dx en la notacién para una integral se interpretara como una diferencial, después en {1) se
diferenciales. 8i u = f(x), por lo tanto tendria la diferencial 2x dx y, por consiguiente, desde un punto de vista formal y sin justifi-
dut = f(x) dx car este cdleulo, podrin escribir

7 J 2x/F + xPdx = [\/1 + x*2xdx = “\/t-ldlt

= %113"2 + = %():2 + 1D+ C

Pero ahora podria comprobar que tiene la respuesta correcta aplicando la regla de la cadena
para derivar la funcidn final de la ecuacidn (2}

d

0T+ DV = D 2= 2T T
X

En general, este método funciona siempre que tiene una integral que pueda escribir en
la forma [ f(g(x))g'(x) dx. Observe que si F' = f, en consecuencia

Kl [ Fg()g'(x) dx = Flg(x)) + C

v




= Compruebe la respuesta al derivarla.
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porque, por la regla de la cadena,

:?rf [F(g(x)] = F'(g(x))g'(x)
X

Si hace el “cambio de variable™ o la “sustitucién” i = g{x), en segnida, a partir de Ia
ecuacion (3) tiene

j' Fg(0)g'(9 dx = Flg(x)) + C = Fw) + C = | F/(u) d

o bien, si se escribe F' == f se obtiene

[ FlgtNg (o) dix = { £(a)

Por lo tanto, ha probado la regla siguiente:

[4] REGLA DE SUSTITUCION Siu = g(x) es una funcién derivable cuyo alcance es
un intervalo I, y f es continua sobre /, en tal caso

[ Hag @ dx = | 60 du

Advierta que se probd la regla de sustitucién para la integracién aplicando la regla de la
cadena para la derivacidn. Asimismo, observe que, si x = g(x), por lo tanto du = g'(x) dx,
de modo que una manera de recordar la regla de sustitucion es pensar en dx y du de {4) co-

mo diferenciales.
Asi pues, la regla de sustitucién expresa: es permitido operar con dx y du después de
los signos de integral como si fueran diferenciales.

EJEMPLO | Encuentre [x:’ cos{x® + 2} dx.

soLuc:on Haga la sustitucién u = x* + 2 poraue su diferencial es du = 4x° dx, la cual,
aparte del factor constante 4, aparece en la integral. De este modo, con x* dx = S du y la
regla de sustitucién, tiene

J' 2eos(xt + 2 dx = J cosu - =1 ’ COS 1t du
=isenu + C
=gsen(x* +2) + C
Advierta que en la etapa final tuvo que regresar a la variable original x. o

La idea detrds de [a regla de sustitucidn es reemplazar una integral relativamente com-
plicada por una mds sencilla. Esto se lleva a cabo pasando de la variable original x a
una nueva variable v que sea funcidn de x. Asi, en el ejemplo 1 reemplace la integral
| x*cos(x* + 2) dx con la integral més sencilla § | cos u du.

El reto principal en la aplicacidn de la regla de sustitucién es pensar en una sustitucion
apropiada. Intente elegir 1 como alguna funcién en el integrando cuya diferencial también
se presente (excepto para un factor constante). Este fue el caso en el ejemplo 1. Si no es
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1

J
_——/ l
/ gin)= [ fixydx

-1

FIGURA 1

N X
==

gt = fde= 4147

posible, escoja u como alguna parte complicada del integrando (tal vez la funcidn interna
de una funcién compuesta). Encontrar la sustitucién correcta conlleva algo de arte. No es
raro que la conjetura sea errénea; si su primera suposicién no funciona, intente con otra.

EJEMPLO 2 Evalile j J2x + Ldx.

SOLCIGY | Seau = 2x + 1. Por lo tanto du = 2 dx, de modo que dx = dit/2. De esta
forma, la regla de sustitucion da

j\/2x+ 1dx=J‘ u%ﬂm%jumdu

1 w7 L
=E'%+C=§l£ + C

=312x+ D"+ C
$eLUeIOn 1 Otra sustitucién posible es v = +/2x + 1. En tal caso

d .
du = \/Txk—:—{ de suerte que  dx = +2x + ldu = udn

(O bien, observe que #* = 2x + 1, de suerte que 2u du = 2 dx.) En consecuencia,

JQ WM2x+ Ldx = J i udy | u? du

3
=%+C=%(2x+1)3"3+C

i3

dx.

° X
B FjEMPLO 3 Encuentre | —/——
i J 1 — 4x?

soLckey Sean = 1 — 4x? Después du = —8x dx, de manera que xdx = —gduy

. X . .
j e = — 12 dy

Lo
NS J\/;du— 8J
= —2Vu)+ C= i1 —dx+ C A

La respuesta para el problema 3 puede comprobarse por derivacién pero, en lugar
de ello, higalo de manera visual con una grifica. En la figura I se usa una
computadora para trazar las grificas del integrando f(x} = x/+/1 — 4x% y de su inte-
gral indefinida g(x) = —3/1 — 4x? (tome el caso C = 0). Advierta que g(x) decrece
cuando f(x) es negativa, crece cveando f{x) es positiva y tiene su valor minimo cuando
f(x) = 0. De modo que parece razonable, a partir de la evidencia grifica, que g sea una
antiderivada de f.

EIEMPLO 4 Caloule J % dx.

SOLUCION ST hace u = 5x, en seguida du = 5 dx, de modo que dx = ; du. Por
consiguiente

I.es"dxmle.e“du=ée“+C=§85“'+C .
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E{EMPLG 5 Calcule f JT+ 225 dx.
SOLUCION Una sustitucién aceptable es mds obvia si factoriza x° como x* - x. Sea

1 =1+ x> A continuacién dr = 2x dx, de modo que x dx = du/2. También,
x*=u — 1, de modo que x* = (u — 1)%

. 1+ xix5dx = J. VI + x2xt - xdx

d
jf(arml)mii““j\/_ P—2u+ Ddu
= EJ' (@™ = 26 + uM du
— m(- M2 _g. % 5/ musl’) +C
=41+ 2 — 31 + )" + 11 + 2+ C N

8% EIEMPLO 6 Calcule .[ tan x dx.

SeLUCION En primer lugar, escriba la tangente en términos de seno y coseno:

cosen x
j tan xdx = j
cOs X
Esto sugiere que debe sustituir # = cos x, dado que entonces du = —sen x dx v, como
consecuencia, sen x dx = —du:
sen x 1
Jtanxdx=j drx= —| —du
cos x u
=—Inju|+ C= ~In|cosx| + C [
Puesto que —In|cos x| = In(|cos x|™") = In(1/|cos x|) = In|sec x|, el resultado del
ejemplo 6 también puede escribirse como
(5] ’.tanxdlenlsecxi+c

INTEGRALES DEFINIDAS

Cuando se evalda una integral definida por sustitucidn, se pueden aplicar dos métodos. Uno
consiste en evaluar primero la integral indefinida v, enseguida, aplicar el teorema funda-
mental. Por ejemplo, si se usa el resultado del ejemplo 2, se tiene

L“ Vix F ldx = f VZx F 1dx]y = ox + 197
=@ - =de7 - =¥

El otro método, que suele ser preferible, es cambiar los limites de integracion cuando se
cambia la variable.
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= En esta regla se afirma que cuando se usa

una sustitucién en una integral definida, debe [§] REGLA DE SUSTITUCION PARA INTEGRALES DEFINIDAS Si g’ es continua en

poner todo en términos de la nueva variable «, :
no $6i0 x ¥ dx, sino también los Iimites de [, b] y f es continua sobre el rango de 1 = g(x}, entonces

integracion. Los nuevos limites de integracidn
son los valores de 1 que sorresponden a

c=ayr=b [ £(aeNg' e ax = 7 p(u)

"9
ata

DEKOSTRACION Sea F una antiderivada de f. En consecuencia, por (3), F(g(x)) es una
antiderivada de f(g{x))g'(x}, de modo que de acuerdo con la parte 2 del teorema fun-
damental

{7 F(g()gs) dx = FlgCN], = Flg(®)) — Flg(a)

Pero, si se aplica TFC2 una segunda vez, también resuita

l;:,]f (1) due = F(tt)]ﬂi: = Flg(b)) — Flgla)) -

gjeMpLo 7 Evaltie [: V2x + 1 dx usando (6).

SGLUCION Si se aplica la sustitucién a partir de la solucidn 1 del gjemplo 2, se tiene
u=2x+ 1ydx=du/? Para encontrar los nuevos limites de integracién,
advierta que

cuandox =0, u =2(0) + 1 =1 y cuandox =4, u=2(4)+1=9

£ Q ~ "
Por lo tanto, J.O J2x + ldx = JI %Jﬂd_u — ‘ . ;;43/-]?

& En la figura 2 se muestra Ja interpretacion

geométrica del e;emplo‘T. ta sustitucion _ 3(93/2 _ 13/2) _ %
w = 2x + | alarga el intervalo [0, 4] con un 3

factor de 2 v lo traslada hacia la derecha una
unicad. La Regla de Sustitucién hace ver que Observe que al usar (6) no se regresa a la variable x después de integrar. Sencillamente

fas dos dreas son iguales. evalud la expresion en u entre los valores apropiados de .

b ¥y
3
YT ]
X 0 1 9
FIGURA 2 !
; i EJEMPLO 2 Evalle r L
= L& integral dada en el ejemplo B es una A i (3 - Sx)z :

abreviatura para

T dx

H 1
.l, (3 — 59 soLuci Sean = 3 — Sx, A continuacién du = —5 dx, de modo que dx == —du/5.

[
[
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. Cuandox = l,u= —2ycuandox =2, u = —7. Por esto
J2 dx _ _iJu?gfr_
1 (3~ 5x)° 542 gt

Il

!
LIII»—-A
| —
=]
—
m ~

If
|-
L
L 4

In x

EIEMPLO ¢ Calcule J? dx.

X

SOLUGON Haga u = In x porque su diferencial di = dx/x se presenta en la integral. Cuando
yx=lLu=Inl=Q0cuandox=e,u=Ine = 1. Dre modo que

Bl |
e In x d i’ 1
jl de = JO u dy = WE-:I = —2‘

0 0
¥
05T _ Inx
y= e
# Como ia funcidn £(x) = (In x)/x en el T
gjemplo 9 es positiva pera x > 1, {3 integral
representa el drea de Iz region sombreada en
la figura 3.
0 /1 I3 x
FIGURA 3

SIMETRIA

En el teorema siguiente se usa la regla de sustitucién para las integrales definidas, (6),
con el fin de simplificar el cdlculo de integrales de funciones que poseen propiedades de
simetria,

INTEGRALES DE FUNCIONES SIMETRICAS Suponga que f es continua sobre

[—a,al
(a) Si f es par [f(—x) = f(x)], entonces [ f(x)dx = 2 Jo f(x) dx.

(b) Si f esimpar [ f{—x) = —f(x)], entonces &, fx)dx = 0.

DEMOSTRACION Separe la integral en dos:
o g « — Y
Jpmdc= [ san+ [Frar= = [ fwdr + [ ds

En la primera integral de la extrema derecha haga Ia sustitucién z = —x. Después
du = —dx y, cuando x = —a, u = a. Por consiguiente,

—-J Fl)dx = -—j Fl=u(~du) J f(—u)du
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con lo cual, la ecuacidén 8 se convierte en
o & o
9] J flx)dx = L flu) du + J; Flx)dx
—a

(a) Si f es par, entonces f(—u) = f (1), de esa manera la ecuacién 9 da
La flydx = jo fl) du + J.O Ffxydx =2 L Fx)dx

(b} Si f es impar, entonces f {(~u) == —f{u) y la ecuacidn 9 da
qu“ F()dx = — J’: Fladdu + j; fxydx=10 5

La figura 4 ilustra el teorema 7. Para el caso en que f es positiva y par, en el inciso (a) se
hace ver que el drea debajo de y = f(x) desde —a hasta a es el doble del 4drea desde 0 has-
ta g, en virtud de la simetrfa. Recuerde que una integral f:’ f{x) dx se puede expresar como
el 4rea arriba del eje x y debajo de y = f(x) menos el drea debajo del eje x y arriba de la
curva. Por esto, en el inciso (b) se hace ver que el drea es O porque las dreas se cancelan.

¥

—-a 0 a x
" ! , EJEMPLO 10 Dado que f(x) = x® + [ satisface f(—x) =f (x), es par y, por consiguiente,
(2) f par, J_a fixyde=2 J.n flx)dx , ,
jhz (x® + Ddx = ZL' (x*+ Ddx
—olix7 =25 +2)=F
-
\/ a x
EJEMPLO t1 Como f(x) = (tan x)/(1 + x* + x*) satisface f(—x) = —f(x), es impar y,
- de este modo,
(b) § impar, | Fydy=0 i fan x Y
FIGURA 4 L T+t &
| 5.5 | EJERCICIOS
1~ Evalte la integral efectuando la sustitucion dada. 7-40 Evaliie la integral indefinida.
L l e = —x 7. | x sen(x?} dx 8. J x*x? + 5) dx
L [2P@+ A u=2+2 9. | (3x — 2" dx 0. [ Gr+2ar
J.xz X3+ ldx, w=x"+1 . [(x+1)\/2x+rdx 12, J‘?%I);dx
W X~
r dt
o [ —E =1 dx L ’
e —E}j . 1. [ sen(e?) d
[ enc? = .
5. | cos’@sen 8d0, u = cos 0 15. [senfmtd: 16. J 2:c de
J x4 1

» sec?(1/x)
b | seell/x) a+ b

U2 e = s

18, j sec 26 tan 20 df




23. [ cos sen®s dt

l‘ e 1 + e*dx

27. i \3/—1—1‘———;([2
29, ' " sec’x dx

" COS X

31 j dx

J sin’x

!@% ’ Voot x csex dx

sen 2x

3. j 1+ cosx

37. ' col x ¢fx

39. ‘ sec’y tan x dx

a1 I_._mmfh___._
3T = xEsenly

0. | 0= 0)

doax b

2

[acd

. l Jxosen{l + x¥) gx
2, J (1 + tan 6)° sec®0 4o

26. I e sen 1 dt

s tan"ix
2. J 1 +x°
3. | —w_se“(i“ D o
- e'r
3. | o
34, | %f/x)—dx
36. l‘ sen x

——— x
1 + cosx

dt

3B, | ——
J cos™t/1 + tant

40, | sen ¢ sec(cos 1) dr

42, ‘{ dx

I+ x*

2

a. | —il—-\/—:——dr
46. { P+ Tdx

47-50 Evalde la integral indefinida. Ilustre y compruebe que su
respuesta es razonable, dibujando la funcién v su antiderivada

(tome C = 0).

47, ; * — 1) dx

49, [ sen’x cos x dx

o

sen \/; i
\/3:_ ax

50. i tan’@ sec’d 40

4. |

31-70 Evalde la integral definida.

51 |e (x — ) dx

53. lez(l + 2x3Y dx

52. J: V4 + 3x dx

54. [‘;xcos{x ) dx
0
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55. JO_ sec*(1/4) dt 56. J:: CSC %! COt o7 eft
57, J_"fjﬁ tan*g 9 58. ['xe ax
DL apnim,

61, JUH—B(I—‘/%__W 62. j:ncos x senfsen x) dx

63. l:x\/r + o' dx (@ > 0) J: xa — Zdx

. 4 X
65. .’1 xo/x — 1dx &6. JO \/T—+—~2—xdx

T@ j . ‘i;x 8. | —_S—%_fn_l‘: — dx

e+ 1 742
?@ ‘0 s dz 70. L sen(2m/T — o) dr

I 7178 Use una grifica para dar una estimacién aproximada del 4rea
de la regidn que se encuentra debajo de la curva dada, Enseguida
encuentre ef drea exacta.

Noy=2x+1, O0=sx=

72, y—23en1—sen2x, Osx=svw

73. Evalie i {x + 3W/4 — x2dx al escribirla como una suma de
dos miegrales e interpretar una de ellas en términos de un frea.

74, Evalde [} x+/1 — x* dx al efectuar una sustitucién e
interpretar la integral resultante en términos de un drea.

E@LCué[es de las dreas siguientes son iguales? ;Por qué?

¥

tafs -

76. Un modelo de rapidez de metabolismo fundamental, en kcalth
de un hombre joven es R(s} = 85 — 0.18 cos(w/12), donde ¢
es el tiempo en horas a partir de las 5:00 aMm. ;Cudl es el
metabolismo fundamenta total de este hombre, |3 R(r)d?, en
un periodo de 24 horas?
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77. Un tangue de almacenamiento de petréleo se rompeen t = 0
v el petréleo se fuga del tanque en una proporcién de r{r) =
100" litros por cada minuto. Cudnto petrdleo se escapa
durante la primera hora?

78. Una poblacién de bacterias se inicia con 400 ejemplares y
crece con una rapidez de r(1) = (450.268)e" " bacterias por
hora. ;Cudntos especimenes habrd después de tres horas?

79. La respiracidn es ciclica y un ciclo respiratorio completo
—desde el principio de la inbalacién hasta el final de fa
exhalacién— requiere alrededor de 3 s. El gasto mdximo de
aire que entra en los pulmones es de mds o menos 0.5 L/s. Esto
explica en parte per qué a menudo se ha usado la funcién

F(r) =} sen(2rt/5) para modelar el gasto de aire hacia fos
puimones. Uselo para hallar el volumen de aire inhaiado en

los pulmones en el tiempo 1.

80

Alabama Instruments Company ha montado una linea de produc-
cién para fabricar una calculadora nueva. El indice de produc-
cién de estas calculadoras, después de ¢ semanas s

f{% £ 5(}00(1 - —(ﬁ%) calculadoras/semana
( Advierta que fa produccion tiende a 5000 por semana a medida
que avanza el tiempo, pero que la produccidn inicial es mds
baja debido a que los trabajadores no estdn familiarizados con
las técnicas nuevas.) Encuentre la cantidad de caiculadoras
producidas desde el principio de la tercera semana hasta el final
de la cuarta.

51.] Si f es continna y J: Flx) dx = 10, encuentre [:f(Zx) dx.

82. Si fes continua y [:f{x) dx = 4, encuentre L: xf(x*) dx.

5 | REPASQ

83. Si f es continua sobre R, demuestre que
[/ sy = [ dx

Para el caso donde F(x) = 0y 0 << & << b, dibuje un diagrama
para interpretar geométricamente esta ecaacion como una
igualdad de 4reas.

84. Si f es continua sobre B, demuestre que
["flx + o) de = J""*“ FO) dox

Para el caso donde f(x) = 0, dibuje un diagrama para
interpretar geométricamente esta ecuacién como una
igualdad de 4reas.

B5.] Si @ y b son nlimeros positivos, demuestre gue

lﬁi X1 — 2 dy = [ﬂl x(1 = X' dx

J0

86. Sifes continua en [0, ], utilice la sustitucién # = & ~ x para
demostrar que

l: xf(sen x) dx = %T L:- S(sen x) dx

87. Mediante el ejercicio 86 calcule la integral
v XSen X
| X
Jo 1+ cos™x

88. (a) Sifes continua, comprobar gue

J:ﬂ flecos x) dx = j‘:ﬂ flsenx) dx

(b) Aphique el inciso (a} para valorar

2 ” /2 5
‘ cos  xdyy ‘ sen~x dx
il <0

REVISION DE CONCEPTOS

1. {a) Escriba una expresién para una suma de Riemann de una

funcién f. Explique el significado de la notacién que use.

(b) Si f{x) = 0, ;cudl es la interpretacién geométrica de una
suma de Riemann? Tustre la respuesta con un
diagrama.

{c) Si f{x) toma tanto valores positivos como negativos, ;jcudl
es ]a interpretacién geométrica de una suma de Riemann?
Ilustre la respuesta con un diagrama.

2. (a) Escriba la definicién de la integral definida de una
funcidn continua, desde a hasta b.
(b) ¢ Cudl es la interpretacién geométrica de _[‘i'f(x) dxsif{x)
=07
(c) ¢Cudl es la interpretacion geométrica de § f(x) dx si f(x)
toma valores tanto positivos como negativos?
Tlustre la respuesta con un diagrama.

3. Enuncie las dos partes del teorema fundamental del cdleulo.

4. (a) Enuncie el teorema del cambio total.

{b} Si r(£) es la proporcitn a la cual el agua fluye hacia un
depésito. ;qué representa §* r{r} dt?
5. Suponga que una particula se mueve hacia adelante y hacia atrds

a lo largo de una recta con una velocidad n(t}, medida en pies
por segundo, y una aceleracidn a(f).

(a) ;Cudl es el significado de i:j“ (1) dt?

(b) ;Cudl es el significado de [ | o(7) | dr?

(c) {Cuadl es el significado de J"ﬁéo alt) dr?

6. (ay Expligue el significado de Ia integral indefinida [ f{x) dx.
{b) ;Cudl es la relacién entre la integral definida 1(‘:’ flxydxyla
integral indefinida [ f(x} dx?

7. Explique con exactitud qué significa la proposicién de que “la
derivacién y la integracién son procesos inversos”.

8. Enuncie la regla de sustitucién. En la prictica, jcomo puede
usaria?




CAPITULO 5 REPASO  ||j| 409

PREGUNTAS "DE YERDADERO-FALSO

Determine st la proposicién es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique 7. Si f y g son continuas y f(x) = g{x) para e < x < )
por qué. Si es falsa, explique por qué o dé un ejemplo que refute la entonces
propesicion.

"bf (x)dx = l.b glxydx
1. Si f y g son continuas sobre [a, ], entonces - o

8. Si f'y g son derivables y f(x) = g(x) paraa < x < b,

K2 b *h
J“ LAx) + gln)]dx = J" flxydx + Ja g(x) dx entonces f'(x) = ¢'(x) paraa < x < 4.
2. Si son continuas sobre [a, &), entonces . ) ;
fye [a. 4] Q.Jl t°—6x"+ﬂ;-; dx=20
- (1 +x*y

J s an = ([ to ) o ) . 5
! 10. LS (ax*+ bx+c)dr =2 L {ax? + ¢) dx
3. 5i f es continua sobre [a, b}, entonces
i1 3
" 57 de =5 " () ax . i ey

se PZ 3y . :
4. 8i f es continua sobre [a, &), entonces 12. La expresx}m o (r = x°) dx representa ¢] drea bajo la curva
y=x—x’deQa2
b b
J" ) de=x [, SFlx) dx 13. Todas las funciones continuas tienen derivadas.

5. Si f es continua sobre [, b] y £(x) = 0 entonces 14. Todas las funcicnes continuas tienen antiderivadas.

" . 15. 8ifes continua en [a, &], entonces
L Vilx)dx = J” FOx) dx
d

i
—_ Ddy ] = flx
6. Si f es continua sobre [1, 3], entonces J.:f'(v) dv == f(3y — f(1). dx (.}a /) A) fo
EJERCICEOS
1. Use la grifica dada de f para hallar la suma de Riemann con (b) Use Ia definicidn de integral definida {con los puntos extre-
seis subintervalos. Tome los puntos muestra como (a) los mos de la derecha) para ealenlar el valor de la integral
puntos extremos de la izquierda y (b} los puntos medios. En
cada caso, dibuje un diagrama y explique qué representa la "3 (x2 — x)dx
suma de Riemann. -
¥ (¢) Aplique el teorema fundamental para comprobar la res-
\ puesta al inciso {b).
=) (d) Dibuje un diagrama para explicar el significado geométrico
2 ) 7 de la integral del inciso (b).
\ 3. Evalge
0 2 6 4 .
Jo (x + T = x%) dx
interpretdndola en términos de dreas.
2. (a) Evaliie la suma de Riemann para 4. Exprese
fo=x*-x O=sx=<2 Efmisenx;Ax

g
con cuatro subintervalos; tome los puntos extremos de a
derecha como puntos muestra. Con ayuda de un diagrama come una integral definida sobre el intervalo [0, #] y, a conti-
explique qué representa la suma de Riemann. nuacion, evalde la integral.
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5. Si J;ff{x) dy=10y _lzf{x) dx =7, encuentre _fj’f(x) dx.

U5 6, (a) Bscriba [ (x + 2x°) dx como un limite de sumas de

Riemann, tomando los puntos extremos de la derecha como
los puntos muestra. Utilice un sistema algebraico para
computadora para evaluar la suma y calcular el limite.

(b} Aplique el teorema fundamental para comprobar fa
respuesta al inciso (a).

7. En la figura se muestran fas grédficas de f, 'y fy f(o) d.
Identifique cada grafica y explique sus selecciones

¥
b
¢
/ S
R—g
a
8. Evalde:
'l ([ Arctin x d E arclan v .
(2) j(} an {e ) dx (b} el dx
(C) tl “k aretan i !
B T
dx o a

$-38 Evalde la integral cuando exista,

2 i‘f (Bx? + 3x7) dx 10. J(: (x' = 8x + T)dx
1. ‘0' (I = x")dx 12 |U| (1 — 2 dx
+ — 2 2 N .
1. ‘I‘Jﬁ_u__idu . [ (¢ 1P
15. L: ¥y + 1 dy 16. J‘:yl [T+ yidy
s dt .
RE J‘ =47 18. jn sen(3rt) di
19. i(: v* cos(v®) dv 20. El%dx
o 2. [ dx
T ez 2 4 cost ’J01+€2: 4
. ‘ (l :‘> dx 24. Lm \21 7 dx
coxt2 R
2 . g Al wx I A
5 | md‘ 26 J 1+ cotx

27. ‘ sen wf cos 7t di 18. | sen x cosfcos x) dx

reY . In x
99. [ L= gy 20, ’ cos(ln x) i
< Ry X J X
] cox
3L | tan x In(cos x) dx 32 ‘ _[__:;4_(;3.
. )
3. I 1+ ° dx 34 | senh{l -+ 4x) dx
- sec 6 tan 6 . j
35 secf tan e 36, | "1 4 tan 1P sect dr
1 + secéd Jo

3. |1xt - 4lax 38 [V~ L]ax

3920 FEvalie la integral indefinida. Iustre y compruebe que su
respuesta es razonable trazando las grificas de la funcion y de su
antiderivada (tome C = Q).

Cos ¥

39. [ b
’ 1 +senx dx

49, J‘ —‘f‘T dx

41, Use una grifica para dar una estimacién aproximada del drea
de la regién que se encuentra debajo de la curva
y = x+/x, 0 = v < 4. Enseguida, encuentre el drea exacta.

42. Dibuje la funcién f(x} = cos® x sen’ x y use esa grdfica para
inferir el valor de la integral j‘;ﬁ f{x) dx. A continuacién evalde
la integral para confirmar su conjetura.

£3-48 Encuentre la derivada de la funcidn.

L dr 44, Flx) = J At F sentdt

i
X

43. F(x} = |0

1+ 7
cx 5 N fFeny I - 12
45, glx) = JO cos(’) dr 46. g(x) = | Ay
L .
4. y= J':%“df 4.y =" sen(t*)

49-30 Mediante la propiedad & de las integrales estime el valor de
la integral.

49. |'|3 T 3dx

51~54 Aplique las propiedades de las integrales para verificar la
desigualdad.

w1 SEN X V2
—dx = I3

52

. i
51. Ll X cosxdx = 3

daf4

53. J[,I e'cosxdx<se— 1 54, L‘ xsen'xdx < w/4

55. Use la regla del punto medio n = 6 para obtener un valor
aproximado de |7 sen(x’) dx.



56.

57.

58.

59.

60,

61

42

Una particula se mueve a lo fargo de una recta con la funcidn
de velocidad #(1) = r* — ¢, donde v se mide en metros por
segundo, Encuentre (a) el desplazamiento y (b) la distancia
recorrida por la particula durante el intervaio [0, 5].

Sea r(t) la rapidez a la cual el petréleo del mundo es consumi-
do, donde r se mide en afios y empieza en 1 = 0 el primero de
enero de 2000, y r(r) se mide en barriles por afio. ;Qué repre-
senta _|§ (0 dr?

Se utiliza una pistola de radar para registrar la rapidez de un
corredor en los tiempos que se listan en la tabla siguiente.
Aplique la regla del punto medio para estimar la distancia del
corredor cubierta durante esos 3 segundos.

1(s) r{m/s) 1(s) r{m/s)
0] { 3.0 1451
G.3 4.67 33 14.67
i.0 7.34 4.0 1676
i5 8.86 4.5 10L81
2.0 9.73 50 10.81
2.5 10.22

Una poblacidn de abejas awmentd en una proporcidn de r(1)
insectos por semana, donde la grfica de r es como se ilustra,
Use la regla del punto medio junto con seis subintervalos para
estimar e] aumento en la poblacién de abejas durante las prime-
ras 24 semanas.

12000

8000 / \

4000
N
0 4 8 12 16 2w 24 !
(Semanas)
Sea
—x—1 si —3==x=()
ﬂﬂ_{—i—xlﬂOSASI

Evalde j‘il f(x) dx mediante la interpretacién de la integral
como una diferencia de dreas.

St fes continua y j‘:f(x) dx = 6, valore J:ﬂ J(2sen 6) cos 8d6.
En la seccidn 5.3 se introdujo la funcidn de Fresnel

S(x) = [ sen(w1*/2) dr. En su teorfa de la difraccién de las
ondas luminosas, Fresnel también usé la funcién

Clx) = J: cos(mt¥/2) dr

(a) ;Sobre cudles intervalos C es creciente?

65.

b6.

67.

68.

9.

70.

7i.
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(b) ;Sobre cudles intervalos C es céncava hacia arriba?
(¢) Use una grifica para resolver la ecuacidn siguiente, correcta
hasta dos cifras decimales:

i:]" cos(art¥/2) dr = 0.7

(d) Dibuje C y S en la misma pantalla. ;Cémo se refacionan es-
tas grificas?

Estime el valor del ndmero ¢ tal que el drea bajo la curva
y=senhexentre x = 0y .x = lesigualai.

. Suponga que en un inicio la temperatura en una varilla larea
g gay

delgada que se encuenira colocada a lo largo del eje x es
C/(2ay, si |x| < a, y 0, si | x| > a. Se puede demostrar que si
la difusividad calorifica de la varilla es &, por lo tanto la tlempe-
ratura de esa varilla en €l punto x, en el instante 1, es

(=)

T(x, 1) = dir

C a2
a~/4mkt JO ¢

Para hallar la distribucién de temperaturas que se produce a
partir de un punto caliente inicial concentrado en el origen, ne-
cesita calcular

lim T{x, £

a0
Use {a regla de P'Hospital para hallar este iimite.

St f es una funcidn continua tal que

[fmmmmh+jevmm

X v
JO ()

para toda x, encuentre una férmula explicita para f(x).

Suponga que & es una funcidn tal que A(1) = —2, #1{1) = 2,
H'(1) =3, l{2) = 6, B'(2) = 5, I"(2) == 13 y h" dondequiera es
continua. Evatde [7 ") du.

Si f' es continua en [a, b], demuestre que
g

27 Ff ) de = LSO = [fla)P

. L1 paen
Deiel’mlnﬁ}il‘%'}“ L V14 P,
i e T 2

Si f es continua en [0, 1], demuestre que

J;: flxydx = J-OI Ffl = x)dx

() @) @ @]

Evalde

Hm —
fi ~*% Ff

Considere que fes continua, f(0} = 0,f(1) = L.f{x) >0y

Jo £x) dx = -, Hallar el valor de la integral 3 £ (3)dx.



T PROBLEMAS ADICIONALES

= En la pagina 76 se anelizen los principios de
solucion de problemas.

& Otro enfoque consiste en usar la regla de
["Hospital.

Antes de ver la solucidn del ejemplo siguiente, ctbrala e intente resolver el problema por
usted mismo.

L x  prsent
EJEMPLO 1 Evalde hm( f dr).
=3V x =34 f

SOLUCION Empiece por tener un panorama preliminar de los ingredientes de la funcion.
. Qué sucede al primer factor, x/(x — 3}, cuando x tiende a 3? El numerador tiende a 3
y el denominador tiende a 0, de modo gue

X X

>0 cuande x->37
¥ =3 ' ¥ N3

—» —o  cuando x-—> 37

El segundo factor tiende a $33 {sen 7/t dr, 1o cual es 0. No resulta claro qué sucede a la fun-
¢ién como un todo. (Uno de los factores aumenta y el otro disminuye.) De modo que, ;c6-
mo proceder?

Uno de los principios de solucién de problemas es reconocer algo familiar. jBxiste
una parte de la funcidn que recuerde algo que ya ha visto? Bien, la integrai

¥ sen t
j dr

tiene a x como su Hmite superior de injegracitn y ese tipo de integral se presenta en la
parte 1 del teorema fundamental del cédlculo:

L e =59

Esto sugiere que podria relacionarse con la derivacion.

Una vez que empiece a pensar en la derivacién, el denominador (x — 3) le recuerda
algo mds que debe de ser familiar: una de las formas de la definicién de la derivada en
el capitulo 2 es

Fia) = tim £ = Fl@)

A—a X —
y con g = 3 esto se convierte en

Flx) — F(3)

Fi3) = I
() xI—Ig x—3

De modo que, ;cudl es la funcién F en esta situacion? Advierta que si define

F()c) - J‘.\' seni? dr

3

por Io tanto F(3) = 0. ;Qué se puede decir acerca del factor x en el numerador? Esto es una
situacion irregular, de modo que sdquelo como factor y conjunte el cdlculo:

fr Senr
X rr SeInt 3 I dt
_lﬁ‘;(x_sja—t ‘“)=(1£2-*)'11_'3—xm3
F(x) — F(3
= 3l TR FO)
x=3 x—3
= 3F'(3)
sen 3
=3 (TFCH)
3
== gen 3 ]
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PROBLEMAS ADICIONALES

PROBLEMAS

P, senttl)_}

v =sen(r?)

(4]
y
P(t,senit®))
" Bir)
o t X

FIGURA PARA EL PROBLEMA 8

(£

[0

2

FIGURA PARA EL PROBLEMA 16

(5]
[ Kl

L

2,

4

10.

1.

14

15.
16

+

17.

18.

Sixsenmx = [:.f(r) dt, donde f es una funcidn continua, encuentre f(4).

Encuentre el valor minimo del drea bajo lacurva y=x + l/x desdex =g hastax =a + 1.5
para toda a > 0.

. Si f es una fanci6n derivable tal que f{x) nuncaes 0y . Jn) dr = [f(x)F para toda x,

encuentre f.

{a) Trace la gréfica de varios miembros de la familia de funciones f(x) = (2cx — 2%)/c para
¢ > 0y ves las regiones limitadas por estas curvas y el eje x. Haga unu conjetura en cuanto
a cémo se relacionan las dreas de estas regiones.

(b) Pruebe su conjetura del inciso (a).

{c) Vea de nuevo las grificas del inciso {(a) y dselas parz trazar la curva descrita por vértices (los
puntos nids altos) de la familia de funciones. ;Puede conjeturar qué tipo de curva es ésta?

(d) Halle una ecuacién para la curva que trazé en el inciso {c).

Si £ = !

il x}

——\/’::——_——1‘—; dr, donde g{x]
St f(x) = J5 x%sen(r*) dr, hatle f'(x).

- [:M[l + sen(r*}] dr, encuentre f'(7/2).

1o
Evaliie lim — [ (1 — tan 20)"" dt.
x—0 X JO

En la figura se pueden ver dos regiones en el primer cuadrante: A{f} es el drea bajo la curva
y == sen{x"} desde (} hasta , y B(¢) es el drea del tridngulo con vértices @, P y {1, 0). Calcule
lim, ..o A/ B(1).

. Encuentre el intervalo [a, b] para el cuat el valor de la integral j:’ (2 +x— 2% dxesun

maximo,
H00

Utilice una integral para estimar la suma Y, +/7.
i=)
(2) Evalie J; [x] <, donde » es un entero positivo.

(b)Y Calcule _}Z’ [x] dx, donde & y & son niimeros reales con 0 < @ << b.

Mz : (J‘Iscu' mdu) dr .

Suponga que los coeficientes del polinomio cibico P(x) = a + bx + cx® + dx” satisfacen la
ecuacion.

Encuentr

S
at+—=+=

2 3 4
Demuestre que la ecuacidn Plx) = 0 tiene una raiz entre 0 y 1. ;Puede generalizar este resul-
tado para un polinomio de grado nésimo?

En un evaporador se usa un disco circular y se hace girar en un plano vertical. Si debe estar
parcialmente sumergido en ¢l liquido de modo que se maximice el drea humedecida expuesta
del disco, demuestre que el centro de éste debe hallarse a una altura r/+/1 + 7 arriba de la
superficie del liquido.

Demuestre que si f es continua, en tal caso J; fldx — w)du = L: (}:’ )] dr) dn.

En la figura se muestra una regién que consta de todos los puntos dentro de un cuadrado que
estdn m4s cerca del centro que de los lados del cuadrado. Encuentre el drea de la regidn.

I 1 l
Evalde lim + + B e
st (\/ﬂ\/n + 1 \/E\/il + 2 \/H«/n + 11)
Para cualquier niimero ¢, permita que f(x) sea el mds pequefio de los dos ntimeros (x — ¢)*y

{x = ¢~ 2)% En tal caso, defina g{c) == Jul £.(x) dx. Hallar los valores médximo y minimo de

gleysi =2 = ¢ =2,




