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APLICACIONES
DE LA DERIVACION

El célculo revela todos los aspectos importantes de las grificas de las funciones.
Se examinan grupos de la familiz de funciones fix) = or -+ sen x

Ya ha investigado algunas de las aplicaciones de las derivadas, pero ahora gue conoce
las reglas de derivacién se encuentra en mejor posicion para continuar con las
aplicaciones de fa derivacién, con mayor profundidad. Aqui aprendera ¢6mo las
derivadas afectan la forma de una gréfica de una funcién y, particularmente, cémo
ayudan a localizar valores mdximos y minimos de funcicnes. En la préictica muchos
problemas exigen minimizar un costo o0 maximizar una superficie o bien encontrar el
mejor resultado posible para una situacion. En particular, serd capaz de investigar la

forma éptima de una lata y explicar la ubicacidn de los arcoiris en el cielo,
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4.1 | VALORES MAXIMOS Y MINIMOS

Algunas de las aplicaciones mds importantes del cdlculo diferencial son los probiemas de ap-
timizacion, en los cuales se pide la manera éptima (la mejor) de hacer algo. En seguida se lis-
tan ejemplos de esos problemas, los cuales se resuelven en este capitulo.

e ¢ Cudl es la forma de una lata que minimice los costos de fabricacién?
= (Cudl es la aceleracién maxima de un trasbordador espacial? (Esta es una cues-

tién importante para los astronautas que tienen que soportar los efectos de la
aceleracion.)

R G

# (Cudl es el radio de una trdquea contraida que expele aire del modo més rdpido
al toser?

i (Qué dngulo deben formar los vasos sanguineos al ramificarse de modo que se mi-
nimice la energfa consumida por el corazén al bombear la sangre?

Estos problemas se pueden reducir a encontrar los valores maximo o minimo de una funcisén,
En seguida se define con exactitud lo que son valores méximo y minimo.

[1] DEFINICION Una funcién ftiene un mdximo absoluto (o maximo global) en ¢
si f(¢) = f(x) para todo x en D, donde D es el dominio de £, El mimero fle) se llama
valor méxime de fen D. De manera andloga, f tiene un minimo absoluto en ¢ si
f(c) = f(x) para todo x en D; el nimero f(c) se denomina valor minimo de fen

fil) D. Los valores médximo y minimo de f se conocen como valores extremos de .

fia) i

‘ En la figura 1 se muestra la grifica de una funcién f con méximo absoluto en d y mi-
a 0 6 ¢ d e x  nimo absoluto en a. Observe que (d, f(d)) es el punto mds alto de la grifica y («, fla))
es el mds bajo. 51 sélo considera valores de x cercanos a b en la figura 1 [por ejemplo,
FIGURA 1 si restringe su atencidn al intervalo (a, ¢)], después f(b) es el mds grande de esos valo-
Valor minimo fia), ’ res de f(x) y se conoce como valor mdximo local de f. De modo semejante, f(c) es el
valor médximeo fld) valor minimo local de f porque f(c} = f(x) para x cercano a ¢ [por ejemplo en el interva-
lo {b, d}]. La funcién f también tiene un minimo local en e. En general, se da la definicién
siguiente:

DEFINICIGN Una funcién f posee un maximo local (o méximo relative) en ¢
si f(e} 2 f(x) cuando x estd cercano a . [Esto significa que f{(c) = f(x) para todo x
en alglin intervalo abierto que contiene a ¢.] De manera andloga, f tiene un minimeo
0| x local en ¢ si f(¢) < f(x) cuando x estd cerca de c.

Figuna 2 |

Valor minimo 0, no hay valor méximo ~ EJEMPLO | La funcién f(x) = cos x toma su valor mdximo (local y absoluto) de una
infinidad de veces, ya que cos 2n7 = 1 para cualquier entero n y —1 = cos x = | para
todo x. Del mismo modo, cos(2n + 1)7 = —1 es su valor minimo, donde # es cualquier
entero, ri

EJEMPLO 2 Si f(x) = x* entonces f(x) = f{0) porque x? = 0 para todo x. Por lo tanto,
f(0) = 0 es el valor minimo absoluto (y local) de f. Esto corresponde al hecho de que
el origen es el punto mds bajo sobre la pardbola y = x° (Véase la figura 2.) Sin em-
bargo, no existe el punto més alto sobre la pardbola, por lo que esta funcién no tiene
valor mdximo. £

EJEMPLO 3 En la gréfica de la funcién f(x) = x°, que se muestra en la figura 3, esta
FIGURA 3 funcidn no tiene valor médximo absoluto ni valor minimo absoluto. De hecho, fampoco
No hay minimo ni méximo posee valores extremos locales. i
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i EJEMPLO 4 La grifica de la funcién

=1,37 y=3x" = 16x% + 1817
Flx) = 3x* — 16x° + 18x7 ~]l=x=<4

se muestra en la figura 4. Puede ver que f{1) = 3 es un mdximo local, en tanto que el
méximo absolato es f{~1) = 37. (Este mdximo absoluto no es un mdximo local porque
se presenta en un punto extremo.) Asimismo, £(0) = 0 es un minimo local y f(3) = —27
es un minimo tanto local como absoluto. Advierta que £ no tiene valor local ni médximo
absoluto en x = 4, o

i
o
w +
w4+
"

Ha visto que algunas funciones tienen valores extremos y otras no. En el teorema
{3.-27 siguiente se dan las condiciones con que se garantiza que una funcién posea valores
extremaos.

FIGURA 4

(3] TEOREMA DEL VALOR EXTREMO Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b],
entonces f alcanza un valor mdximo absoluto f(c) y un valor minimo absoluto
f{d) en algunos mimeros ¢ y d en [a. b].

En Ia figura 5 se ilustra el teorema del valor extremo, Observe que un valor extremo se
puede tomar mds de una vez. Aun cuando el Teorema del valor extremo es muy posible a ni-
vel intwitivo, es dificil de probar y, por consiguiente, se omite la demostracién,

Ya Ya Ya

| | I
; ! , L ! ,
C ¢ d=h x 01 a ¢ d ¢ b ox

FIGURA 5

En las figuras 6 y 7 se hace ver que una funcién no tiene que poseer valores extremos
si se omite cualquiera de las dos hipétesis (continuidad e intervalo cerrado) del teorema
del valor extremo.

(5]
'
|

N
o
Mt ————— ——— T

FIGURA 6 FIGURA 7
Esta funcidn tiene valor minimo Esta funcién continua ¢ no
F(2) = 0. pero no valor médximo tiene médximo ni minimo

La funcidn f, cuya grifica se muestra en la figura 6, esta definida sobre el intervalo
cerrado [0, 2] pero no tiene valor maximo. {(Advierta que el intervale de f es [0, 3). La fun-
cion toma valores arbitrariamente cercanos a 3, pero nunca alcanza el valor 3.) Esto no
contradice el teorema del valor extremo porque f no es continua. [Sin embargo, una funcién
discontinua pudiera tener valores médximo y minimo. Véase el ejercicio 13(b).]
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FIGURA 8

@ Fl tecrema de Fermat lleva ese nombre

en honor de Pierre Fermat (1601-1685), un
ebogado francés gue tomd las mateméticas
como un pasatiempo. A pesar de su condicion
da aficionado, Fermat fug uno de los dos inven-
rares de la geometria analitica {Descartes fue
el atro}. Sus métados para hallar tangentes a
las curvas y valores maximos y minimos
fentes de fa invencidn de los limites y de las
derivadas) {o hicieron un precursor de Newton
en la creacion dei céleulo diferencial.
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La funcién g que se muestra en la figura 7 es continua sobre el intervalo abierto (0, 2), pe-
ro no tiene valor mdximo ni minimo. [El intervalo de g es {1, %). La funcién toma valores
arbitrariamente grandes.] Esto no contradice el teorema del valor extremo porgue el inter-
valo (0, 2} no es cerrado.

El teorema del valor extremo dice que una funcién continua sobre un intervalo cerrado
tiene un valor méximo y uno minimo. pero no indica cdmo hallarlos. Empiece por buscar
valores extremos locales.

En la figura 8 se muestra la grifica de una funcién f con un médximo local en ¢ y un mi-
nimo local en d. Parece que en los puntos méximo y minimo la recta tangente es horizontal
¥y, por consiguiente, tiene pendiente 0. Sabe que la derivada es la pendiente de la recta tan-
gente, de modo que parece que f'{c) = 0y f'(d) = 0. En el teorema siguiente se afirma que
esto siempre se cumple para las funciones derivables.

TEOREMA DE FERMAT Si ftiene un mdximo o un minimo local en ¢, y si f'(¢)
existe, por lo tanto f'{c) = 0.

DEMOSTRACION  Por consideracién de la definitividad, suponga que f tiene un mdximo local
en ¢. Por lo tanto, segiin la definicién 2, f(c) = f{x) si x es suficientemente cercana a c.
Esto ocasiona que si f1 estd lo suficiente cerca de 0 y /r es positiva o negativa, entonces

fle)y = flc + h)

y. por lo tanto,

fle+h) —flc)=0

Puede dividir ambos miembros de una desigualdad entre un nimero positivo. Por
consiguiente, si i > 0 y I es suficientemente pequefia, tiene

fle + Rk} — fle)

= ()
h

Si calcula el limite derecho de ambos lados de esta desigualdad (aplicando el
teorema 2.3.2), obtiene

i fle + ) = fle)
112 1 1 e ——

h—0" h )

Pero como f'(c) existe

(e = 1im fle + ) — fle)

fyr ) h iy h

y de este modo ha demostrado que f{c) = 0.
Si it <0, en tal caso la direccidn de la desigualdad (5) se invierte al dividir entre fi:

fle + h) — flo) =0

h<0
h :

Asi, al caleular el limite izquierdo obtiene
¢+ h) - fle e+ h)— fle
Flo) = i LW 2@ Feth) = o)

1
— i} h fi It

=0
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FIGURA 9
Si flx)=x?, entonces f(0) =0 pero f
no tiene miximo ¢ minimo.

FIGURA 10
Si flxvy=| x|, entonces f{0 =G esun
valor minimo, pero f{0) no existe.

& En la figura 11 se muestra una gréfica de

la funcién £ del ejemplo 7. Sirve de apoyo a la
respuasia porgue hay una tangente

horizontal cuando x = 1.5 y una vertica!
cuando x = 0.

2
FIGURA 11

Ya se demostré que f(c) = 0 y también que f'{c) < 0. Puesto que ambas desigualdades
deben ser verdaderas, la dnica posibilidad es que (¢} = 0.

Ya se demostro el teorema de Fermat para el caso de un mdximo relativo. El caso de
un minimo local se puede demostrar de modo similar, o bien, puede usar el gjercicio 76
para deducirlo del caso que justamente ha demostrado {véase ejercicio 77). 0

Los ejemplos siguientes advierten contra la interpretacion excesiva del teorema de
Fermat. No puede esperar localizar valores extremos simplemente haciendo f'(x) =0y
resolviendo para x.

EJEMPLO 5 Si f(x) = x°, entonces f'(x) = 3x?, de modo que f'(0) = 0. Pero f no tiene
médximo ni minimo en 0, como puede ver en la grdfica de la figura 9. (O bien, observe que
x> 0 parax > 0 pero x* < 0 para x < 0. El hecho de que £'(0) = 0 sélo significa que la

curva y = x° tiene una tangente horizontal en (0, 0). En lugar de tener un maximo o un

minimo en (0, 0}, la curva cruza allf su tangente horizontal, HE

EJEMPLO 6 La funcién f(x) = | x| muestra un valor minimo (local o absoluto), en 0, pe-
ro ese valor no se puede determinar haciendo f'(x) = 0 porque, como se demostrd en el
ejemplo 5 de la seccion 2.8, F{0) no existe (véase figura 10). o

PRECAUCION - Los ejemplos 5 y 6 demuestran que debe ser cuidadoso al aplicar el teo-
rema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando f'(¢) = 0, no necesariamente hay
un miximo o un minimo en c¢. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat es en
general falso.) Ademds, podria haber un vator extremo aun cuando f'(¢) no exista, (como
en el ejemplo 6).

El teorema de Fermat en realidad sugiere que, por lo menos, debe empezar a buscar los
valores extremos de f en los ndmeros ¢, donde f'(c) = 0 o donde f'(¢) no existe. Es-
tos ntimeros reciben un nombre especial.

[6] DEFINICIGN  Un nidmero critico de una funcién f es un nimero ¢ en el dominio
de f tal que f'{c) = 0 o f'{c) no existe.

7 EJEMPLO 7 Encuentre los nimeros criticos de f(x) = x¥*(4 — x).

S0LUCIOH La regla del producto da

e _ 34 - x
Fr) = 25=1) + 4 — )G}y = —x¥ 4+ (5x2/5 )
—Sx+34-x) 12—8x

515 T

[Pudo obtenerse el mismo resultado escribiendo primero f(x) = 4x¥° — x%%] Por lo
tanto, f'(x) = 0si 12 — 8x = 0, esto es, x = 2 y f'(x) no existe cuando x = 0. Por
esto, los ndmeros criticos son % y 0. {3

En términos de los mimeros criticos, el teorema de Fermat se puede volver a redactar
como sigue (compare ia definicidn 6 con el teorema 4):

[71 Sif tiene un mdximo o minimo local en ¢, entonces ¢ es un niimero
critico de f.
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FIGURA 12

FIGURA 13
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Para hallar un méximo ¢ un minimo absolutos de una funcidn continua sobre un inter-
vato cerrado, observe que tiene un extremo local [en cuyo caso, por (7), se presenta en un
ndmero critico] o se presenta en uno de los puntos extremos del intervale. De este modo, el
procedimiento siguiente de tres pasos siempre funciona.

METODO DEL INTERVALO CERRADG Para hallar los valores maximo y minimo abso-
{utos de una funcién continua f sobre un intervalo cerrado [a, b:

i. Encuentre los valores de f en los nimeros criticos de f en (a, ).
2. Halle los valores de f en los puntos extremos del intervalo.

3. El mds grande de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor méximo absoluto; el
més pequefio, el valor minimo absoluto.

¥ EIEMPLG ¢ Calcule los valores mdximo y minimo absolutos de la funcidn.
) =x-3+1 ~jsx=4

SOLUCI0Y Puesto que f es continua en [—1, 4], puede aplicar el método del intervalo
cerrado:

Fl)=x"—3xT+ 1
Fix) = 3x% — 6x = 3x(x — 2)

Puesto que f'(x) existe para toda x, los tinicos nimeros criticos de f se presentan cuando
f{x) = 0, es decir, x = 0 o x = 2. Observe que cada uno de estos valores criticos queda
en el intervalo (—3, 4). Los valores de fen estos nimeros criticos son

Los valores de fen los extremos del intervalo son

=5 s =1

Al comparar los cuatro ndmeros resulta que el valor mdximo absoluto es f{4) = 17y
que el valor minimo absoluto es f(2) = —3.

Observe que en este ¢jemplo el mdximo absoluto se presenta en un extremo, y el
minimo absoluto se presenta en un nimero critico. La grifica de f se ilustra en la
figura 12. 0

Si tiene una calculadora que grafique o una computadora con programas que le permi-
tan graficar, es posible estimar con mucha facilidad los valores méximo y minimo. Pero,
como se puede ver en el ejemplo siguiente, el cdlculo infinitesimal es necesario para de-
terminar los valores exactos.

EJEMPLO 9

{a) Use un aparato graficador para estimar los valores minimo y médximo absolutos de la
funcidn flx) = x — 2senx, 0 < x = 27,

{b) Aplique el cédlculo para hallar los valores minimo y miximo exactos.

SOLUCHOR

(a) En la figura 13 se muestra una grifica de f en la pantalla [0, 247] por [—1, 8]. Al
acercar el cursor al punto mdximo, observe que las coordenadas y no cambian mucho en
la vecindad del maximo. El valor miximo absoluto es alrededor de 6.97 y se presenta
cuando x == 3,2, De manera andloga, al mover el cursor cerca del punto minimo, el valor
minimo absoluto es alrededor de —0.68 y se presenta cuando x == 1.0. Es posible
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lograr estimaciones mds exactas al hacer un acercamiento hacia los puntos mdximo y
minimo pero, en lugar de ello, aplique el calculo.

{(b) La funcién f(x} = x — 2 sen x es continua sobre [0, 2]. Puesto que
f(x) =1 — 2 cos x, tiene f{x} = 0 cuando cos x = 5 esto ocurre cuando x = /3 o
54/3. Los valores de f en estos puntos criticos son

F(/3) =L — 2sen— = — — /3 = —(.684853
3 3 3
5% LT
y F(57/3) = TT - 2 sen ?ﬂ = 3” + /3 = 6.968039

Los valores de f en los puntos extremos son

FOY=0 v  f(27) =27 =628

Si se comparan estos cuatro nitmeros y se aplica el método del intervalo cerrado,
el valor minimo absoluto es f(/3) = #/3 — /3 y el valor mdximo absoluto
es f(57/3) = 57/3 + /3. Los valores del inciso (a) sirven de comprobacién. £

EIEMPLO 19 El telescopio espacial Hubble fue puesto en operacidn el 24 de abril de
1990 por el trasbordador espacial Discovery. Un modelo para la velocidad del trasborda-
dor durante su mision desde el lanzamiento en f = 0 hasta que los cohetes auxiliares de
combustible sdlido se desprenden en el instante ¢ = 126 s, estd dado por

p{r) = 0.001302¢° — 0.09029¢* + 23.61r — 3.083

{en pies por segundo). Usando este modelo, estime los valores mdximo y minimo abso-
lutos de 1a aceleracién del trasbordador entre el lanzamiento y el desprendimiento de los
cohetes auxiliares de combustible sélido.

§0LUCiOn Se pide hallar los valores extremos no de la funcién de velocidad dada sino de
la funcién de aceleracién. Por consiguiente, primero necesita derivar para encontrar la
aceleracion:

{
a(t) = v'(f) = ?(1? (0.001302¢% — 0.090291% + 23.61¢ — 3.083)

i

0.003906:* — 0.18058¢ + 23.61

AN

Ahora aplique el método del intervalo cerrado a la funcidén continua « en el intervalo
0 = r = 126. Su derivada es

a'(y) = 0.007812¢ — 0.18058
El tinico ndmero critico se presenta cuando a'(f) = 0:

0.18058

= 93,
ooorsiz 12

7

Al evaluar a a(r} en el niimero critico v en los extremos, tiene

al0) = 23.61 alt) = 21.52 a({126) ~ 62.87

De modo que la aceleracién mdxima es alrededor de 62.87 pies/s” y la aceleracién mini-
ma es alrededor de 21.52 pies/s”. 0
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EJERCICIOS

1. Explique la diferencia entre un minimo absoluto y un minimo
local.

2. —Sii';ponga que [ es una funcién continua definida sobre un inter-
valo [a, b].
{a) ;Qué teorema garantiza la existencia de un valor miximo ab-
soluto y uno minime absoluto para f?
(b) ;Qué pasos emprenderia para hallar esos valores
maxime y minimo?

3-4 Para cada uno de los mimeros a, b, ¢, d, r, y 5, determine si la
funcion cuya grifica se ilustra tiene un mdximo o un minimo abso-
Jutos, un maximo o un minimo locales o no tiene ni mdximo ni mi-

nimo.

4. 5

R S
o ——

5=b Use la grédfica para determinar los valores mdximos y minimos
absolutos y locales de la funcidn.

5[ 6 [ 7%

1 H

N\ ¥ = gix)
A

7-18 Dibuje 1a grifica de una funcidn f que sea continua sobre
[1. 5] y tenga las propiedades dadas.

7. Minimo absoluto en 2, mdximo absoluto en 3, minimo local
en 4,

8. Minimo absoluto en 1, miximo absolute en 5, minimo local
en 2, minimo local en 4.

Miximo absoluto en 5, minimo absoluto en 2, mdximo local en
3, minimo local en 2 y 4.

10. f no tiere maximo ni minimo locales, pero 2 y 4 son nimeros
criticos.

E (a) Trace la grdfica de una funcién que tenga un méximo local en
2 y sea derivable en 2.

{b) Trace la grifica de una funcién que tenga un maximo local
en 2 y no sea derivable en 2.

(cy Trace la grafica de una funcién que tenga un médximo local
en 2 y no sea continua en 2,

12. (a) Trace la grifica de una funcidén sobre [~ 1, 2] que tenga un
miximo abseluto pero ne midximo local,

(b) Trace la grifica de una funcidn en [—1, 2] que tiene ur m4-
ximo local pero no un mdximo absoluto.

13, (2) Trace la grifica de una funcién sobre [~ 1, 2] que tenga un
méximo absoluto pero no minimo absoluto.

(b} Trace la grifica de una funci6n sobre [— 1, 2] que sea dis-
continug pero gue tenga tanto un médximo absoluto como un
minimo absoluto.

14. (a} Trace la grifica de una funcidén que tenga dos miximos lo-
cales, un minimo local y no minime absoluto.

(b) Trace ia grifica de una funcidn que tenga-tres minimos lo-
cales, dos mdximos locales y siete niimeros criticos.

15-28 Trace a mano la grifica de f v use su boceto para encon-
trar los valores madximos y minimos, absolutos y locales de f.
(Utilice las graficas asi como las transformaciones de las
secciones 1.2 y 1.3.}

15, fx})=8—3x, x=1
W, flx} =3 —2x, x=
. fly) =y, O0<ux<
18. flx) =x% O<uxs=
19, flx) =x" 0=sx<
20, flx)=2x° O=sux
2. flo)=a% =3

22, fFlx)=1-+{x+ 1) -2=sx<35
23, flxy=Ilnx, O0<x=s2

M. F(O) = cost, —3m/2 < r=3eq/2

R R g,

M
]

==

383

Bl =1-x
26. flx}=e"
l—x sil0sxy<?2
27.f(l}_{2x_4 si2=x=3
4—x 5 ~2=sx<(
2. f(x) =
3. fi{x) {Z\'—l si0=sx=2

29-44 Encuentre los nimeros criticos de la funcién.

29, f(x) = 5x7 + 4x
31 f(x) =& + 34 — 24x

33 s(n) =31% + 417 — 642

y+ 1
B.gly)=—5F"——
gy Ep—

0. f)=x P+t —x
32 fly=x+ x4y

34, glr) = |3r — 4]

p—1

36. hip) = T4
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37. by = — 2 38, glx) =1 - &°
F(x) = 2% — 4)° 40, glx) = 2" ="
BT £(6) = 2cos 0 + sen’d 42 g(f) =46 — tan 0
43, flx) =™ 44, f(x)=x"Inx

4545 Se proporciona una formula para la derivada de una fun-
cién f. ;Cudntos nimeros criticos tiene f7.

100 cos’x

[ B - M()Aijx; e P
45. f'(x) = 3¢ senx — i 46, f'(x} pE

47-6% Halle los valores mdximo y minime absoiutos de [ sobre €l
intervalo dado.

M. f(x) =33 — 12 + 5, [0,3]

48. f(x} =x*—3x+ 1 [0.3]

9 flx)=2x* = 3x" = Rx + 1, [~23]
50, flx)=x—6xT+ 9x + 2, [—1,4]
51, flx) =a* — 247+ 3, [-2.3]

52. flx) = (& ~ 1%, [—1,2

X

55, /() = =0 [0,2]
54, flx) = ‘;;: [—4,4]

55. fln) =14 -2, [~1,2]

56. () =18 — 1), [0,8]

57. f(x)=2cost+ sen2r, [0, /2]
58, F() =+ + cot{t/2), [#/4, Tu/4]
59. flx) ==xe™*, [—1,4]

60. f(x)=x—lnx, 121

6l. flx) =1In{x +x+ 1), [—1,1]
o fl)=¢ —e™ 2, [0.1]

63. Si gy b son ndmeros positivos, encuentre el valor miximo de
fy=x(-x"0=sx=1

64, Use una gréfica para estimar los nimeros criticos de
Fla) =[x — 3x% + 2| correctos hasta un lugar decimal.

6568
(2) Utilice una grifica para estimar los valores maximo y minimo
de la funcidn hasta dos cifras decimales.
(b} Use el cdlculo para encontrar ios valores midximo y minimo
exactos.

05, fl)=xr—-—x+2 ~l=x=]

66. flx)=e " —l=x=0

ﬁ

Flx) =xyx —x?

68, f(x) =x—2cosx, —-2=x=0

69. Entre 0°C y 30°C el volumen V (en centimetros cibicos) de
1 kg de agua a una temperatura T s& expresa aproximadaig, nte
mediante Ia férmula

V = 90987 — 0.06426T + 0.008504372 — 0.0000679T*

Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad
maxima.

70. Un objeto con peso W es arrastrado  lo largo de un plano horizon.
tal por una fuerza que actia a lo largo de una cuerda atada
al objeto. Si la cuerda forma un dngulo & con el plano, por lo
tanto la magnitud de ia fuerza es

P W
posen 0+ cos @

donde w es una constante positiva denominada coeficiente de
friccidn vy 0 < 8 = 7/2. Demuestre que F se minimiza cuando
tan 6 = p.

71. Se proporciona un modelo para ef precio en Estados Unidos de
una libra de azicar blanca desde 1993 a 2003

§{r) = —0.00003237% + 0.0009037:* — 0.008956/°
+ 0.03629¢% — 0.044581 + 0.4074

donde ¢ se mide en afios desde agosto de 1993, Estime las oca-
siones en que el aziicar estuvo mds barata y més cara durante
el periodo de 1993 a 2007.

72. El 7 de mayo de 1992, el transbordador espacial Endeavour fue
lanzado en la mision STS-49, cuya finalidad fue instalar un
nuevo motor de impulso en el perigeo en un satélite Intelsat de
comunicaciones. En la tabla siguiente se dan los datos de la velo-
cidad del transhordador entre ef despegue y el desprendimiento
de los cohetes auxiliares de combustible sélido.

Hecho Tiempo () | Velocidad (pies/s)

Lapzankento G 0
Inicio de maniobra de gvo 14 185
Fin de maniobra de giro 15 319
Vilvula de estrangulacion al 895 20 447
Yilvala de estrangulacion al 67% 32 142
Vilvula de estrangulacidn al 10495 59 1325
Presion dindmics mdxima 62 1445
Separacion de los cohetes

auxiliares de combustible solido 125 4151

(a) Utilice un dispositivo graficador o una computadora para
hallar el polinomio cibico gue modele de la mejor manera la
velocidad del transbordador para el lapso £ € [0, 125] A
continuacion, dibuje este polinomio. .

(b) Encuentre un madelo para su aceleracion y tselo para estimar
los valores maximo y minimo de la aceleracién durante los
primeros 125 s.
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73. Cuando un objeto extraiio alojado en la trdquea fuerza a una (b} ;Cudl es el valor mdximo absoluto de » sobre el intervalo?
persona a toser, el diafragma empuja hacia arriba y causa un {¢) Dibuje o sobre el intervalo [0, rp}.

aumento de la presién en los pulmones. Esto viene acompana-

.. . 74, Demuestre que 5 es un valor critico de la funcién
do por una contraccién de la triquea, con lo cual se produce

un canal mds angosto por el que debe fluir el aire expelido. glx) =2 + (x — 5)°
Para que escape una cantidad dada de aire en un tiempo fijo, ]

gste debe moverse con mayor rapidez por el canal mas angos- pero g no tiene un valor extremo local en 5.
1o que por el mds amplio. Entre mayor sea la velocidad de la 75. Demuestre que la funcién

corriente de aire, mayor es la fuerza aplicada sobre el objeto

extrafio. Los rayos X muestran que el radio del tubo circular Jlap ="+ x5 4 x ]

de ia triguea se contrae hasta alrededor de dos tercios de su

no tiene ni maximo local ni minimo local.
radio normal duranie un acceso de tos. De acuerdo con un

modelo matemdtico de la tos, la velocidad 7 de la corriente 76. 51 ftiene un valor minimo en ¢, demuestre que la funcién
de aire se relaciona con el radio r de la triguea mediante la g(x} == —f(x) posee un valor mdximo en c.
ecuacién

77. Demuestre el teorema de Fermat para el caso en el cual f posee

o{r) = k(ry — )i %rn sSr=py un minimo relativo en c.

donde k es una constante y 7o es el radio normal de la trdquea, La @ Una funcién cibica es un polinomio de grado 3; esto es, tiene
restriccidn sobre r se debe al hecho de que la pared de la trdquea la forma f(x) = ax* + bx* + cx -+ d, donde a # 0.
se pone rigida bajo la presidn v se impide una contraccién mayor (a2) Demuestre que una funcién cibica puede tener dos ndime-
que 5 7o (de lo contrario, la persona se sofocaria). ros criticos, une o ninguno. Dé ejemplos y trace grificas
(1) Determine el valor de r en el intervalo [%ru. ro] al cual o tie- para ilustrar las tres posibilidades.

e un mdximo absoluto. ;Cémo se equipara esto con la evi- {b) ;Cudntos valores extremos locales puede tener una funcién

dencia experinental? ctibica?

??‘i@?ﬁﬂ'ﬁ'@é&? EL CALCULO DE LOS ARCOIRIS
APLICACION

Los arcofris se forman cuando las gotas de lluvia dispersan la luz solar. Han fascinado a la hu-
manidad desde los tiempos mds remotos y han inspirado intentos de explicacion cientifica desde
la época de Aristteles. En este proyecto se siguen las ideas de Descartes y de Newton para expli-
car la forma, la ubicacidn y los colores de los arcoiris.

1. En la figura se muestra un rayo de luz solar que entra en una gota de lluvia esférica en A.
Algo de la luz se refieja, pero la recta AB muestra la trayectoria de la parte que entra a [a gota.
Advierta que fa tuz se refracta hacia la recta normal AO y, de hecho, la ley de Snell afirma que
sen o = ksen B, donde « es ¢l dngulo de incidencia, 8 es el dnguio de refraccién v & = § es el
indice de refraccin para el agua. En B algo de 1a luz pasa por [a gota y se refracta hacia ¢l aire,
pero la recta BC muestra la parte que se refleja. (El dngulo de incidencia es igual al de reflexién.)
Cuando el rayo llega a C, parte de & se refleja pero, por el momento, hay mds interés en Ia parte
que sale de la gota de lluvia en C. (Advierta que se refracta alejdndose de la recta normal,) El
dngulo de desviacion Die) es la magnitud de la rotacion en el sentido del movimiento de fas
manecillas del reloj que ha descrito el rayo durante este proceso de tres etapas. Por Io tanto

Dig)=(a~ f + (7 —-28) +{a— B) ==+ 20 ~ 48

Demuestre que el valor minimo de la desviacion es D{ea) = 138° y ocurre cuando o =~ 59.4°

El significado de la desviacidn minima es gue, cuando o == 59.4° tiene D) = 0, de modo
que AD/Aa == 0. Esto significa que muchos rayos con & = 59.4° resultan desviados en mds o
menos la misma cantidad. La concentracidn de los rayos que vienen de las cercanias de la
desviacién minima crea la brillantez del arcoiris primario. En la figura se muestra que el
dngulo de elevacion desde el observador, hacia arriba hasta el punto miés alto del arcoiris es
180° — 138° = 42° (Este dngulo se conoce como dngulo del arcoiris.)

bl
.

En el problema 1 se explica fa ubicacién del arcoiris primario, ; pero cémo explica los colo-
res? La luz solar comprende una gama de longitudes de onda, desde ¢l rojo, hasta el naranja,
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amarillo, verde, azul, indigo y vicleta. Como Newton descubrié en sus experimento del
prisma de 1666, el indice de refraccidon es diferente para cada color. (Ef efecto se Ilama
dispersion.} Para la luz roja, el indice de refraccién es & = 1.3318 en tanto que para la luz
violeta es &k == 1.3435. Al repetir el cdlculo del problema | para estos valores de &, se demues-
tra que el dngulo del arcoiris es alrededor de 42.3° para el arco rojo y de 40.6° para el arco
violeta. Asi pues, el arcoiris en realidad consta de siete arcos separados que corresponden a
los siete colores.

Quizd haya visto un arcofris secundario mds lenue, arrtba del arco primario. Se produce por la
parte de un rayo que enlrz en una gota de Huvia y se refracta en A, se refieja dos veces {en B y
C )y se refracta al salir de la gota en £ (véase Ia figura que aparece a la izquierda). En esta
ocasidn, el dngulo de desviacion D{a) es la magnitud total de la rotacidn en sentido contrario
al movimiento de las manecillas del reloj que describe el rayo en este proceso de cuatro etapas.
Demuestre que

b

al ;
observador |

Dia} = 2a — 68 + 27

del
Sol a/A y D{e) tiene un valor minimo cuando
p N

COs &x =

Si se toma £ = 3, demuestre que la desviacion minima es alrededor de 129° y, por lo tanto, el
dngulo del arcoiris secundario es de mds o menos 51° como se muestra en la figura sighiente.

4, Demuestre que los colores del arcoiris secundario aparecen en orden opuesto al del primario.

47| TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Verd que muchos de los resultados de este capitulo dependen de un hecho principal, que
es el llamado teorema del valor medio. Pero para llegar a este teorema es necesario prime-
ro el signiente resnltado.

& El matemético francés Michel Rolle {1652-1719) TEOREMA DE ROLLE Sea funa funcién que satisface las siguientes tres hipétesis:
nublicd por primera vez el teorema de Rolle en un
tibro titvlade Méthode pour résoudre les dgalitér
en 1691. Sin embargo, tiempa daspugs, se volvid 2. fes derivable en el intervalo abierto (a, b).
un fusrte critico de los métodos de su época .

atacd al calculo calificéndole de "una coplecci;‘n de 3. f (a) = f(b)

ingeniosas falacias”. En tal caso hay un niimero ¢ en (g, b} tal que f'{c) = 0.

1. fes continua en el intervala cerrado [a, ).
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Antes de la demostracién, dé una mirada a las graficas de algunas funciones represen-
tativas que cumplen las tres hipdtesis. En la figura 1 se muestran las gréficas de cuatro de
dichas funciones. En cada caso aparece que hay por lo menos un punto (¢, f(c)) en la gra-
fica donde la tangente es horizontal v, por lo tanto, f(c} = Q. Por lo tanto, el teorema de
Rolle es posible.

v ¥ ¥
- LN I
| I
L | |
|
] L, , L | L ] | 1
0 a ¢ € b X a ¢ h X 0] a o o box 0 « c hox
{a) (b} {c) (d)
FIGURA 1

g Presentacidn de casos

@ En la figura 2 se ilustra una gréfica de la
funcién fFlx) = x® + x — |1 estudiada en el

ejemplo 2. El teorema de Rolle dice que no im-
porta qué tanto amplifique el rectdnguio de vi-

si9n, ya que runca podrd encontrar una
segunda interseccion con e} gje de las x.

1
2

‘....._.._......._...............__..._...,\

A

[

FIGURA 2

DEMOSTRACION Hay tres casos:

CASO [ = f(x) =k, una constante
En tal caso f{x) = 0, de modo que el nimero ¢ se puede tomar de cualguier ndmero
en {a, b).

CASOH = f(x) > f(«) para cualquier x en (g, b) [como en la figura 1(b) o {c}]

Segtin el teorema del valor extremo, (el cual aplica por la hipdtesis 1), f tiene un valor
méximo en cualquier lugar de [a, b). Puesto que f(a) = f(»), debe alcanzar su valor md-
ximo en un nimero ¢ en el intervalo abierto (¢, b). Después ftiene un maximo local en
¢, y, segiin la hipétesis 2, f es derivable en ¢. Por lo tanto, f'(c) = 0, de acuerdo con el
teorema de Fermat.

CASO HI = f(x) < fla) para alguna x en (a, &) [como en la figura i(c) o (d)]

De acuerdo con €l teorema del valor extremo, f tiene un valor minimo en [a, 6], y como
Fla} = f(b), alcanza su valor minimo en un ndmero ¢ en (g, b). Una vez mds, f'(c) = 0,
segiin el teorema de Fermat. O

‘ EJEMPLO | Aplique el teorema de Rolle a la funcién de posicién s = f(z) de un objeto

que se desplaza. Si el objeto estd en el mismo lugar en dos instantes diferentes t = a y
1 == b, por lo tanio fla) = f(5). El teorema de Rolle establece que hay algiin instante del
tiempo f = ¢ entre a y b cuando f{c) = 0; es decir, la velocidad es 0. (En particular, usted
puede ver que esto se cumple cuando una pelota es lanzada directamente hacia arriba.) O

EJEMPLO 2 Demuestre que la ecuacion x* + x — | = 0 tiene s6lo una rafz real.

SOLUCION Primero aplique el teorema del valor intermedio (2.5.10) para demostrar que
existe una raiz. Sea f(x) = x* + x — 1. Después f(0} = —1 < 0y f(1} = 1 > 0. Pues-
to que f es un polinomio, es continua, de modo que el teorema del valor intermedio
establece que hay un ndmero ¢ entre 0 y [ tal que f(c) = 0. Asi, la ecuacién dada
tiene una raiz.

Para demostrar que la ecuacion no posee otra raiz real, aplique el teorema de Rolle y
siga un razonamiento de contradiccién. Suponga que hay dos raices ¢ y b. Entonces,
fla) = 0 = f{b) y, como fes un polinomio, es derivable en (a, b) y continua en [a, b].
Por esto, de acuerdo con el teorema de Rolle, hay un nimero ¢ entre a y b tal que
f'(c) = 0. Pero

fllx)y=3x"+1=1 para toda x
porque x* = 0 de modo que f'(x) nunca puede ser 0. Esto es una contradiccion. Por lo
tanto, la ecuacién no puede tener dos rafces reales. O
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= Ei teorema del valor medio es un gjemplo

de lo que se llama un teorema de existencia. Al
igual que el teorema del valor intermedic, |
teorema del vaior extremo vy el teorema de
Roile, garantiza que ex/ste un ndmero con una
cierta propiedad, pero no dice como determinar
dicho namero.

~

El uso principal que se le da al teorema de Rolle es en la demostracion del importan-
te teorema siguiente, el cual fue planteado por primera vez por otro matemdtico francés,
Joseph-Louis Lagrange.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO Sea funa funcidn que cumple con las hipdtesis
siguientes:

1. fes continua en el intervalo cerrado [a, b].
2. fes derivable en el intervalo abierto {a, b).

Por lo tanto hay un mimero ¢ en {a, &) tal que

vy S) = fla)
[ Fe) = o
0, en forma equivalente,
(2] fb) — fla} = f{c)b — a)

Antes de demostrar este teorema, conviene ver que es razonable interpretarlo desde el
punto de vista geométrico. Las figuras 3 y 4 muestran los puntos Ala, f{a)) y B(b, f(b))
sobre las grificas de dos funciones derivables. La pendiente de 1a secante AB es

" oy — ) = (@)
b—a

1a cual es Ia misma expresidn que en el lado derecho de la ecuacién 1. Como f/{c) es la pen-

diente de la recta tangente en el punto (¢, (c)), el reorema del valor medio, en la forma da-

da por la ecuacién 1, expresa que existe por lo menos un punto Ple, f(c)) sobre la grafica

donde la pendiente de la recta tangente es la misma que la de la recta secante AB. En

otras palabras, existe un punto P donde la recta tangente es paralela a la recta secante AB.

|
|
E Bib, fib)
fa b x 0

FIGURA 3 FIGURA 4

DEHOSTRACION  Aplique el teorema de Rolle a una nueva funcién h definida como la diferencia
entre fy la funcién cuya gréfica es la secante AB. Si usa la ecuacidn 3 verd que la ecuacién de
la recta AB se puede escribir como

y -l = LR LD (g
o bien, como v = fla) + M (x—a)

b a



f(!>
iy
fla)y+ ===

FIGURA 5
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De tal manera, como se muestra en la figura 5,

f@) — fla)

@ W) = £05) = fla) = ==

(x — a)

Primero hay que comprobar que s cumple con las tres hipdtesis del teorema de Rolle.
1. La funcién 4 es continua en [«, &] porque es la suma de f'y de un polinomio de pri-
mer grado, y ambos son continuos.

2. La funcidn /i es derivable en (a, b) porque tanto f como el polinomio de primer grado
son derivables. En efecto, es posible calcular 2’ directamente con la ecuacion 4:

flb) ~ fla)

W = i) - 20—

["LAGRANGE Y EL TEORENIA DE VALOR MEDIO |

Joseph-Louis Lagrarge {1736-1813) formulé por
primera vez &l teorema del valor medio. Nacido
en italia, de padre francés y de madre italiana.
Fue un nifio prodigio y se convirtié en profesor en
Turén, a la temprana edad de 19 afios. Lagrange
hizo grandes colaboraciones a la teorfa de
nomeros, la teoria de funciones, la teorfa

de ecuaciones y la mecanica anzlitica y celeste.
En particular, aplict el cdiculo al andlisis de la
estabifidad del sistema sclar. Por invitacion de
federico el Grande, se convirtid en el sucesor
de Euler en la Academia de Berlin; al marir su
mecenas acepio la invitacién del rey Luis XVI
para trasladarse a Parfs, donde se le dieron
apartamentos en el Louvie. A pesar de todas
las tentaciones del lujo y la fama, fue un hom-
bre bondadoso y tranquile, aunque sdlo vivid
para la ciencia.

FIGURA 6

(Observe que f{a) y [f(b) — fla)}]/(b — a) son constantes.)

flb) — fla)
(43

3. a) = fla) — fla) — b (@a—a =20

b) = f(b) = fla) a)

_ ) =t
b—a
= f(b) — fla) — [Fb) — fl@)] =0

Por lo tanto, Ala} = h(h).

Como 4 cumple con las hipdtesis del teorema de Rolle, ese teorema establece que hay
un nimero ¢ en (a, b) tal que A'(c) = 0. Por lo tanto,

0= ) =f"lc) — @)~ fla
b—a
y de esa manera Fle) = w .

672 EJEMPLO 3 Para ilustrar el teorema del valor medio con una funcién especifica, conside-
re f(x) = x* — x,a = 0, b = 2. Puesto que f es un polinomio, es continuo y derivable
para toda x, por lo que es clertamente continuo en [0, 2] y derivable en (0, 2). Por lo tanto,
de acuerdo con el teorema del valor medio, hay un nimero ¢ en (0, 2) tal que

@ -0 =f2 -0

Ahora, f(2) = 6, f(0) = 0y f'(x) = 3x* ~ 1, de modo que esta ecuacion se vuelve
6=03c?—1)2="06c"—2

Io cual da ¢® = %, es decir, ¢ = *+2/,/3. Pero ¢ debe estar en (0, 2), de modo que

c=2 /\/5. En la figura 6 se ilustra este cdlculo: la tangente en este valor de ¢ es paralela
a la secante OB. 3

EJEMPLO 4 Siun objeto se mueve en una linea recta con funcién de posicién s = f{¢),
entonces la velocidad promedicentre t = ayt = bes

fb) = fla}
b—a
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N

v la velocidad en ¢ = ¢ es f'(¢). De este modo, el teorema del valor medio (en la forma de
la ecuacién 1) dice que en algin instante ¢ = ¢, entre a y b, la velocidad instantdnea f'(c)
es igual a esa velocidad promedio. Por ejemplo, si un automdvil recorrié 180 km en 2 h,
en seguida el velocimetro debid indicar 90 km/h por lo menos una vez.

En general, una interpretacién del teorema del valor medio es que hay un nimero
en el cual 1a relacién de cambio instantinea es igual a la relacién de cambio
promedio en el intervalo. ]

El principal significado del Teorema del Valor Medio es que permite obtener informa-
cidn relacionada con una funcién a partir de informacién con respecto a su derivada. El
ejemplo siguiente ilustra este principio.

EJEMPLO 5 Suoponga que f(0) = —3 y f{x) = 5 para todos los valores de x. ;Qué
tan grande es posible que sea f(2)?

SOLUCIN Sabe que fes derivable (y, por Io tanto, continua) dondequiera. En particular,
puede aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2]. Alif existe un ndmero ¢
tal que

fQ@2) — f(0) = f(c)2 — 0)
por o que J@)=F(0) + 2f'(c) = =3 + 2f'(c)

Con la informacién de que f'(x) == 5 para toda x, de modo que en particular sabe que
f(e) = 5. Al multiplicar ambos lados de esta desigualdad por 2 obtiene 2f'(c) < 10,y
por eso

FQr=-3+2fle)=-3+10=7
El valor mds grande posible para f(2) es 7. 0
Mediante el teorema del valor medio se pueden establecer algunos de los hechos bdsi-

cos del cdlcule diferencial. Uno de estos hechos bdsicos es el teorema siguiente. Oros se
tratan en las secciones siguientes.

TEOREMA Si f'(x) = 0 para toda x en un intervalo (g, b), entonces f es cons-
tante en (a, b).

DEHOSTRACION  Sean x, v x dos niimeros cualquiera en (a, #) donde x| < x;. Puesto
gue [ es derivable en (a, b), debe ser derivable en {x,, x») y continua en [xi, x2]. Al
aplicar el teorema del valor medio a fen el intervalo [xy, x:] obtiene un ndmero ¢ tal
quex; < c <1y

(6] Flaa) = fla} = Fle): — x)
Puesto que f'(x) = 0 para toda x, f'(¢) = 0, y asi la ecuacién 6 se transforma en
flx2) = flx) =0 o bien, flxa) = flxi)

Por lo tanto, f tiene el mismo valor en dos nidmeros cualquiera x y x» en {a, &), Esto
quiere decir que f es constante en (a, b). 0

COROLARIO Si f'(x) = g'(x) para toda x en el intervalo (a, &), entonces f — g es
constante en (a, b); es decir, £(x) = ¢g(x) + ¢ donde ¢ es constante.
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’ DEMOSTRACION Sea F(x) = f(x) — g(x). En tal caso
Flx)=f1x) ~g'x) =0

para toda x en (a, b). Por esto, segiin el teorema 5, F es constante; es decir, f — g es
constante. O

H074 | Es necesario tener cuidado al aplicar el teorema 3. Sea

f(,t)=%m{1 six>0

| -1 six<0

El dominio de fes D = {x|x 5% 0} y f'(x) = 0 para toda x en D. Pero obviamente f no
es una funcién constante, Esto no contradice el teorema 5 porque D no es un intervalo. Ob-
serve que fes constante en el intervalo (0, =) y también en el intervalo {(—2, 0).

EJEMPLC 6 Demuestre la identidad tan™'x + cot™'x = #/2.

SOLUCION  Aunque no se necesita al cdlculo para demostrar esta identidad, la demostracién
con ayuda del cdlculo es muy simple. Si f(x) = tan"'x + cot™'x, entonces

1 )|
x) = s ')mo
F&) 1 +x° 1+ x-

para todos los valores de x. Por lo tanto, f(x) = C, una constante. Para determinar el
valor de C, x = 1, {porque asi puede evaluar en forma exacta £{1}]. En consecuencia,

(N
C=f(l)=tan™']l +cot™'| = — 4+ — = —
£1) Tt
En estos términos, tan 'x + cot™'x = /2. , 1
142} EJERCICIOS
-4 Verifique que la funcién cumple las tres hipétesis del tecrema 7. Use la gréfica f para estimar los valores de ¢ que satisfagan
de Rolle en e] intervalo dado. Luego determine todos los nimeros ¢ la conclusidn del teorema del valor medio para el intervalo
que cumplen con fa conclusién del teorema de Rolle. [0, 8]
L flay=35—-12v -+ 3% [1,3] 7
Ly =x—x'—6x+2, [0,3]
3 f(0) = V&~ ix. [0.9] /N - /
y =fly)
4 flx) = cos 2x, [@/8.7%/8
fl) (/8. 77/8] N \\
. ! 7
@ Sea f(x} = 1 — x**. Demuestre que f(-1) = f(1) pero no
hay ndmero ¢ en (=1, 1) tal que f'(c) = 0. ;Por qué esto 0 1 v
no contradice al teorema de Rolle?
6. Sea f(x) = tan x. Demuestre que f(0) = f(#) pero no hay nd- 8. Mediante la grifica de f del ejercicio 7 estime los valores de ¢
mero ¢ en (0, 7) tal que f(¢) = 0. ;Por qué esto no contradice que cumplen con la conclusién del tecrema del valor medio

al teorema de Rolle? para el intervalo {1, 7).
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9. (a) Grafique la funcién f(x) = x -+ 4/x en el rectingulo de vi-

sién [0, 10] por [0, 10].

{b) Trace la recta secante que pasa por los puntos {1,5) y (8,
8.5} en la misma pantalla con f.

{c) Caleule el nimero ¢ que satisface la conclusidn del teorema
del valor medio para esta funcidn f'y el intervaio {1, 8]
Luego grafique la tangente en ¢l punto {c, f(c)) y observe
que es paralela a la recta secante.

10. (a) En el rectangulo de visién [—3, 3] por [—5, 5}, grafique la
funcién f{x) = x* — 2x y s recta secante que pasa por los
puntos (—2, —4) y (2, 4). Mediante la grdfica estime las
coordenadas x de los puntos donde la recta tangente es
paralela a la recta secante.

(b Calcule los valores exactos de los nimeros ¢ que satisfacen la
conclusién del teorema del valor medio para el intervalo
[—2, 2}y compare con las respuestas del inciso (a).

11-14 Compruebe que la funcién cumple con las hipotesis del
teorema del valor medio en el intervalo dado. Después determine
todos los ndmeros ¢ que cumplen con la conclusidn del teorema
del valor medio

0 f) =32+ 2x +5 [-1,1]
12, fly=x>+x—t, [02]
13. fixy=¢"", [0,3]

14, f(.r)=-;mi—2, [1.4]

15. Sea f(x) = (x — 3)"% Demuestre que no hay valor de ¢ en
(1, 4} tal que () =~ f(1) = f'{c)4 — 1). (Por qué esto no
coniradice el teorema del vator medio?

16. Sea f(x) = 2 — |2x — 1]. Demuestre que no hay valor de ¢ tal
que f(3) — f(0) = fc)(3 — 0). ;Por qué esto no contradice el
teorema del valor medio?

17. Demuestre que la ecuacién 1 + 2x + x° + 4x° = 0 tiene
exactamente una rafz real.

18. Demuestre que la ecuacién 2x — 1 — sen x = 0 tiene exacta-
mente una raiz real.

Demuestre que la ecuacién x* ~ 15x + ¢ = 0 tiene cuando
mucho una raiz en el intervalo [—2, 2].

20, Demuestre que la ecuacién x* + 4x + ¢ = 0 dene cuando mu-
cho dos raices reales.

21. (2) Demuestre que e} polinomio de grado 3 tiene a lo mds tres
raices reales.
(b) Demuestre que el polinomic de grado # tiene cuando mu-
cho n raices reales.

22. (a) Suponga que f es derivable en R y que tiene dos raices. De-
muestre que f' tiene por lo menos una rafz.

{(b) Suponga que f es derivable dos veces en R y que tiene tres
raices. Demuestre que f” tiene por lo menos una raiz real.
{c) {Puede generalizar los incisos (a) y (b)?

[93] Si f(1) = 10y f'(x} = 2 para | < x < 4, ;qué tan pequeia es
posible que sea f{4)?

24. Suponga que 3 < f'(x) = 5 para todos los valores de x. De-
muestre que [8 = f(8) — f(2) = 30,

;Existe una funcién ftal que f(0) = ~1, f(2) =4y flx} =2
para toda x?

26, Supenga que fy g son continuas en [a, b] y derivables en
(a, b). Suponga ademds que f{a) = gla) y f'(x) < g'x) para
a << x < b. Demuestre que f(b) < g(b). [Sugerencia: aplique
el teorema del valor medio a la funcién i = f — g.]

27. Demuestre que /1 +x <1 + lxsix=>0.

28. Suponga que fes una funcién impar y es derivable dondequie-
ra. Demuestre que por cada nimero positivo b, existe un ntime-
ro ¢ en (—h, b) tal que f{c) = fb)/b.

79. Aplique el teorema del vator medio para demostrar la

desigualdad
|sena —senb| < |a —b| para toda'a y b

30. Si £(x) = ¢ {c es una constante} para toda x, aplique el corolatio
7 para mostrar que f(x) = cx + d para alguna constante 4.

31. Sean f{x) = l/xy

h

1
- si x>0
glx) =
14+ — six<0
X

Demuestre que f'(x) = ¢'(x) para toda x en sus dominios.
¢ Puede conclhuir de acuerdo con ¢l corolario 7 que f — g es
constante?

32. Aplique ef método del ejemplo 6 para demostrar la identidad

.

Zsen”'x = cos™'{1 — 2x%) x=0

33. Demuestre la identidad

— -

1 (H
-—2 t - —
n arctan +/x 5

arcsen
X

34. A las 2:00 pM el velocimetro de un automévil sefiala 30 miltas/h.
A las 2:10 pm indica 50 millas/h. Demuestre que en algin ins-
tante entre fas 2:00 y las 2;10 la aceleracidn es exactamente
120 millas/h’,

Daos carredores inician una carrera al mismo tiempo y terminan
empatados. Demuestre que en algin momento durante la carre-
ra tuvieron la misma velocidad. [Sugerencia: considere
F() = g(5) — h(z), donde g y h son las funciones de posicién
de los dos corredores.]

. ! . - . .
36. Un ndmero a se denomina punto fijo de una funcion £ si
Fla) = a. Demuestre que st f'(x) # 1 para todos los nimeros
reales x, después f tiene cuando mucho un punto fijo.

-
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4.3 | MANERA EN QUE LAS DERIVADAS AFECTAN LA FORMA DE UNA GRAFICA

Muchas de las aplicaciones del cdlculo dependen de la habilidad para deducir hechos re-

lacionados con una funcién f a partir de informacién que apoertan sus derivadas, Como

J'(x) representa la pendiente de la curva y = f(x) en el puntto (x, £{x}), indica la direccion
¥4 D en la cual Ia curva progresa en cada punto. Por eso es razonable esperar que la informa-
cién con respecto a f'{x) proporcione informacién relacionada con f(x).

iQUE DICE f' CON RESPECTO A f1

Para ver como la derivada de f puede decir dénde una funcidn es creciente o decreciente
observe la figura 1. (Las funciones crecientes y decrecientes se definen en la seccién 1.1)
Entre Ay By entre Cy D, las tangentes tienen pendiente positiva y de este modo f'(x) > Q.
0 x Entre By C, las tangentes ticnen pendiente negativa por lo que f'(x) < 0. Por esto, pare-

ce que f'se incrementa cuando f'(x} es positiva y decrece cuando ['(x} es negativa. Para
FIGURA ) demostrar que siempre es asf, se recurre al teorema del valor medio.

PRUEBA DE LAS CRECIENTES/DECRECIENTES

= Abrevie et nombre ce esta prueba (a) Si f'(x) > 0 sobre un intervalo, en tal caso f es creciente en ese intervalo.

Haméndola prueha C/D. . ) ) )
P {b} Si f{x} < 0 sobre un intervalo, en consecuencia [ es decreciente en ese

intervalo.

DEMOSTRACION
(a) Sean x,y x; dos nilimeros cualesquiera en el intervalo, con x, < x. Segtn la
definicion de una funcidn creciente (pagina 20) tiene que demostrar que
Sla) < fla).

Debido a que f(x} > 0, sabe que f es derivable sobre [x;, x2]. De modo que, por el
teorema del valor medio existe un nimero ¢ entre x; y x» tal que

] flxz) = flay) = flledx: — 1)

Ahora bien, por hipétesis f{c) > 0y x2 — x; > 0 porque x, < x,, De este modo, el
lado derecho de la ecuacién 1 es positivo, con lo cual,

f2) —fx) >0 o fla) < fln)

Esto demuestra que f es creciente.
La parte (b) se prueba de manera andloga. !

£7 EJEMPLO | Encuentre dénde crece la funcién f(x) = 3x* — 4x° — 12x* + 5y
dénde decrece,

SOLUCION Fllx) = 126" — 12x7 — 24x = 12x(x — 2}{x + 1)

Para aplicar [a prueba C/D, debe saber dénde f'(x) > 0 y dénde f'(x} < 0. Esto depen-
de de los signos de los tres factores de f'(x); a saber, 12x, x — 2y x + 1. Divida la recta
real en intervalos cuyos puntos extremos sean los nimeros criticos —1, 0y 2 y ordene
su trabajo en una tabla, Un signo de mds indica que la expresién dada es positiva y uno
de menos, que es negativa. En la dltima columna de la tabla se da la conclusién basada en
la prueba C/D. Por ejemplo, f'(x) < 0 para0 < x < 2, de modo que f es decreciente
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sobre (0, 2). (También serfa verdadero decir que f es decreciente sobre el intervalo

cerrado [0, 2].)

Intervalo

x+

f

x < =1
—1<x<0
D<x<?2

x>2

decreciente sobre {—=, ~ 1}
creciente sobre (—1, 0)
decreciente sobre (0, 2)

creciente sobre (2, ¢2)

-3

FIGURA 2

La gréfica de f que se muestra en la figura 2, confirma la informacidén que aparece en la
tabla. o

Recuerde, por lo visto en la seccién 4.1, que si f tiene un mdximo o un minimo lo-
cales en ¢, en tal caso ¢ debe ser un niimero critico de f (por el teorema de Fermat), pero
no todos los nimeros criticos dan lugar a un mdximo o un minimo. Debido a eso, ne-
cesita una prueba que le diga si f tiene 0 no un mdximo o un minimo locales en un ni-
mero critico. ,

En la figura 2 puede ver que f(0) = 5 es un valor mdximo local porque f crece sobre
(-1, 0) y decrece sobre (0, 2). O, en términos de derivadas, f'(x) > O para =1 <x <0y
F'(x) < 0 para 0 < x < 2. En otras palabras, el signo de f'(x) cambia de positivo a negati-
vo en 0. Esta observacion constituye la base de la prueba siguiente.

PRUEBA DE LA PRIMERA DERIVADA Suponga que ¢ es un niimero critico de una
funcién continua f.

(a) Si ' cambia de positiva a negativa en ¢, entonces | tiene un mdximo local en c.
o
(b) Si f' cambia de negativa a positiva en ¢, entonces [ tiene un minimo local en c.

(¢} Si f'no cambia de signo en ¢ (es decir, f es positiva en ambos lados de ¢, 0 ne-
gativa en ambos lados), entonces f no tiene maximo ni minimo locales en c.

La prueba de la primera derivada es consecuencia de la prueba C/D. En el inciso (a),
por ejemplo, como el signo de f'(x) cambia de positivo a negativo en ¢, f es creciente
a la izquierda de ¢ y decreciente a su derecha. Se concluye que f tiene un mdximo lo-
cal en .

Para recordar ficilmente la prueba de la primera derivada, observe los diagramas de la
figura 3

fix)<0
f'(«‘-’} >0 f,(—\') <0 F >0 ’
f =<0

flay>0 Finy=>0

o —
SR p——

f
|
l
-

o

X O

/

(a) Maximo local

FIGURA 3

(b) Minimo local {c) Ni miximo ni minimo {d) Ni mdxime ni minime
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i EJEMPLO 2 Encuentre los valores mdxinmos y minimos locales de la funcién f del
ejemplo 1.

SOLUCION A partir de Ia tabla de la solucién para el ejemplo 1, f'(x) cambia de negativa
a positiva en — I, de modo que J(—1} = 0 es un valor minimo local por la Prueba
de Ia primera derivada, De manera andloga, f’ cambia de negativa a positiva en 2, de

modo que f(2) = —27 también es un valor minimo local. Como ya se hizo notar,
f(0) = 5 es un valor mdximo local porque f'(x) cambia de positiva a negativa
en 0. ! 0

EJEMPLO 3 Determine los valores mdximo y minimo de la funcién
g(x) =x+ 2senx O x=27w
s0LcléN Con el fin de calcular los ndmeros criticos de g derive;
glx) =1+ 2cosx

De tal manera g'(x) = { cuando cos x = —3_ Las soluciones de esta ecuacién son 27/3
y 47/3. Como g es derivable dondequiera, los tinicos ndmeros criticos son 2mf3ydaf3y
de esta manera se analiza g en la tabla siguiente.

Intervalo glx) =1+ 2cosx e
Los signos + de la tabla provienes del hecho O<x<27/3 + creciente en (4, 27/3)
de que g'(x) = O cuando cos x > —1. A partir . ,
: wf3 <x < dur/3 - 2/3 4n/3
de Ia grafica de y = cos.x, esto es verdadero en 27(3 < x < 4w/ dc“‘fmeﬂic en (2/3. 47/3)
los intervalos indicados. 4r/3 <x< 2w + creciente en {4/3, 2%)

Puesto que g'(x) cambia de positivo a negativo en 24r/3, la prueba de la primera derivada
establece que hay un méximo local en 277/3 y que el mdximo local es

g(27/3) = + 2sen— = —/—— e | = —— 4+ /3 = 383

E 29T 2’1’1’+2 NE) 27
3 3 3 3

De manera similar, g'(x) pasa de negativo a positivo en 4/3 por lo que

4m in 4 4n
g(4w/3)=%+2sen%=~3i+2(w‘§3~>=T7"—\/§==2.46

es un valor minimo local. La gréfica de g en la figura 4 apoya esta conclusion.

=]

FIGURA 4
y=x+2senx 0 ‘ 2w L3
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¢/QUE DICE f” CON RESPECTC A f!

En la figura 5 se ilustran las gréficas de dos funciones crecientes en (a, &). Ambas grd-
ficas unen el punto A con el punto B, pero lucen distintas porque se flexionan en direc-
ciones diferentes. ;Como se puede distinguir entre estos dos tipos de comportamientos?
En la figura 6, las tangentes a estas curvas se han dibujado en diferentes puntos. En (a) la
curva queda por arriba de las tangentes y se dice que fes cdncava hacia arriba en, (a, b). En
(b), la curva se sitda abajo de las tangentes y entonces se dice que g es cdncava hacia
abajo en (a, b).

¥ B ¥ B
| o
' |
| g
f i i
i !
| |
A } A '
] ] ] !
0 a b X 0 a b x
FIGURA 5 (a) )]
¥ B ¥ B
4
F d
A A
0 x 0 X
FIGURA & (&) Céneava hacia arriba {b) Céncava haciz abajo

DEFINICION  Si la gréfica de f queda por arriba de todas sus tangentes en un intervalo
1, entonces se dice que es céncava hacia arriba en 7. Si la gréfica de f queda por
abajo de todas sus tangentes en /, se dice que es céncava hacia abajo en I.

o En [a figura 7 se muestra la grdfica de una funcién que es concava hacia arriba (abrevia-
do CA) en los intervalos (b, ¢}, (d, ¢} y (e, p} y concava hacia abajo (CAB) en los intervalos
(a,b). (e, d) y (p, ).

FIGURA 7 3 CAB i CA L CAB—+em CA——srb— CA—}+ CAB~
b N
Vea cémo la segunda derivada ayuda a determinar los intervalos de concavidad. Al

inspeccionar la figura 6(a) se puede ver que se incrementa, de izquierda a derecha, la
pendiente de ia tangente.
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FIGURA 8

Esto quiere decir que la derivada f” es una funcién creciente y, por lo tanto, su derivada £ es
positiva. En forma similar, en la figura 6(b) la pendiente de la tangente disminuye de izquies-
da a derecha, por lo que f' decrece y, por consiguiente, f” es negativa. Este razonamiento se
puede invertir y lleva a pensar que el teorema siguiente es verdadero. En el apéndice F se pre-
senta una demostracién con la ayuda del teorema del valor medio.

PRUEBA DE LA CONCAVIDAD

(a) Si f”(x) > 0 para todo x en /, entonces la grifica de f es céncava hacia arriba
sobre 1.

(b) Si f"{(x) < 0 para iodo x en [, entonces la grifica de f es concava hacia
abajo sobre I,

EJEMPLO 4 En la figura 8 se ilustra una gréfica de una poblacion de las abejas mieleras
que han sido criadas en un apiario. ;Cudl es el incremento de [a proporcion de poblacién
con respecto al tiempo? ;Cudndo este incremento alcanza su punto mds alto? ;En qué in-
tervalos P es concava hacia arriba o cénecava hacia abajo?

P

80+

Cantidad de abejas 60+

(en miles)

Tiempo (semanas)

000k Al examinar la pendiente de la curva cuando ¢ se incrementa, se ve que la
proporcidn del incremento de la poblacién es al principto muy pequefia, luego anmenta
hasta que alcanza un valor mdximo alrededor de t = 12 semanas, y disminuye cuando
la poblacién empieza a nivelarse. A medida que la poblacién se aproxima a su valor
maximo de casi 75 000 (que se denomina capacidad conduccidn, el incremento, P'(z),
tiende a 0. Al parecer, la curva es cdncava hacia arriba en (0, 12) y céncava hacia aba-
joen (12, 18). ]

En el ejemplo 4, la curva de poblacién pasé de céncava hacia arriba a concava hacia
abajo por el punto (12, 38 000). Este punto se llama punto de inflexicn de la curva. La
importancia de este punto es que el valor mdximo del incremento de la poblacitn estd
alli. En general, un punto de inflexidn es un punto donde cambia de direccién la conca-
vidad de una curva.

DEFINICION Un punto P en una curva y = f(x) recibe el nombre de punto de
inflexidn si f es continua ahi y la curva cambia de céncava hacia arriba a conca-
va hacia abajo o de cdncava hacia abajo a céncava hacia arriba en P.

Por ejemplo, en la figura 7, B, C, D'y P son los puntos de inflexién. Observe que si una
curva tiene una tangente en un punto de inflexidn, después la curva corta a la tangente en
£s¢ punto.

De acuerdo con la prueba de concavidad, hay un punte de inflexién en cualquier punto
donde la segunda derivada cambia de signo.
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y=-2
FIGURA 9
v
f
P
Fei=0 FFix)
Lo
|
0 c X X
FIGURA 10

F"ey >0, fes céneava hacia arriba

§2 EJEMPLO 5 Trace una posible gréfica de una funcién f que cumple con las condicio-
nes siguientes:

{i) f'(x) > 0en(~e, 1), fx)<Oen(l, =)
(it} f"(x) > 0en{—oo, =2}y (2,), f"(x) <Oen(—2,2)

(ifi) 1m f(x) = -2, lim f(x) = 0

S0LUCIGH La condici6n (i) establece que fes creciente en (—¢, 1) y decreciente en (1, ).
La condicién (ii) dice que f es céncava hacia arriba en (—e0, —2) y (2, «), y céncava ha-
cia abajo en (—2, 2). Por la condicién (iii) sabe que la grdfica de f tiene dos asintotas
horizontales: y = -2y y = 0.

Primero se dibuja la asintota horizontal y = —2 como una Ifnea discontinua (véase
figura 9). Después trace la gréfica de f, que se aproxima a esta asfntota por la izquierda,
llega a su punto mdximo en x == 1 y decrece acercdindose al eje x a la derecha. También

se tiene la certeza de que la gréfica tiene puntos de inflexidn cuando x = —2 y 2, Obser-
ve que se hizo que la curva se doble hacia arriba para x < —2 y x > 2, y se flexiona
hacia abajo cuando x estd entre —2 y 2, o

Otra aplicacion de la segunda derivada es la siguiente prueba para encontrar los valores
méximo y minimo. Es una consecuencia de la prueba de concavidad.

PRUEBA DE LA SEGUNDA DERIVADA Suponga que f es continua cerca de c.
(a) Si f'{c) = 0y f"{c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en c.

(b) Si f{c) =0y f"(c) < 0, entonces f tiene un maximo relativo en ¢.

Por ejemplo, el inciso {a) es verdadero porque f"(x) > 0 cerca de ¢ y, por consiguien-
te, f es céncava hacia arriba cerca de c. Esto significa que Ia grafica de f se encuentra
arriba de su tangente horizontal en ¢, por lo que [ tiene un minimo local en c. (Véase la
figura 10.)

7 EJEMPLO 6 Analice la curva y = x* — 4x” con respecto a la concavidad, puntos de
inflexién y mdximos y minimos locales. Use esta informacion para dibujar la curva.

SoLBCION 51 fF(x) = x* — 4x7 entonces

Fix) =4y’ — 12x° = 4x(x — 3)
Fix) =125 ~ 24x = 12x(x — 2)

A fin de hallar los niimeros criticos, haga f'(x) = 0 y obtiene x = 0 y x = 3. Para aplicar
la prueba de la segunda derivada, evalde f” en estos nimeros criticos:

[0 =0 F"(3) =360

Como f'(3) = 0y £*(3) > 0, f(3) = —27 es un minimo local. Dado que f"(0) = 0, la
prueba de la segunda derivada no da informacién acerca del ndmero critico 0. Pero como
f'(x) < O parax < 0y también para 0 < x < 3, la prueba de la primera derivada dice que
f no tiene mdximo ni minimo locales en 0. [En efecto, la expresién de £(x) muestra
que f decrece a la izquierda de 3 y se incrementa a la derecha de 3.]
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. Como f"(x} = 0 cuando x = 0 o 2, divida la recta real en intervalos con estos nimeros

y=xt— 4y .
como puntos extremos y complete la tabla siguiente.

(0.0}

intervalo = 12x{x — 2) Concavidad

puntos de

B ==, () + hacia arriba
inflexion

(
(0, - hacia abajo
(2. %) + hacia arriba

i‘,’\"

<

El punto (0, 0) es un punto de inflexidn, ya que la curva cambia alli de concava hacia
arriba a céncava hacia abaje. Asimismo, (2, —16) es un punto de inflexidn, puesto que la
curva cambia alli de céncava hacia abajo a céncava hacia arriba.

Con el uso del minimo local, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién se
FIGURA 11 dibuja la curva de la figura 11. 0

| ¥0iA | La prueba de Ia segunda derivada no es concluyente cuando ") = 0. En otras
. palabras, en ese punto podria haber un miximo, un minimo o ninguno de los dos (como en
el ejemplo 6}. Esta prueba no funciona cuando f*(¢) no existe. En estos casos, debe aplicar-
se la prueba de la primera derivada. De hecho, incluso cuando ambas pruebas son aplicables,
a menudo la prueba de la primera derivada es mds facil de usar.

EJEMPLO 7 Trace la grdfica de la funcién f(x) = x**(6 — x)'/.

SOLUCION Puede recurrir a las reglas de la derivacién para comprobar que las dos primeras
derivadas son

@ Intente reproducir la grafica de fa figura 12 4 — x —8
¢on una calculadora graficadora ¢ una computa- Fix) = mpmm——e ') = =7

dora. Algunas maquinas producen la grafica x(6 ~ x) X6 — x)

completa, otras generan solo la parte de la de-

recha del eje y algunas otras nada més la parte Como f'(x} = 0 cuando x = 4 y f'(x) no existe cuando x = 0 0 x = 6, los nimeros cri-
entre x = 0 y x = 6. Para obtener la explica- ticos son 0, 4 y 6.

cién y el remedio, vea el ejemplo 7 de la

;ch [;:;r;géliz?r:sg?;m equivalente que Intervalo 4 -y x (6 — x)7 Flx) f
v = () - 6—x 16 - ] <0 + - 4 - decr@iesﬂe en (—=, )
6 — x| b=<ax<4d + + - + creciente en (0, 4}
l<y<p - 4 + - decreciente en (4, 6)
x> 6 - + + - decrecienie en (0, *)
¥
44 (4,25 Para hallar los valores extremos locales, use la prueba de la primera derivada. Dado que
34 f' cambia de negativa a positiva en 0, f{0) = 0 es un minimo local. Como f' pasa de
21 positiva a negativa en 4, f(4) = 2°/* es un méximo local. El signo de ' no varfa en 6, de

i modo que alli no hay minimo ni mdximo. (Se podria usar la prueba de la segunda

— derivada en 4, pero no en 0 o 6, puesto que f” no existe en ninguno de estos nimeros.)

00 1 2 3 4 5 7 Si se estudia la expresién para f*{x} y se observa que x** = 0 para todo x, tiene
f'(x) <Oparax <0ypara0 <x <6y f"{x)> 0parax > 6. De modo que f es
céneava hacia abajo sobre (—=, 0) v (0, 6), céricava hacia arriba sobre (6, «), y el

= x26 — )3 tinico punto de inflexidn es (6, 0). En la figura 12 se encuentra la grifica. Observe que
la curva tiene tangentes verticales en (0, 0) y (6, 0) porque | f'(x)| — o cuando x — 0 y

FIGURA 12 cuando x — 6, O

EJEMPLO 8 Use la primera y segunda derivadas de f(x) = ¢'*, mds las asintotas para di-
bujar su grifica.

SOWCION. Advierta que el dominio de f es {x]x # 0}, de modo que se hace la comproba-
cién en relacién con las asintotas verticales calculando los lmites por la izquierda y por
la derecha cuando x —> 0. Cuando x — 07, sabe que t = 1/x — =, de suerte que

)
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lim e = Ifme' = o

x0F fre

y esto hace ver que x = 0 es un asintota vertical. Cuando x -~ 07, tiene 1 = Ifx-— —=, de
igual manera

lim ¢/ = lim ¢'=0

X0 1=

En Module 4.3 puede practicar Cuando x — ¢, tiene 1/x — 0 de este modo,
usando la informacion gréfica sobre f°
para determinar la forma de la grifica

de f. lim e =¢"=1

g Ew

Esto demuestra que ¥ = 1 es una asintota horizontal.
Calcule ahora la derivada. la regla de la cadena da

1/x

filx) = —eg
X

Dado que e > 0 y x* > 0 para todo x # 0, tiene f'(x) < 0 para todo x # 0. Por esto,
f es decreciente sobre (—, 0) y sobre (0, ). No hay nimero critico, de forma que la
funcién no tiene maximo ni minimo. La segunda derivada es

f"(x) - _ xzﬁ'l/'t(_l/xz) - e'/x(Qx) - 9}/"‘(2.\.' -+ 1)

X X

Como e'* > 0y x* > 0, tiene £(x) > 0 cuando x > —3 (x # 0) y f"(x) < 0 cuando
x < —j3. Por consiguiente, la curva es céncava hacia abajo sobre (=, -é) y concava
hacia arriba sobre (—3, 0) y sobre (0, ). El punto de inflexion es (-3, e,

Para dibujar f, primero trace la asintota horizontal y = 1 (como una linea intermitente),
junto con las partes de la curva que estdn cerca de ella, en un esquema preliminar [figura
13(a)]. Estas partes reflejan la informacidn referente a los limites y al hecho de que
f es decrecienie tanto sobre (-, 0) como sobre (0, =), Advierta que ha indicado
que f(x) — 0 cuando x — 0" aun cuando £(0) no exista. En la figura 13(b) se termina el
dibujo incorporando la informacién referente a la concavidad y al punto de inflexién. En
la figura 13(c) se comprueba el trabajo con un aparato graficador.

i

punto de
nflexion

0

(a) Esquema preliminar (b) Dibujo terminado {c) Conformacién por computadora

FIGURA I3
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4.3 EJéRCICJOS

1-2 Mediante la grdfica de f que se proporciona determine lo si-
suiente:

{a) Los intervalos abiertos en los cuales fes creciente.

(by Los intervalos abiertos en los cuales fes decreciente.

(c) Los intervalos abiertos en los cuales f es céncava hacia arriba.

{d) Los intervalos abiertos en los cuales fes céneava hacia abajo.

{e) Las coordenadas de los puntos de inflexién.

Ly AR
\ LN

P

3. Suponga que se le da una fdrmula para una funcién f.
{a) ;Cémo determina donde f es creciente o decreciente?
{b) {Cémo determina en dénde la grifica de f es concava hacia
arriba o céncava hacia abajo?
(c) (Cémo localiza los puntos de inflexidn?
4. (a) Enuncie la prueba de fa primera derivada.

(b) Enuncie la prueba de la segunda derivada. ;En cudles cir-
cunstancias no es concluyente? ; Qué harfa si fatla?

-0 Se ilustra la grifica de la derivada f' de una funcién £,

{a) ;En qué intervalos fes creciente o decreciente?

(b) (En gué valores de x la funcién f tiene un médximo local o un
minimo local?

¥ 6. ¥

A
owl/‘zl’;'\%x 0

Se muestra la gréfica de la segunda derivada f* de una funcién I
D¢ las coordenadas v de los puntos de inflexién de f- Exprese
las razones que fundamentan sus respuestas.

y=F

UERTE

v
y=£)

=}
2o
.
o
o8 4
by

8. Se ilustra la grdfica de Ia primera derivada f” de una funcién f.
(a) ;Sobre cudles intervalos f es creciente? Explique,
(b) ;En cudles valores de x tiene f un mdximo o un minimo lo-
cales? Explique.

(¢) ¢Sobre cudles intervalos f es céncava hacia arriba o cénca-
va hacia abajo? Explique.

(d) ;Cuiles son las coordenadas x de los puntos de inflexién de
7 (Por qué?

ya
y=fx
N1/ 3 \s/ 7 o s
9-18
(a) Encuentre los intervalos sobre los cuales f es creciente o
decreciente.

(b) Halle los valores méximos y minimos locales de f.
(c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

9. F(x) = 2¢° + 3¢ — 361
10, flx) =4 + 327 ~6x + |
M fx)=x*-2:2+3
12, f(x) =

¥+ 3

13, flx) =senx +cosx, Osx=2y

14, f(x} =cos’sx — 2senx, 0=<y<24
15. flx) =™ + ™ 16, F(x) = x*Inx
Fx) = (In 3V 18, f(x) = Ve

19-20 Encuentre los valores méximos y minimos locales de f
utilizando las pruebas de 1a primera y Ia segunda derivadas. {Cudl
método prefiere?

19, fx) =%~ 3x+3

2. flxay=x+ 1 —x

X

B 0=

22. (a) Halle los niimeros criticos de f(x) = x*{x — 1)
{b) ;Qué le dice la prueba de la segunda derivada con respecto
al comportamiento de f sobre estos puntos criticos?
(¢) (Qué le dice la prueba de la segunda derivada?

23. Suponga que f” es continua sobre (—oo, %),
(a) Si f'(2) = 0y f"(2) = —35, ;qué puede usted decir acerca
de f?
{b) 8i f'(6) = 0y f(6) = 0, ;qué puede usted decir acerca
de f?

24-29 Trace la grifica de una funcién que cumple todas las condi-
ciones dadas.

24, f'(x) > Oparatodax s 1, asimtota vertical x = |,
fx}>0six<lox>3, f<Osil<x<3

25 f'(O) =) =f' =0,
Fl)>0six<0o02<x<4,
fi)<0si0<x<2ox>4,
FR>0si1<x<3 fx)<0sir<lox>3
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2%. (1) =F(—1)=0, £ <0si|x]<l
Flxp=>0sit<|x]<2, Filx)=—1si|x]>2
Fr{x) < 0si —2 < x < 0, punto de inflexion (0, 1)

327, f1(x)>0si|xi <2 f(x)<0si|x]>2
F=0, lm| ] =% fEE0sicA2
28. F'(x)>0silx| <2 f{x)<0sifx]>2
f2) =0, lim f =1 fl=x)=~f(xh
fix) <0si0<x<3 fx)>0six>3
29, f'(x) <0y f"{x) <0 paratodax

30. Considere f(3) =2, f/(3) =3,y f/(x) >0y f"(x) <0 para
toda x

{a} Dibuje una grifica posible para f.

{b) ¢Cudntas soluciones tiene la ecuacion f(x) = 0 ;Por qué?

(¢} ;Es posible que f'(2) = i ;Por qué?

31~32 Se proporciona fa grifica de la derivada f” de una funcién

continua f.

(a) ;En qué intervalos ia funcidn fes creciente o decreciente?

{b} ;En qué valores de x la funcidn ftiene un méximo iocal o un
minimo local?

(¢) ;En qué intervalos f'es concava hacia arriba o céncava hacia
abaia?

(d) Establezca la{s) coordenada(s) » del punto o de los puntos de
infiexién.

{e) Suponga que f(0) = 0, y grafique f.

el [ u

}rﬂf’(_\-)

=
2
A
o
PN
.

¥ I ‘

(=]
(5]
e

L2
o
-

33-44

() Halle los intervalos de crecimiento o decremento.

(b) Encuentre los valores miximos y minimos locales.

{c) Encuentre los intervalos de concavidad y los puntos de
inflexién.

(d) Use la informacién de los incisos (a), (b) y (¢} para dibujar
f. Compruebe su respuesta con un aparato graficador si cuenta
€on uno.

33 Fl0) =2x*— 37~ 12¢ 34 flx)=2+3x—x
3B ) =2+ 20~ 1 36, g(x) = 200 + 8x° + x*
. h(x)=(x+ 1f =~ 5x—2 38 Alx) = — 2 +x
Alx) = xx+3
Clx) = x'"Plx + 4)

43. f(6)=72cosf + cos’, 0=<8=27

40, B(x) =3xY —x
42, f{x) = In{x* + 27}

I~

44, f(n=1t+cost, —2m=r1<2w

45-52

(a) Encuentre las asintotas verticales y horizontales.

(b) Halle los intervaios donde crece o decrece.

(c) Encuentre los valores mdximos y minimos locales.

(d) Halle los intervalos de concavidad y Jos puntos de inflexion.
(e) Use ia informacién de los incisos (a) y (d) para dibujar f.

2 2

47, flay=Jx*+ 1 —x

48. flx) = rtanx —7/2<x < w/2

ot

49. f(x) = In{l — Inx) 50. flx) =

@f{l] = egl;‘(h‘“l!

| + e
52. f(x} ey eamlﬁ" X

53. Considere que la derivada de una funcidén
Fx) = (x =~ 1¥x — 3P(x — 6) . 4En qué intervalo se
increments f7

5&. Aplique los métodos de esta seccidn para bosquejar la curva
y = x* — 3a’v + 2¢° donde g es una constante positiva. ;Qué
tienen de comiin los miembros de esta familia de carvas? ;Cémo
difiercn entre si?

55~56

{a) Utilice una gréfica de f para estimar los valores mdximos y mi-
nimos. Enseguida encuentre los valores exactos.
(b) Estime el valor de x con el cual f se incrementa mds ripida-
mente. Después encuentre el valor exacto.
x+

fly) = Wt 56, f(x) = x%¢™

57-58

(a) Use una grifica de f para dar un estimado aproximado de los
intervalos de concavidad y Jas coordenadas de los puntos de
inflexién.

(b) Use una grifica de f" para ofrecer estimaciones mejores.

57. F{x) = cosx + Lcos2y, O0=x=27w
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58, flx) =’ (x —2)

J——

59-60 Estime los intervalos de concavidad hasta una cifra decimal
con un sistema aigebraico para computadora con ¢l fin de caleular
y trazar la grdfica de f*.

JERPRE R AFranx
0. f0) = ey O fW et

JE—

61. Se conoce una grdfica de la poblacién de células de levadura en
un cultivo de laboratorio reciente como una tuncidn del tiempo
(a) Describa como varfa la ripidez de incremento de poblacidn.
(b) ;Cufindo es mds alta la ripidez?
(c) ;En qué intervalos la funcidn poblacién es céncava hacia
arriba o hacia abajo?
(d) Estimar las coordenadas del punto de inflexion

700 +
600 +
Niimero 200 T
de celdas 400+

de levadura 300 +
200 ¢
166 +

4 6 8§ 10 12 14 16 18
Tiempo (en horas}

+ t

3

0

62. Sea fir) la teimperatura en el tiempo r donde habita y considera
que en el tiempo t = 3 se siente incomodo por lo caluroso. ;Co-
mo se sente con respecto a la informacién que se proporciona
en cada caso?

@ f@=27"3=4 (O[3
©@FG)=-2 f3)=4 @ fF 3=

2, f7@3)=-4
=2, U3y =—4

Sea K(r) una medida de los conocimientos gue obtiene usted al
estadiar para un examen durante ¢ horas. ;Cuil opina usted gue
es mds grande, K(8) — K(7) 0 K(3) ~ K(2)? ;La grifica de K es
céncava hacia arriba o concava hacia abajo? ¢ Por qué?

Se vierte calé en la jarrita que se ilustra en fa figura a una rapidez
constante (medida en volumen por unidad de tiempo). Trace una
grifica aproximada del espacio ocupado por el café como fun-
cidn del tiempo. Explique la forma de la grifica en términos de
la concavidad. ;Cudl es el significado del punto de inflexién?

HiE 297

- . - -
05. Una curva de respuesta o un medicamento describe los niveles

H

de dosificacin en el torrente sanguineo después de que se ha
administrado un medicamento. Con frecuencia se aplica una
funcidn de onda de impulso S(f) = A ¢™" para representar la
curva de respuesta, revelando una oleada inicial en el nivel de
medicamento y a conlinuacién una declinacién gradual. Si, para
un medicamento particular, A = 0.0, p = 4,k = 007, y t se
mide en minutos, estimar el tiempo correspondiente & los puntos
de inflexién y explique su significado. Si tiene un dispositivo
graficador, utilicelo para dibujar la curva de respuesta.

66. La familia de curvas acampanadas

i
s g

o2

el e

}.‘m

se presenta en probabilidad y estadistica donde se Haman
Sfuncion de densidad normal. La constante p se conoce como
media y la constante positiva o es la desviacion estdndar. Por
sencillez, cambie la escala de la funcién de modo que se elimine
el factor 1/ (0"\/:’2“7?) y analice ¢l caso especiai donde g == (. Por
jo tanto, estudie la funcién

flx) = em.\‘:,ﬂ‘ilxr“l

(a) Encuentre la asintola, el valor médximo y los punlos de in-
flexion de f.

(b) ;Qué funcidn desempeiia o en fa forma de la curva?

(c) Hustre o anterior trazando la gréifica de cuatro miembros de
esta familia en la misma pantalla.

57.| Encuentre una funcion ciibica f{x) = av’ + by + ¢x + d
que tenga un valor maximo locat de 3 en —2 y un valor minimo
local de O en i

68, ;Parn cudles valores de los ntimeros ¢ y b la funcidn
Flxy = axe"

tiene el valor mdximo f(2) = 17

69. Demuestre que la curva inseriar fornuda tiene tres puntos de

infiexidn y se encuentran en una linea recta,

70, Pemuestre que las curvas y = ¢y v = —¢7" toca la curva

¥ = ¢” " sen.x en sus puntos de inflexion.

71. Suponga que fes derivable en un intervalo I vy f'(x) > O para
todos los nimeros v en /, excepio para un atimero ¢. Bemues-
tre que f es creciente en el intervalo completo /.

72-74 Suponga que todas las funciones son derivables dos veces y
que ia segunda derivada nunca es 0.

72, (a) Sify g son coacavas hacia arriba en £, demuestre que [+ g
es concava hacia arriba en /. -
(b) Si fes positiva y céncava hacia arriba en {, demuestre que
la funcién g(x) = [ F(x)]° es c6ncava hacia arriba en /.

73. {a) Sify g son funciones positivas, crecientes, concavas hacia
arriba en /, demuestre que la funcién producto fg es céncava
hacia arriba en [,

{b) Demuestre que el inciso (a) sigue siende verdadero sify g
son decrecientes.
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{c) Suponga que fes creciente y que g es decreciente. Demues-
tre mediante tres ejemplos que fg podria ser concava hacia
arriba, céneava hacia abajo o lineal. ; Por qué no se aplica el
razonamiento de los incisos (a) y (b) en este caso?

74. Suponga que f'y ¢ son concavas hacia arriba en {—3, =). (En
qué condiciones de f la funcién compuesta ii(x} = f(g{x)) serd
céncava hacia arriba?

Demuestre que tan x > x para 0 < x < 7/2. [Sugerencia:
Demuestre que f(x} = tan x — x es creciente en (0, 7/2).]

76. (a) Demuestre que ¢* == | + yparax = 0,
{b) Infiera que e* = 1 + x + {x? para x = 0.
{¢) Apligue la induccidn matemdtica para probar gue para
x 2 0y cualquier entero positive n,

X: A"
PR IR e I s
21 n!

77. Demuestre que una funcion cibica (un polinomic de tercer gra-
do) siempre tiene con exactitud un punto de inflexion,
Si su grifica tiene tres intersecciones Xi, X2 y X3, demuestre que

& lacoordenads x def punto de inflexién es (x; + x2 + x; )/ 3.

78. ;Para cudles valores de ¢ el polinomio P(x) = 1% + cx® + x°

tiene dos puntos de inflexidn diterentes? ; Acaso ninguno? Hus-
tre dibujando P para diversos valores de ¢. ;Cémo cambia la
grifica a medida que ¢ decrece?

79. Demuestre que si (c, f{c}) es un punto de inflexion de la gréfica
fy f" existe en un intervalo abierto que contiene ¢, entonces
F7(e) = 0. [Sugerencia: aplique la prueba de la primera deriva-
da y el teorema de Fermat a la funcidn g = /"]

80. Demuestre que si f{x) = x*, entonces 7”(0} = 0, pero (0, 0) no
es un punte de inflexién de la grifica de f.

81. Demuestre que la funcién g(x) = x|x| posee un punto de infle-
xiéa en (0, 0) pero g"(0) no existe.

1t

82. Suponga que f™ es continua y f'ic) = f"(c) = 0, pero
Fe) = 0, ;La funcién ftiene un méximo relativo o un minimo
relativo en ¢? ;Tiene fun punto de inflexiéa en ¢?

83. Los tres casos en la prueba de la primera derivada cubren las
situaciones que por lo general uno se encuentra, pero sin extraer
todas las posibilidades. Considere fas funciones f, g y i cuyos
valores en 0 todos son 0 vy, para x # 0,

4

1
hx) = (-—2 + sen —)
X

(a) Demuestre que 0 s un nimero critico de las tres funciones
pero sus derivadas cambian de signo con frecuencia de
manera infinita en ambos lados de acero.

{b) Demuestre gue f no tiene un mdximo local ni un minimo lo-
cat en 0, g tiene un minimo local, y f tiene un médximo
local.

Flx) = x"sen 1 glx) = 1 (2 + sen -"L)

44| FORMAS INDETERMINADASY LA REGLA DE L'HOSPITAL

Suponga que intenta analizar el comportamiento de la funcién

1 Y
Flx) = X
x—1

Aungue F no estd definida cuando x = 1, necesita saber como se comporta F cerca de 1. En
particuiar, le gustaria conocer el valor dei limite

(1

., Inx
lim ——
i=l x =]

Pero no puede aplicar la ley 5 de los [imites (el 1imite del cociente es el cociente de los Ii-
mites, véase seccién 2.3) porque el limite del denominador es 0. De hecho, aun cuando el
limite en (1) existe, su valor no es obvio porque el numerador y el denominador tienden a
0y § no estd definido.

En general, si tiene un limite de la forma

- f)
i

| . .
donde tanto f{x) - 0y g(x} —> 0 cuando x —> @, en tal caso este limite puede existir 0
no y se conoce como forma indeterminada del tipo 3. En el capitulo 2 encontré al-
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- gunos limites de este tipo. Para las funciones racionales, puede cancelar los factores
coimunes:
xP—x xlx — 1Y

lm —— = lim —————— = h’m—x~— = l
x| x: — 1 x—1 (,\,‘ - ])(x el l) a1 x4+ 1 2

Aplique un argumento geométrico para demostrar que

. osenx |
Hm =1
x-{) X

Pero estos métodos no funcionan para limites como el (1) de modo que, en esta seccién,
se presenta un método sistemdtico, conocido como regla de I'Hospital, para la evalua-
cidn de formas indeterminadas.

Se tiene ofra situacidn en gque un lfinite no es obvio cuando busca una asfntota horizontal
de 'y necesita evaluar el limite

In x

[7] lim
L
No es evidente cdmo evaluar este limite porque el numerador y el denominador se hacen
grandes cuando x — <, Hay una lucha entre ¢l numerador y el denominador. Si gana el nume-
rador, el limile serd 25; si gana el denominador, la respuesta serd 0. O puede haber un t#rnino
medio, en cuyo caso la respuesta puede ser alglin ndmero positivo finito.
En general, si tiene un limite de la forma
At
lim ——~
wa glx)
donde tanto f{x) — % (0 —=) y g(x) — o= (0 —), en consecuencia el limite puede existir
0 no y se conoce como forma indeterminada del fipo /00, En la seccidn 2.6 vio que
este tipo de limite se puede evaluar para ciertas funciones, incluso fas racionales, al divi-
dir el numerador y el denominador entre la mayor potencia de x que se presenta en el
denominador. Por gjempio,

I

i 2 I i T2 1-0 1
T 5 = 11m == = —
e T L. Lozv0 2

AT

Este método no funciona para limites como el (2), pero también puede aplicarse la regla
de I"Hospital a este tipo de forma indeterminada.

[ CHOSPITAL 5‘ REGLA DE PHOSPITAL  Suponga que f y g son funciones derivables y que g'{x) # 0
en un intervalo abierto [ que contiene « (excepto quizds en @), Suponga que

Se le nombre Ia regla de |'Haspital en honor al
Marqués de |'Hospital {1661-1704) pero fue
destubierta por un matematico suize, John lm f{x} =0 ¥ lim g{x} = 0
Bernoulli (1667-1748). Algunas veess podria e v

ver I'Hospital escrito como 'Haspital, per él . N e oo s N = o

escribid su prapio nombre I'Haspital como era 0 que 3‘_“3 £ - y };Ei 9(x) -

comdn en el sigio xvi. Véase Redaceidn de un ) . . .0

proyecto, pag. 307, para mas detalles. (En otras palabras, tiene una forma indeterminada del tipo § o del =¢/%.) Por
lo tanto

lfm S = lfm /1)
X g(,\:) r—=a g"(«\‘)

si el limite en el lado derecho existe (0 es @ 0 es —o0),
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¥

y=an{y - o)

0 / 4] kS

FIGURA 1

& En la figura 1 se sugiere en forma visual

por qué la regla de I'Hospital podria ser
verdadera. £n la primera grafica se muestran
dos funciones derivables f v g, cada una de las
cuales tiende a 0 cuando x — «. Con un acer-
camiento hacia el punto («. 0), las

graficas empezaran a verse casi lineales. Pero si
tes funciones fueran en realidad linzaies,

como en fa sequnda gréfica, después su

grafica seria

milx — a) I
mzl(x = a) 1

lo cual es la proporcign entre sus dervadas.
Esto sugiere que

flx) AR

= |{m
N

- glx)

lim
P g(_x

Advierta que cuando se usa la regla de
V'Hospital, deriva el numeradar v el denominadar
par separado. No uiiliza la regla del cociente.

@ £n la figura 2 se muestra la gréfica de fa
funeién del ejemplo 2. Con anterioridad ha
vislo ver que, con mucho, las funciongs expo-
nenciales crecen con mas rapidez que las
potencias, de modo que el resultado del
gjemplo Z no es inesperado. Véase también
gl gjercicio 68.

20

e 10

FIGHRA 2

CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVACION

[HOTA 1] Laregla de ©"Hospital afirma que el limite de un cociente de funciones es igual
al ifmite del cociente de sus derivadas, siempre que se satistagan las condiciones dadas.
Antes de aplicar la regla de I'Hospital es muy importante comprobar las condiciones re-
ferentes a Jos limites de f y g.

(H07A 2] Laregla de I'Hospital también es vélida para los limites laterales y los limites

en el infinito o en el infinito negativo; es decir, “x — ™ se puede reemplazar con cualguie-
ra de los sfimbolos siguientes x — a¥, x—»a”, x ~» % 0 ¥ — —=.

HOTA 3| Para el caso especial en que fa) = gla) = 0, f* y ¢’ son continuas y g'(a) # 0,
es facil ver por qué la regla de "Hospital es verdadera. En efecto, si se aplica la forma
alternativa de la definicién de derivada, tiene

i L) — fla) f(x) — fla)
. flla)  —a  x—ua , xX—a
== = = l R i
g T g g0 @ g0 — 6@
fm————— et
R . X—ua
BT AC R A ) AP {5
(ora g(x} — g(a) ra g(_t)

e
Es mis dificil demostrar 12 version general de la regla de 1'Hospital. Véase el apén-
dice F.

Inx

8% EJEMPLC | Encuentre lim

X X —

SOLYCION Puesto que

minx=In1=20 y im{x—1)=20
roow]

¥—1

puede aplicar {a regla de ["Hospital:

4 (inx)
- (In x
o In L dx . 1/x 1 _
lim = ]im =2 ] ——— i e e ] i
x-rl X r—1 a’ X A=t X
—(x—1)
dx

EJEMPLO 2 Calcule Him —.

I

SOLUCION Tiene que lim,—. e* = % y lim,_.. x* == =, de modo que la regla de I'Hos-
pital da

d
\ — () ‘
Lo . dx L e
Hm — = lim ——— = lim —
X "C' A d 5 X > 2‘1‘"

()
dx
A

Puesto que ¢" — % y 2x > o cuando x —> o, el Iimite del segundo miembro también es
indeterminado, pero una segunda aplicacidn de la regla de ["Hospital da

, /
C)‘ e.\' . e\
Im—=lim—=1lim—=w® 0
x—% X7 X 21 xsw 2



= En la figura 3 se muestra la gréfica de
Ja funcidn del gjemplo 3, Ya analizamos &
crecimiento lento de los logaritmos,

de suerte que no es sorprendente que esta
proporcién tienda a 0 cuando x — o=,
Véase también el ejercicio 70.

10000

FIGURA 3

= La grafica de la figura 4 da una confirmacion
visuai dei resultado del ejemplo 4, Sin
gmbargo, si hiciera un acercamiento muy
grande, abtendria una gréfica inexacta, porque
lar x estd cercana a x cuando este dltimo
25 pequefio. Véase el gjercicio 38{d) de la
seecion 2.2.

FIGURA 4
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Inx
EJEMPLO 3 Calcule Hm —w=.
K & o

soLaos Dado que In x — %y 3/x — % cuando ¥ — =, puede aplicarse la regla de
P’Hospital:

I Inx I I/x

im == lim +——

vwn X
Advierta que ahora el limite del segundo miembro es indeterminado del tipo &. Pero, en lu-
gar de aplicar la regla de I"Hospital por segunda vez, como en el ejemplo 2, se simplifica
la expresidn y se ve que una segunda aplicacién es innecesaria:

i Inx I 1/x i 0
im = 1im = lim —= = o
—r Yx a—wgx M aSw Yy -

a x
————, |Véase el ejercicio 38 de la seccién 2.2.]

. tan x —
EJEMPLO 4 Encuentre Ell‘%
X X

SoLUCdN Al observar que tanto tan x — x — 0 como x* — 0 cuando x — 0, aplique la regla
de I’'Hospitai:

, tanx —x  sectx — |
Him : = Hm =
X} A xe=x{) 3XT
Como el limite del lado derecho todavia es indeterminado del tipo §, aplique una vez
mis dicha regla:

sec’x — | 2 sec’x tan x
Bt I} e

XD 3x? Xl 6

Puesto que lim,—. sec’x == 1, simplifica el cdlculo al escribir

. 2sec’xtanx 1 . ., tanx tan x
lim ——— = — lim sec’x m =

1
x={) 6x 3 x—4 x—0 X 3

lim
R U
Puede evaluar el tltimo limite usando ya sea la regla de I'Hospital por tercera vez o

escribiendo tan x como (sen x)/(cos x) y utilizando su conocimiento de los limites trigo-
nométricos. Al reunir todos los pasos, obtiene

. tanx - x . sectx — | . 2secix tanx
lim T = lim ———— = lim
L] X X0 axT x—0 6x
1 y tanx | y secly 1 -
= |im == e i = 3
3 a0 X 3 =0 ] 3
sen x

EJEMPLO 5 Encuentre lim —————.
w1 — COS X

SOLUCIGH S intenta aplicar la regla de 1"Hospital a ciegas, obtendria

lim — s lim =
r—w ] —cosx  x—w osenx

sen x 1 Cos x

iFsto es erréneo! Aun cuando el numerador sen x — 0 cuando x — #7, advierta que el
denominador (1 — cos x) no tiende a 0. de modo que en este case no se puede aplicar la
regla de I"Hospital.
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= En la figura b se ilustra la grafica de la funcién
en el ejemplo 6. Note que la funcin es
indefirida en x = 0; la grafica se aproxima al
origen pero nunca lo alcanza.

¥

y=uxlnx

oN_1 X

FIGURA 5

De hecho, el limite requerido es fécil de hallar porque la funcidn es continua y el de-
nominador es diferente de cero en:

senx  senT 0

lim 0 0

s—m 1 —cosx 1 —cosmwm 1 —(~1)
El ejemplo 5 hace ver hasta qué punto puede equivocarse si aplica Ia regla de 1"'Hospital
sin pensar. Es posible hallar otros limites aplicando dicha regla, pero se encuentran con
mayor Tacilidad con otros métodos. (Véanse los ejemplos 3 y 5 de la seccidn 2.3, el gjem-
plo 3 de la seccién 2.6 y el andlisis al principio de esta seccidn.} Por lo tanto, al evaluar
cualquier limite, considere otros métodos antes de aplicar la regla de I'Hospital.

PRODUCTOS INDETERMINADQS

Silim g f(x) = Oy Hm, ., g(x) = = (0 bien ~o0), por lo tanto no resulta claro cudl es el
valor de ity . f{x)g(x), si lo hay. Se tiene una lucha entre f y g. St f gana, la respuesta
es 0; si ¢ gana, la respuesta serd @ (o bien —2). O puede haber un término medio donde
la respuesta es un ntmero finito diferente de cero. Esta clase de limite se llama forma
indeterminada del tipo 0 - «. Puede manejarla escribiendo el producto fg como un
coclente;

Esto convierte el limite dado en una forma indeterminada del tipo § o /= de modo que
aplique la regla de 1"'Hospital.

£7 E[EMPLO & BEvalde lim,.or xInx.

s0tuCioN El limite dado es indeterminado porque, cuando x — 0%, el primer factor (x)
tiende a 0, en tanto que el segundo {in x) lo hace a —=. §i se escribe x = 1/(1/x), tiene
1/x — @ cuando x — 0%, de modo que la regla de V" Hospital da

inx 1/x
fm xlnx = lim = = lim —/—‘1= lim (—x) =0
KE= i by x—0* 1/_1‘ x—0* —1/_,\_" -t

]

4 En la resolucién del ejemplo 6 se podria escribir Jo signiente como otra posible

X

lim x1Inx = lim
PR -0 1fIn x

Esto da una forma indeterminada del tipo 0/0, pero si aplica la regla de "'Hospital, ob-
tiene una expresién mds complicada que aquella con la que empezd. En general, cuando
escribe de nuevo un producto indeterminado, trate de escoger la opeidn que conduzea al li-
mite mds sencillo.

DIFERENCIAS INDETERMINADAS

St limmq f(x) = 9 ¥ liM g g{xX) = o9, por lo tanto el limite
tim [ () — ¢()]

se conoce como forma indeterminada del tipo o — 0. Una vez mds, existe una compe-
tencia entre f y g. ;La respuesta es o (f gana), o serd —o (g gana) o se tiene un término
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medio en un niimero finito? Para averiguarlo, intente convertir la diferencia en un cociente
(por ejemnplo, usando un denominador comtin o racionalizacién o factorizando un factor
comin) de modo que tenga una forma indeterminada del tipo § o /2.

EJEMPLO 7 Calcule Hm (sec x — tan x).

3w/ 2

S0LUCH0K En primer lugar. advierta que sec x —» % y tan x —> % cuando x — (7/2)", de
modo que el limiie es indeterminado, En este caso, use un denominador comuin:

. . 1 sen x
lim (secx —tanx) = Ilim -
= {7/ 2} x—{z/2F \ CO§ X COsS X
I — sen x —COS X
= Jfm = ) ——— = ()
= larf 2 cOs X r— (/2 —8en x

Observe que se justifica el uso de fa regla de "'Hospital porque 1 — senx - 0y cosx — 0
cuando x — (7/2)". . O

POTENCIAS INDETERMINADAS

Varias formas indeterminadas surgen del limite

lim [Flx)]
I lmfx) =0 y limg(x) =0 tipo (°
2. lm flx) =2 y limg(x) =0 tipo o
3. lim FAxy=1 vy limg(x) = *oe tipo 17

Cada uno de estos tres casos se puede tratar tomando el logaritmo natural:

sea ¥y = [f(x)]", porlotanto Iny = g(x)Inf{x)

o bien, al escribir la funcidn como una exponencial:
[f(x)]y[x) — eg(,\‘l I fix}

{Recuerde que se usaron estos dos métodos al derivar esas funciones.) Cualguiera de los
dos conduce al producto indeterminado g(x) In f(x), que es del tipo 0 - =.

EJEMPLO 8 Calcule ]1';1(1 (1 + sen dx)".
x—(*

SOLUCION En primer lugar, advierta que cuando x — 0%, tiene 1 + sen4x — 1 y
cot x — @, por lo que el limite es indeterminado. Sea

y = (] 4 sen 4x)"*
Entonces Iny = In[{l -+ sen 4x)*"*] == cot x In{1 + sen 4x)

de modo que la regla de 1"Hospital da

4 cos 4x
3 o In(i + sen4x) o1 sendx
lHm Iny= Hm = 1fm - =4
¥ vt tan x vt secy

i

Hasta ahora ha calculado el limite de In y, pero lo que desea es el limite de y.
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Para hallarlo aplique y = ¢™*:

lim (1 + sen4x)™* = lim y = lim ¢"* = ¢* m
=07 r-)” x—0F

= £n la figura 6 se muestra 13 gréfica de
la funcién v = x*, x > 0. Advierta que
aun cuando 0° no esta definido, los valores
de la funcion tienden a | cuando x ~= 07,
Esto confirma el resubade del gjemplo 9.

EjEMPLG 9 Encuentre lm(;l Xt

souicion Advierta que este limite es indeterminado puesto que 0% == 0 para cualquier x > 0
pero x° == | para cualquier x ¥ 0. Podria proceder como en el ejemplo 8 o eseribir fa fun-
cidn como una exponencial:

2
Xt == (elu.t ),\' = 6).thz\'
‘ I En el ejemplo 6 aplique la regla de 1'Hospital para demostrar que
] lim xInx =0
{ =G
-} : 2
0

xinx

FIGURA 6 Por fo tanto, lin[} xt = 11’:1()1 gttt = pf =] r

4.4 | EJERCICIOS

-4 Dado que 5-h4 Halle el Hmite. Aplique la regla de I'Hospital donde resulte
apropiado. Si existe un método més elemental, considere la posi-
lim f{x) = 0 lim g(x) = 0 lim (x) = 1 bilidad de utilizarlo. Si no puede aplicar la regla de I'Hospital,
X=rd X Efadd?)

explique por qué.

lim p(x) = = lim g(x) =

e e __2 -1 -2 r—06
5. Him \: —— 6. }in}j ® _12
ccudles de los Himites siguientes son formas indeterminadas? Para T e
aquelios que no son una forma indeterminada, evalde el limite don- ¢ -] @
de sea posible hacerlo. 7. lim — 8. lim A,
el 7 =] SR A
. fx) it .
' a) lfm by lim : ] =
) [3.]¢ )x!—»u gix) (b iy plx) 9. Ifm —s2F 10, lim sen 4
s=(m2" | — gep v v—0 tan Sx
h(x X
() I{m% (d)y lim 1;{(:}) I Mo
P ' 1. dim 12. i
(e) lim -—~—”E"'; v
r—ra q X
tan px |l —sen @
1.1 4. lim —————
2 () lim [ flx)p(x)] (b) Lim [A(x)p(x}] ) tan gx i csc @
(c) Ilim [ p(x)g(x)] In x x b
¥ 15. 11 L lim ——= ”
lim \/{ 16 ‘]jrl}z [ =2 ‘
3. (a) im [ f(x) — p(x)] (b) lim[p(x) — g(x)] i
P xova . Inx 18, 1 Inlnx ’
(c) %{@}[p(x) + glx)] ATy - me
4. (2) Um [ FL)]7 (Y N [ F(x3])™ (¢} Hm [R{x)]" 19. lim Eﬂ; 20. lfrril In ¥
X Xt [ Y—x 3T s SCIE WY
g AN FART) e At PIiLY -
(d} lim [ p(x)] (e) lim [ plx)] (6 lim Vplx) Ce— -y T
1] %En}! — 22, i]ﬂ[ﬂ' 3 -



23.

5.

7.

33, lim

35.

37

39

4

3]

45

47.

49.

F18

53.

55,

3.

39,

61,

. tanhx
lim
v fan x

5.’ — 3!
lim

et t

sen 'x

Iim
o —al)

I —cosx
im ———
- R

. X +senx
lim—
e@ X -+ COS X
|l —x+Inx
x=1 1 + cos wx

lim

r—=1

(x— 17

o cosx— | +ia°
1im: —— e ——
=0 X

ifm x sen(#7/x)
s

x

lim cot 2x sen 6x

R

lim x%e ™"
e

l}rp In x tan(wx/2)

i X 1
im v
vl A v — Inx

lim {(x2 + x — x)

ye—m

Iim (x — Inx)

Torm

lim x*
v -0t

H_I}’(‘l_j (] - 2/\')1"""

. 3 5
lim{!t+—+—
X X X
lim x '

X
Hm (dx + 1)"°

-

- ax a1
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. X —senwy
24, [fin

r=0 X — tan X

. senx — x
26, lim e

¥ —0 X

{In x)*

28. Hm

N— _‘f

. COSNIX — COS X
30, lim -

x =) x”
32,1

341

36.

38.

42.

44,

46

48.

5,

54.

56:

58.

60,

) X
fir] s
s tan™ {4}

e =t —2x
Iim

=0 ¥ — SCRX

cos x Infx — @)

lim
! In{et — ¢}

A=t

lim x°e*

Aae

liny senx Inx

x—0%

lim (1 — tan x)secx

Ldasd s

ltm x tan{1/x)

lim (esc x — cot x)

x—0

1
lim (cot x - —)
=0 X

Ifm (xe'* — x)

Xt

lim (tan 2x)"
P

lfm x.[ln D40 £ Inxd

P

lim (e* + X}

Illn} (2 — x}liill[,-,-x‘,'g_)

63. lim (cos 0)V/%
07

Il
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utilice la regla de 1'Hospital para hallar el valor exacto.

23
65 lim |1 +—
Foe X

06, l‘1wm0 Frpaey

8 — 48

65~66 Use una grifica para estimar el valor del jimite. Enseguida

6768 lustre la regla de I"Hospital dibujando tanto f{x)/g{x) y

F'{x)/g'(x) cerca de x = 0 con el fin de observar que estas relaciones
tienen el mismo limite ceando x —> Q. Calcule, asimismeo, e valor

exacto del limite.

67. flx) = e" — 1, g(x) = x* + 4x

68. f(x) = 2xsenx, g(x}=secy — |
Pruebe que
. el
lim — = o=
R

para cualquaier entero positivo #. Esto demuestra que la funcién
exponencial se acerca a infinito con mayor rapidez que cual-

quier potencia de x.

70

Compruebe gue

-

Ifim ——

x¥

0

para cualquier nimero p > 0. Esto demuestra que fa funcidn
logaritmica tiende a % mds despacio que cualquier potencia

de x.

7

evaluar

Hm

§

X

X
+ 1

Evaliie el limite aplicando otro método.

(Qué sucesde si intente aplicar 1a regla del 1'Hospital para

72. Si un objeto con masa i se deja caer desde ¢l estado de reposo,
un modelo para su rapidez ¥ una vez que transcurren { segun-

dos, tomando en cuenta la resistencia del aire, es

p = ﬂ{l — em(‘!/m]
C

donde g es la aceleracion debida & la gravedad y ¢ es una
constante positiva. {En el capitulo 9 podrd deducir esta

ecuacidn a partir de la hipétesis de que Ia resistencia del aire
es proporcional a ka rapidez del objeto: ¢ es la constante de

proporcionalidad.)

(a) Calcule lim, .. v. ;Cusl es el significado de este Hmite?

(b) Para t fijo, utilice ia regla de {"Hospital para calcular
1Ty, - 2. (Qué puede concluir acerca de ha velocidad de
un objeto en caida dentro de vacio?
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73. Si una cantidad inicial de dinero se Invierte 2 una tasa de inte-
rés r compuesta # veces al afio, el valor de la inversion después
que transcurren ¢ afios es

¥ nt
A =A() o
n

si hace que n — =, lo denomina capitalizacion continua del
interés. Apligue la regla de I"Hospital para demostrar que si
el interés se capitaliza de manera continua, por lo tanto el monto
después de n afios es

A= A()C’”

74

St una bola de metal con masa m es arrajada dentro de aguay la
fuerza de resistencia es proporcional al cuadrado de la velocidad,
en tal caso la distancia que recorte fa bola ¢n el tiempo £ es

m [ ge
sty =—Mcosh A
c it

donde ¢ es una constante positiva, Hallar el lim,; ... 5(2)

75. Siun campo electroestdtico £ actiia en un dieléctrico liquido o un

2as polar, el momento bipolar nete P por unidad de volumern es

ot o
pE =Lt

H
ef — et E

Demuestre que el limg .o PEE) = 0,

76. Un cable metdlico de radio r y cubierto por un aislante, de tal
manera, que la distancia desde el centro del cable al exterior
del aislante es R. La velocidad v de un impulso eléctrico en el

cable es
r . -
= -—c(-}-?-) In (R)

donde ¢ es una constante positiva. Hallar los limites
siguientes e interprete sus respuestas.

(a) lim » (b} Iim »
Rewt el

77

.

La primera aparicion impresa de la regla de 1'Hospital fue en
el libro Analyse des Infiniment Petits, publicado por el marqués
de I’'Hospital en 1696, Fue el primer libro de texto de cilculo
alguna vez publicado y el ejemplo que allf utilizd el marqués
para ilustrar su regla fue hallar el limite de la fucién

V2 — X — avaax
y =
. a — Yax?

cuando x tiende a a, donde @ > 0. (En aquel tiempo era co-
muin escribir aa, en lugar de o°.) Resuelva este problema.

78. En ia figura se muestra un sector de un circulo, con dngulo
central 8. Sea A(#) el drea del segmento entre la cuerda PR y

84, Sea

el arco PR. Sea B(6) el drea del tridngulo POR. Encuentre
limy...q+ A(8)/B(6)

AlD)

79. Si f7 es continua, f(2) = 0y f'(2) = 7, evalde

i S 30 + £2 + 5x)

X0 x

80. ;Para qué valores de a y b es verdadera ka ecuacion siguiente?

. sen 2x b
lim —+ta+—=]=0
-l a X

[81. Si /' es continua, use la regla de I"Hospital para demostrar que

lim flx -+ 1) — flx — h)

lim 7 = f(x)

Con ayuda de un diagrama explique el significado de esta
ecuacion.

82, Si f" es continua, demuestre que

AR B ViC) +flx —

h— 0 h*

f‘ M, ( ‘x)

83. Sea

sixs0

- ,n',r:
Flx) = {g E

(a) Mediante la definicién de derivada calcule £90).

(b) Demuestre que f posee derivadas de todos los drdenes que
estdn definidas en R. [Sugerencia: primero demuestre por
induceidn que hay un polinomio p,{x} y un entero no ne-
gativo k, tal que f™(x) = p(x)f(x)/x" para x # 0.]

six=10

x|t ostxs0 Vd
flx) = .
1 st x=0

(a) Demuestre que f es continua en 0.

(b) Investigue en forma grifica si f es derivable en 0 medlante
varios acercamientos al punto (0, |) de la
grifica de f.

(¢} Demuestre que f no es derivable en 0. ;Cémo puede conci-.

liar este hecho con ¢l aspecto de las grificas del inciso (b)?
N
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LOS ORIGENES DE LA REGLA DE L‘HOSPITAL

Thomas Fisher Rate Book tibrary

wsw stewaricaiculus.com

La Internet es otra fuente de informacidn para
gste proyecto. Visite el sitio y haga clic en

History of Mathematics.

La regla de i"Hospital se publicé por primera vez en 1696, en el libro de texto del marqués de
I'Hospital, Analyse des Infiniment Petits, pero la regla fue descubierta en 1694 por el matemiltico
suizo Johann Bernoulli. La explicacion es que ambos habian entrado en un curioso arreglo de ne-
gocios por medio del cual el marqués de I"Hospital compsr6 los derechos de los descubrimientos
matemdticos de Bernoulli. Los detalles, incluso una traduccion de la carta de I"Hospital a Bernoulli
en fa que propone el arreglo, se pueden hallar en el libro escrito por Eves [1].

Escriba un informe sobre los origenes histéricos y matemdticos de la regla de I'Hospital. Em-
piece por dar breves detalles biogréficos de los dos hombres (el diccionario editado por Gillispie
[2] es una buena fuente) y describa el trato de negocios entre ellos. A continuacitn, mencione ¢l
enunciado de 'Hospital de su regla, el cual se encuentra en el libro fuente de Struik [4] y, més
sintético, en el libro de Katz [3]. Advierta que FHospital y Bernoulli formularon la regla geo-
métricamente y dieron la respuesta en términos de diferenciales. Compare el enunciado de ellos
con la version de la regla de 1'Hospital que se dic en la seccidn 4.4 y demuestre que, en esencia,
los dos enunciados son los mismos.

gy

. Howard Eves. In Mathemaiic al Circles (Volumen 21 Cuadrantes {11y 1V) (Boston:
Prindle, Weber and Schmidt, [969), pp. 20-22.

2. C. C. Gillispie, ed., Dictionary of Scientific Biography (Nueva York: Scribner’s, 1974). Véase
el articulo sobre Johann Bernoulli, por E. A. Fellman y J. O. Fleckenstein, en el volumen If y
el articulo sobre el marqués de "Hospital, por Abraham Robinson, en el volumen VIIL

3. Victor Koz, A History of Mathematics: An Introduction {Nueva York: Harper Collins,
1993), pp. 484

4, D. J. Struik. ed., A Sourcebook in Mathematics, 1200-1800 (Princeton, NI: Princeton

University Press, 1969), pp. 315-3106.

RESUMEN DE TRAZO DE CURVAS
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y=8x =21 + 184+ 2
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FIGURA 2

)

Hasta este momento s6lo ha interesado en algunos aspectos particulares del trazo de cur-
vas: dominio, intervalo y simetria en el capitulo 1; limites, continuidad y asintotas en el
capitulo 2: derivadas y tangentes en los capitulos 2 y 3, y valores extremos, intervalos de
incremento y decremento, concavidad, puntos de inflexién y regla de I'Hospital en este ca-
pitulo. Pero ya es tiempo de reunir toda esta informacioén relacionada con la elaboracién
de grificas, que revela las caracteristicas importantes de las funciones.

Usted podria preguntar: ;por qué no usar sélo una calculadora o computadora para
dibujar una curva ;Por qué necesitamos aplicar el célculo?.

Es cierto que los instrumentos modernos son capaces de generar grificas muy exactas.
Pero incluso el mejor instrumento para graficar tiene que ser utilizado en forma inteligen-
te. Como se establece en la seccidn 1.4: es muy importante elegir un rectanguto de vision
adecuado para evitar obtener una grifica engafiosa. Vea en particular los ejemplos 1, 3,4 y
5 de dicha seccidn. La aplicacidn del cdlculo permite descubrir los aspectos mds interesan-
tes de las grificas y, en muchos casos, calcular exactamente los puntos maximos y minimos
v los puntos de inflexidn, y no sélo en forma aproximada.

Por ejemplo, en la figura 4 se presenta la grdfica de f(x) = 8x° — 21x* + 18x + 2. A
primera vista parece razonable: tiene la misma forma que las curvas cibicas como y = 17,
y parece no tener méaximo ni minimo. Pero si calcula la derivada, se dard cuenta de que hay
un méximo cuando x = 0.75 y un minimo cuando x = 1. En efecto, si efectita un acerca-
miento a esta parte de la grifica verd el comportamiento que se ilustra en la figura 2. Sin
1a herramienta del célculo, sin dificultad podria pasarlas por alto.

En la seccién siguiente se elabora fa grifica de funciones recurriendo a la interaccion
del calculo v los instrumentos para graficar. En esta seccidn dibujard grificas aplicando la
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informacién siguiente. No se supone que tenga instrumentos para graficar, pero si usted
cuenta con uno, sélo utilicelo para comprobar su trabajo.

NORMAS PARA TRAZAR UNA CURVA

La lista siguiente es una gufa para graficar una curva y = f{x) a mano. Habrd algunas fun-
ciones en las que no se apliquen todos los puntos. (Por ejemplo, una curva dada podria no
tener una asintota o no ser simétrica.) Pero las normas proporcionan toda la informacién
que se necesita para elaborar un diagrama que muestre los aspectos mds importantes de la
funcion.

A. Dominioc  Con frecuencia es muy (itil para determinar el domino D de f, es decir, el con-

B.

{b) Funcidn impar; simetria por rotacién

FIGURA 3

FIGURA 4
Funcidn periddica:
simetifa por traslacion

junto de valores de x para el cual f{x) estd definida.

Infersecciones  La interseceidn con el eje y es £(0) to cual sefiala dénde la curva corta al'eje
de las v. Para determinar las intersecciones con el eje de las x, hagd y == 0 y (determine x.
Puede omitir este paso si la ecuacidn es dificil de resolver.)

. Simetric

(i) 51 f{—x) = f(x} para toda x en D, es decir, la ecuacién de la curva no cambia
cuando x se reemplaza por —x, entonces fes una funcion par y la curva es simétrica
con respecto al eje . Esto significa que la tarea se reduce a la mitad. Si conoce lo que
de la curva se parece a x = 0, por lo tanto sélo necesita reftejar con respecto al eje y pa-
ra obtener la curva completa [véase figura 3(a)]. He aqui algunos ejemplos:
y=xLy=x'y=|x|lyyr=rcosx

(ii} 8i f(—x) = —f{x) para toda x en D, entonces f es una funcién impar y la cur-
va es simétrica con respecto al origen. Una vez mds, obtega la curva completa si co-
noce lo que de la curva se parece x = 0. Gire 180° con respecto al origen. Observe Ia
figura 3(b). Algunos ejemplos sencillos de funciones impares sony = x, y = x°, y = x*
Yy = gen x.

(itl) Si f(x + p) = f{x} para toda x en D, donde p es una constante positiva, enton-
ces f se llama funecién periddica y el ndmero p mas pequefio se llama periodo. Por
ejemplo, ¥ = sen x tiene un pericdo 27 y y = tan x tiene un periodo 7. Si sabe que la
grifica luce como en un intervalo de longitud p, entonces en seguida aplica una tras-
lacién para dibujar la grifica completa (véase figura 7). '

a=p 0« a+tp a+2p x

. Asintotas

(i) Asintotas horizontales. Segin la seccidn 2.6, si lim,..f(x)=L o
lim, .-« f(x) == L en tal caso la recta v = L es una asintota horizontal de la curva
¥ = f(x). §i resulta que lim,_.. f{x) = % (0 —), en tal caso no hay una asintota a la
derecha, sino que todavia es informacién itil para graficar la curva,

(i1) Asintotas verticales. Recuerde que, segin la seccidn 2.2, que larectax = a es
una asintota vertical si por lo menos una de las siguientes proposiciones se cumple:

[T} lim f(x) == Hm f(x) = =

X x—ra’

lim, f(x) = — lim f(x) = —co

Lra X e




FIGURA 5
Trazos preliminares

% Se muestra la curva que e acerca s su asfnto-
1a horizontal desde arriba en la figure 5. Esto se
confirma mediante los intervalos de incremento
y decremento.
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{En el caso de las funciones racionales, puede localizar las asfatolas verticales igualan-
do el denominador a 0 después de anular los factores comunes. Este método no se apli-
ca a otras funciones.) Ademds, al trazar la curva es muy Util conocer exactamente cusl
de las proposiciones de (1) se cumple. 8i f(a) no estd definida, pero a es un extremo
del dominio de f, entonces es después calcular 1im, .. f{x} 0 lim,_.. f{x}, sea este |-
mite infinito o no.

(i1}) Asintoras inclinadas. Se tratan ai final de la seccidn.

E. Intervalos de incremento o decremento  Aplique ke prueba I/D. Calcule £'{x) y determire los in-
tervalos en los cuales f'(x) es positiva, es decir, donde (f sea creciente) y los intervalos en
donde f'(x) sea negativa, {f sea decreciente).

F. Valores de los maximos locales y de los minimos locales  Determine los ntdmeros criticos de f {los
niimeros ¢ donde f'(c) = 0 o bien, f(c) no existe]. Luego aplique fa prueba de Ja pri-
mera derivada. Si ' pasa de positivo a negativo en un nimero critico ¢, por lo tanto f{c)
es un médximo local. Si f’ cambia de negativo a positivo en ¢, en consecuencia f(c) es
un minimo local. Por lo regular se prefiere usar la prueba de la primera derivada, pero
también se aplica la prueba de la segunda derivada si f(c} =0y f"(c) # 0. Por lo
tanto, f“(c) > 0 significa que f{c) es un minimo local, en tanto que f(¢) < 0 quiere
decir que f(c) es un méximo local.

G. Concuvidad y puntes de inflexion  Calcule f”(x) y aplique la prueba de concavidad. La cur-
va es concava hacia arriba donde f"(x) > 0 y c6ncava hacia abajo donde f”(x) < 0.
Los puntos de inflexion se encuentran donde cambia la direccidn de 1a concavidad.

H. Trace la corva A partir de la informacién anterior dibuje la grafica. Trace las asintotas co-
mo lfneas discontinuas. Localice las intersecciones, tos puntos médximos y minimos y
16s puntos de inflexién. Luego haga que la curva pase por estos puntos, subiendo y bajan-
do, de acuerdo con E, la concavidad segiin G y aproximela a las asintotas. Si se necesita
mayor precision cerca de algdn punto, calcule el valor de la derivada en dicho punto. La
tangente indica la direccidn en la cual progresa la curva.

) ‘ 2x*
2 EJEMPLG 1 Aplique las normas para graficar la curva y = PR
AT

A, El dominio es

ZlF = 1#0={xjx# £} = (-, -1 U (—L 1)U (I, =)

8. Tanto la interseccidn con el eje x como la interseccidn con el eje yes 0.
C. Puesto que f(~x) == f(x), la funcién fes par. La curva es simétrica con respecto al eje
de las y

D 1i 217 Ii 2
. im — = lim T =
peezm x= — ] xmeza | e ]St

2

Por lo tanto, la recta y = 2 es una asintota horizontal.
Puesto que el denominador es O cuando x = 1, calcule los limites siguientes:

) 2%
lim ——= ~=
x—l X — 1

] 2x?
lim =
e |

Por lo tanto, las rectas x = 1 y x = —1 son asintotas verticales. Esta informacion re-
lacionada con los limites y las asintotas posibilita el dibujo de la gréfica preliminar en
Ia figura 5, en la que se ilustran las partes de la curva cercanas a las asintotas.
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vy dx(x? — 1) — 2x% - 2x —
E. f (l) {_\_2 _ i)g (,‘[2 — 1)2

Puesto gue f{x) > Ocuandox < 0(x 5 —1)y f(x) <Ocuandox > G {x # 1), fes
creciente en (—o, — I} y (— 1, 0) y decreciente en (0, 1) y (1, o=},
£ El dnico siimero critico es x = (. Como f' pasa de positiva a negativa en 0, () = 0

| es un mdximo local segtin la proeba de la primera derivada.
a !
_J }___jLL —4® = 1P+ da- 20 — B2x 1257 + 4

———————————— G. fix) = (x* = 1) - (x? — 1)

fi >0 <= 120 < ix|>1

!

!

1 - Como 12x* + 4 > 0 para toda x
E ;

f

|

I

y f(x) <0 <= |x} < L Porlo tanto, fa curva es céncava hacia arriba en los in-
FIGURA 6 - tervajos {—%=, — 1}y (1, %) y concava hacia abajo en (—1, 1). Carece de punte de
Grdfica terminada de ¥ = —5— inflexién ya que 1 y —1 no estdn en el dominio de f.
H. A partir de la informacién reunida en E a G termine de trazar la grifica en la
figura 6. o

x*
EIEMPLO 2 Trace la grafica de f(x) = ——.

H =) f( ) m
A.Dominio = {x|x + 1 > 0} = {x|x > ~1} = (~1,%)
B. Las intersecciones con los ejes x y y son (.

C. Simetria: ninguna
D. Puesto que

_1,3
1’ —_—
et Va1

=

no hay asintota horizontal. Como y/x + 1 = 0 cuando x — —17 y f{(x} siempre es
positiva y entonces

3

x-
im ————— ==
a1 N ]

y de este modo la recta x = —1 es una asintota vertical.

e+ 1 -2 1/2Vx+1)  xBx+4)
x+ | 2x + 1)°°

E. iy =

Se ve que f'(x} = 0 cuando x = 0. (Observe que —} no estd en el dominio de f), asi,
el trico niimero critico es 0. Puesto que f{x)} << Qeuando —1 <x < 0y f(x) > 0
cuando x > 0, f es decreciente en (—1, 0} y creciente en (0, =),
F Como f(0) = 0y f’ cambia de negativa a positiva en 0, £(0) = 0 es un minimo
¥ local, (y absoluto), segiin la prueba de la primera derivada,

G ") = 200 + 1)H6x +4) — 37 + 4x03(x + DV 3P+ 8x + 8
A Ax + 17 4x + 1"

N dritico 3x* + 8x -+ 8. que siempre es positivo por que su discriminante es

b* — dac = ~32, el cual es negativo, y el coeficiente de x* es positivo. Por esto,

0 * f"(x) = 0 para toda x en el dominio de f, lo cual significa que f es concava hacia arri-
baen (—1, %) y no hay punto de inflexién.

FIGURA 7 H. La curva se ilustea en la figura 7. o

I
I
|
!
!
; ¥ Ohbserve que el denominador es siempre positivo. El numerador es el polinomio cua-
}
}
1
i
i

x=-]




¥ N

FIGURA 8
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B2 EJEMPLO 3 Grafique f(x) = xe".

A. El dominio es B,

B. Las intersecciones con los ejes x y y son (.

C. Simetria: ninguna

D. Puesto que v y ¢” se vuelven grandes cuando x — <, lin, ... x¢* = %. Como x — —ox,
sin embargo, cuando ¢* — 0 y de igual manera tiene un producto indeterminado que
requiere la aplicacidn de la regla de I'Hospital:

, X I . ‘
lim xe* = lim —— = lim — = [fm (—e*) =0
X X

A% Bk 4 Xt — 2 Ay
Por lo tanto, el gje x es una asintota horizontal.
E. Flx) =xe" + "= (x + )"

Como ¢" es siempre positiva, f(x) > 0 cuando x + 1> 0, y F{x) <0 coando
x + 1 << 0. De tal manera, fes creciente en (—1, @} y decreciente en {—o, —1).

F. Debido a que f'(—1) = 0y f pasa de negativo a positivoen x = — 1, f{—1) = —¢"!
es un minimo local (y absoluto).

G. Flixy=1{x+ De* + &' = (x + 2)e*

Como f(x}>0si x> -2y fx) <0 si x< -2, f es céncava hacia arriba en
(=2, o2} y concava hacia ¢ abajo en {—w=, —2}. El punto de inflexién es (—2, —2¢"2).
H, Aproveche toda la informacion para graficar la curva en la figura 8. o

COs X
EJEMPLO 4 Dibuje la grifica de f(x) = 3 F senv
Z Sen X

A, El dominio es R.
]
B. El cruce con yes f(0) = > El cruce con x sucede cuando cos x = (), esto es,

x=(2n + 1)7/2, donde i es un entero.

C. F no es par ni impar, pero f{x + 2) = f(x) para toda x y de este modo fes periddica
y tiene periodo 27, En estos términos, y lo que sigue, necesita considerar inicamente
0 = x = 27 y por lo tanto extender la curva por translacién en la parte H.

D. Asintota: ninguna

(2 + sen x){(—sen x) — cos x {cos x) 2senx + 1

E. flx) = =

(2 + sen x) (2 + sen x)?

Por esto f'(x) > O cuando 2senx + 1 < 0 <&=dsenx < 5 <= 77/6 < x < 11a/6.
De esa manera fes creciente en (77/6, 117/6) y decreciente en
0, Tw/6) v (1 17/6, 2}

F. De la parte E y la prueba de Ja primera derivada, resulta que el valor del minimo local
es f(Tm/6) = —1/+/3 y el valor del méximo local es f(77/6) = 1//3.

G. i aplica la regla del cociente una vez mds y simplifica, obtiene

2cosx (1 — senx}
(2 + sen x)’

£ =

Yaque (2 + senx)® > 0y 1 =~ senx = 0 para toda x, sabe que f'{x) > 0 cuando
cos x << 0, es decir, 7/2 < x < 37/2. De esa manera f es céncava hacia arriba en
(7/2, 37/2) y céncava hacia abajo (0, 7/2) y (37/2, 277). Los puntos de reflexién
50N (77'/2,0 y (37/2, 0).
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FIGURA 11
y=In{d — x7)

H.

La grifica de la funcién restringida a 0 = x = 27 se muestra en la figura 9. Después
la extenderd, aplicando periodicidad para completar la grdfica en la figura 10.

-
>

>
N

i
5
9
)
=
[
3

FIGURA 10

EJEMPLO 5 Grafique v = In{4 — x7).

A.

H.

El dominio es

{x]d = 2* > 0 = {x]x® < 4} = {x]|x] < 2} = (-2,2)

. La interseccion con el eje v es f{0) = In 4. Para determinar la interseccidn con el eje x

haga
y=lnld = x7) =0

Sabe que In1 =0y asid — x* =1 = x* = 3y, por lo tanto, se corta al eje x en

=/3.

. Como f(—x) = f(x), f es par y la curva es simétrica con respecto al eje de las y.
. Busque asintotas verticales en los extremos del dominio. Como 4 — x?— 0" cuando

x— 27 y también cuando x — —2", tiene

lim In{4 — x*) = —= lim In{4 — )= —x
- y=2
Por esto, las rectas x = 2 y x == —2 son asintotas verticales.
—2x
=7
! Ll

Puesto que f'{x) > 0 cuando —2 < x < 0y f'(x} << 0 cuando 0 < x < 2, f es cre-
ciente en {2, 0) y decreciente en (0, 2).

El dnico ndmero critico es x = 0. Como f' cambia de positiva a negativa en 0.
F(0) = In 4 es un mdximo local de acuerdo con la prueba de la primera derivada.

4 — x5 (~2) + 2x(—2x) _~8— 24°
{4 — x*y (4 — x*)F

=

Como f"{x} < 0 para toda x, la curva es concava hacia abajo en (—2, 2) y carece de
punto de inflexién.
Por medio de esta informacion se traza la grifica de la figura 11.

-

ASINTOTAS INCLINADAS

Algunas curvas poseen asintotas que son oblicuas, es decir, ni horizontales ni verticales. Si

‘13_1’11 [flx) — (mx + b} =0

por lo tanto la recta y = mx + b se llama asintota inclinada porque la distancia vertical
entre lacurva y = f(x) y larecta y = mx + b tiende a0, como en la figura 12. Una situacion
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¥ . similar existe si x — —<. Por lo que se refiere a las funciones racionales, las asintotas in-
— F= Fx) clinadas se presentan cuando el grado del numerador es uno m4s que el grado del denomi-
\/ nador. En tal caso, la ecuacién de la asintota inclinada se determina mediante la divisién

F)—(mx+ b= larga como en el ejemplo siguiente.

y=mx+b 3

£ EJEMPLO 6 Trace la grifica de f(x) = f+ -
o
A * A. El dominio es R = (o0, o).
FIGURA 12 8. Las intersecciones con los ejes x y y son 0.

C. Puesto que f{—x} == —~f(x), f es impar y su gréifica es simétrica con respecto al origen.

D. Puesto que x* + 1 nunca es 0, no hay asintota vertical. Como f{x) — % cuando
x>y f(x) —» —w cuando x — —o2, no hay asintota horizontal. Pero junto con la
divisién da

3

X x
f(l)wxz—kl_'l—x"—i-l
1
flx) —x=— qx = — —> 0 cuando x—» e
x*+ 1
| + —
2

Por lo que 1a recta y = x es una asintota inclinada.

3+ 1) — o2 2t +3)

E. f’(x) = ((‘_2 + E)z = ()CZ + 1)2

Puesto que f'(x)} > O para toda x, excepto para 0, f es creciente en {~—e°, o),
E. Aunque f{0) = 0, f' no cambia de signo en 0, de modo que no hay mdximo local ni
minimo local

ooy A+ 6x)(x? 4 1P — (' + 3x7) - 2(x* + 1)2x  2x(3 ~ x?)
G. fa) = {(x*+ 1) TS

Puesto que f(x) = Ocuandox =00 x = +./3, resulta la tabla siguiente:

Intervato X K B N Fox) f
¥ < =V3 - - + + CAen(—%, —V3)
-V3i<x<0 - + - CAB ea (=V3.0)
| B<x<V3 -+ “ + + Caen (0, V3
5’#5‘;2?31? x> V3 + - + - CAB en (V3, %)

Los puntos de inflexién son (=3, —2./3/4), (0, 0) y (/3. 3/3).
FIGURA 13 H. La grifica de fse ilustra en la figura 13. et N
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4.5 | EJERCICIOS

1-52 Apiique las normas de esta seccidén para graficar la curva,

Ly=x+x 2oy =x+ 67+ Oy

Loy=2—15x+ 9 — 5 4, y=8x%—

By =x" +42° 6. y = x{x + 2

Toy=2x" — 527 + 1 8 y=(4—-x
X x4

o W v = —m——

“‘ x -1 0. s xt - 2x
1 X
1. y=— 12, vy = —
¥ =9 ? -9
X x?
A3 vy = 14, v == 5
BT YT w0
x— 1
15,y =25 16, y= 1 + 4L
x* XX
¥’ X
V.y=——-7— 18, y = =

) x*+3 ) =1
y=x/5 —x 20, y=2/x—x
L y=yx?+x-2 2. v=Jyxr+x—x
B.y= —-——;L—— 2,y =y 2~ x°

X+ 1 .
T~ x2 v
25 = 2. y = —=—

. X x= ]
2y =0 — 3 B, y = ¥~ S
29 y = xt =1 30, v =7+ 1
31, y = 3senx — sen’x 32, y=x 4+ cosx

B y=xuny, —a/2<x< w2

Moy=2x—tanx, —-w/2<x< w2

35, ym%}cwsenx, 0<x< 3w
3. y=secx+tmny, 0<a< g2
37,y = SenX 3. y = sen .x
- Il + cosx 2+cosx
39, y o= o 40, y=¢""senx 0 =x=27
y=1/l+e") 42 y=¢» — &'

43, v=x ~ Inx 44, y=eYx

45 y={l + ¢')" 46, y = In(x* — 3x + 2)

47. y = In(sen x) M y=

5
X

49, v = xe 50, y={® — 3™

5L

g == eS.t 4 e—i:

x—1
52. y = tan™
=

53.

54,

55.

56.

En la teorfa de la relatividad, la masa de la particula es

g
= ———
N

donde g es Ia masa en reposo de la particula, i1 es 1a masa
cuando la particula se mueve con rapidez v con respecto af
observador, y ¢ es la rapidez de la luz. Dibuje la grifica de m
como una funcidn v.

En la teoria de 1a relatividad, la energfa de una particula es

E= /mic* + WFci/A?

Donde s es la masa en reposo de la particula, A es la longitad
de onda, ¥ /r es la constante de Planck. Dibuje la grdfica de £
come una funcidn de A. ;Qué le dice la grifica con respecto a la
energia?

La figura ilustra una viga de longitud L empotrada en paredes de
concreto. Si una carga constante W se distribuye proporcional-
mente a io largo de su tongitud, la viga adopta la forma de la
curva de deflexidn

W e WL,
21" " 1261 T aEr”

y o=

donde E e I son constantes positivas. (E es el médulo de elastici-
dad de Young e / e5 el momento de inercia de una seccién trans-
versal de la viga.) Trace la gréifica de la curva de deflexidén,

Laley de Coulomb establece que la fuerza de atraccitn entre dos
particulas cargadas es directamente proporcional al producto de
las cargas e inversamente proporcional ai cuadrado de la distan-
cia entre ellas. La figura muestra particulas con carga 1 ubicadas
en las posiciones 0 y 2 sobre una recta de coordenadas y una
particula con carga — 1 en una posicin x entre ellas. De la ley
de Coulomb se infiere que la fuerza neta que actia sobré'la
particula ubicada en el centro es

k k
F(X)mmx_z-}.(x*‘_Z)z

donde k es una constante positiva. Trace la gréfica de la funcién
de la fuerza neta. ;Qué indica la grifica acerca de la fuerza?

0<x<<?2
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57~60 Determine una ecuacion de la asintota inclinada. No grafi- 68. Demuestre que la curva y = /3¥ ¥ 4x tiene dos asfntotas in-

que la curva, clinadas: y = x + 2y y = —x — 2. Aproveche este hecho para

N 5 22t kx4 p 43 graficar la curva.

4= - Y 2 .
x 1 x+ 2y 69. Demuestre que las rectas ¥ = (b/a)x y vy = —(b/a)x son asin-

59, v = A0 -2+ S 80, y = St xitx totas inclinadas de la hipérbola (x%/a®) — (y¥/b?) = |,

" 25 +x -3 T T2 Y
70. Sea f(x) = (x* + 1)/x. Demuestre que
61~86 Por medio de las normas de esta seccién grafigue la curva. I [Flx) — x%] =0

En la norma B encuentre una ecuacidn de la asintota inclinada. A

2 o 2

6l. v = el el § 62. y Pl ) Esto muestra que fa gréfica de ftiende a la grifica de y = a2 y

2x =1 x -2 decimos que la curva y = f{x} es asintdtica a la pardbola

63. xy=x+4 64, y=¢' — x ¥ = x". A partir de este hecho trace ka grdfica de £,

65, v = 237+t + 1 86. {(x + 1) 71. Analice el comportamiento asintético de f{x)} = (3 + 1)/x de
’ x4 (x — 1) ] la misma manera gue en el ejercicio 70. Utilice después sus re-

sultados para trazar la gréfica de f.

67. Demuestre que la curva y = x — tan” v tiene dos asintotas 72. A partir del comportamiento asint6tico de f{x) = cos x + i/x°
inclinadas: y = x + @/2 y y = x — «/2. Aproveche este trace la grifica sin recurrir al procedimiento de graficacion de
hecho para graficar la curva. curvas que se estudia en esta seccion.

46| TRAZADO DE GRAFICAS CON CALCULQO Y CALCULADORAS

= Sino ha lefdo la seccidn 1.4, debe hacario
ahora. En particular, n esa seccidn se explica
cfmo evitar algunas de las trampas que se en-
cuentran ai usar los aparatos graficadores, si se
eligen rectdngulos de visualizacion apropiadas.

41 000
|
i
i
5!
~1060
FIGURA
100
=
-3 ; 7
l )
=350

FIGURA 2

El método empleado en la seccidn anterior para trazar curvas fue la culminacidn de gran
parte del estudio del cilculo diferencial que llevé a cabo. La gréfica fue el objeto final que
se genera. En esta seccidn el punto de vista es totalmente distinto. En este caso empieza
con una grafica generada por una calculadora graficadora o una computadora y despusés la
afina. Usard el cdlculo con objeto de asegurarse que revela todos los aspecto importantes
de la curva. Y con el uso de aparatos graficadores abordard curvas que serfan demasiado
complicadas de considerar sin la tecnologfa. El tema es la inferaccidn entre el cdlculo y
las calculadoras.

EJEMPLO | Dibuje el polinomio f(x) = 2x® + 33" + 3x% ~ 2x% Use las grdficas de
[y f" para estimar todos los puntos méximos y minimos asi como los intervalos
de concavidad.

SOLUCION Si especifica un dominio pero no un intervalo, muchos dispositivos graficado-
res deducirdn un intervalo apropiado a partir de los valores que se calculan. La figura !
muestra el trazo de uno de esos aparatos si especifica que —5 = x = 5, §i bien este
rectangulo de visualizacidn resulta Gtil para demostrar que el comportamiento asintdtico
(0 comportamiento en los extremos) es el mismo para y = 2x°, es evidente que oculta
algunos detalles mds finos, De manera que cambie el rectdngulo de visualizacién [—3, 2]
por I—30, 100] que se ilustra en la figura 2.

A partir de esta grifica, parece que hay un valor minimo absoluto de mas o menos
—15.33 cuando x = —1.62 (mediante el uso del cursor) y que f es decreciente sobre
(oo, ~1.62) y creciente sobre (—1.62, «). Parece, asimismo, gue hay una tangente hori-
zontal en el origen y puntos de inflexién cuando x = 0 y cuando x estd en alguna parte
entre =2y —1.

. Ahora intente confirmar estas impresiones mediante el cdleulo. Derive y obtenga

Filx) = 12x% + 155" + 9x% — 4x
Fr(x) = 60x* + 60x° + 18x — 4
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Cuando trace la grifica de f' de la figura 3, verd que f'(x) cambia de negativa a positiva
cuando x = —1.62; esto confirma (por la prueba de la primera derivada) el valor minimo
encontrado al principio. Pero, quizd para sorpresa, advierta también que f”(x) cambia de
positiva a negativa cuando x = 0, y de negativa a positiva cuando x = 0.35. Esto significa
que f tiene un méximo local en 0 y un minimo local cuando x = 0.35, pero éstos se en-
contraban escondidos en la figura 2. En efecto, si ahora se acerca al origen en la figura 4,
verd lo que no habfa percibido antes: un valor maximo relativo de 0 cuando x = 0 y un
valor minimo local de casi —0.1 cuando x = 0.35.

;Qué decir acerca de la concavidad y los puntos de inflexién? Por las figuras 2y 4
parece haber puntos de inflexién cuando x estd un poco a la izquierda de —1 y cuando x
estd un poco a la derecha de 0. Pero es dificil determinar los puntos de inflexién a partir
de la gréifica de f, de modo que dibuje la segunda derivada de f* en la figura 5. f” cambia
de positiva a negativa cuando x = —1.23 y de negativa a positiva cuando x = 0.19. Asf,
correcto hasta dos cifras decimales, f es céncava hacia arriba sobre (—, —1.23) y
{0.19, ) y cdncava hacia abajo sobre (—1.23, 0.19). Los puntos de inflexidn son
{(—1.23, —10.18) y (0.19, —0.03).

Ha descubierto que ninguna grafica por si sola revela todas las caracteristicas im-
portantes de este polinomio. Pero las figuras 2 y 4, tomadas en conjunto, proporcionan
und imagen exacta, i

gi:MpLa 2 Dibyje la funcién

&

¥4+ Tx+3
fl) =——F—
x-
er un rectdngulo de visualizacidn que contenga todas las caracterfsticas importantes de la
funcién. Estime los valores méximos y minimos y los intervalos de concavidad, A conti-
nuacién, aplique el cdlculo para determinar estas cantidades exactas.

sonlicion. La figura 6, producida por una computadora con establecimiento automético de
escala, es un desastre. Algunas calculadoras graficadoras usan [""-10, 10] por [— 10, 10]
como rectdngulos de visualizacién predeterminada, de modo que inténtelo. Obtendra la
grifica que se muestra en la figura 7, una mejora importante.
El eje y parece ser una asintota vertical y lo es porque
X+ T+ 3

Him ———rmgrmer 22 00

x—0 =
La figura 7 también permite estimar las intersecciones con el eje x: alrededor de —0.5 ¥
—6.5. Los valores exactos se ohtienen con la férmula cuadritica para resolver la ecuacion

x* 4+ 7x + 3 = 0; obtiene x = {—7 = /37)/2.

FIGURA 7 FIGURA 8

Para mirar mejor las asintotas horizontales, cambie el rectangulo de visualizacién
[—20, 20] por [—35, 10} de Ia figura 8. Parece que v = 1 es la asintota horizontal y es-
to se confirma con facilidad:

4+ TIx+3 ( 7 3)
- F+—+ =S =1
x- X X ox

lim = lim

Xk
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Para estimar el valor minimo, acerque el rectdngulo de visualizacién |~3, 0] por
{—-4, 2] de la figura 9. El cursor indica que el valor minimo absoluto es alrededor de
—3.1, cuando x = —0.9, y que la funcidn decrece en (—2=, —0.9) y (0, =), mientras
que crece sobre (—0.9, (). Los valores exactos se obtienen al derivar:

6  Tx+6
X3 x3

7
fllo)=—-——=-—
X
Esto hace ver que f(x} > 0 cuando —5 < x < 0y f(x) < 0 cuando x < —% cuando
x > 0. El valor minimo exacto es f(-—g) = — = —3.08.
La figura 9 también muestra que se presenta un punto de inflexidn en alguna parte entre
x#= —1yux= —2 Podrd estimarlos con mucho mds exactitud si usa la grdfica de
la segunda derivada, pero en este caso es igual de {dcil hallar los valores exactos.
Puesto que
14 18 27x+9)
ffa=—7F+—F=—"7"

X X X

resulta que F£"(x) > 0 cuando x > —3 (x # 0). De modo que f es céncava hacia arriba
sobre ( ) y (0, =) y cncava hac1a abajo sobre (—~o ——) El punto de inflexidn es
(=3 ~%).

El andlisis que usa las dos primeras derivadas hace ver que las figuras 7 y 8 exhzben
todos los aspectos importantes de la curva.

T3 ODIERAT o £ T 14 =M__
£ EIEMPLO 3 Dibuje Ia funcién f{x) ST
SOLICIBY Si recurre a su experiencia con una funcién racional del ejemplo 2, empiece
por dibujar f en el rectdngulo de visualizacién [~ 10, 10] por [—10, 10]. Con base en la
figura 10, parece que necesita acercar para ver un detalle més fino y alejarse para ver
la imagen més grande. Pero, como gufa para realizar acercamientos o alejamientos inteli-
gentes, primero observe con mas cuidado la expresion de f(x). Debido a la existencia
de los factores (x — 2)%y (x — 4)* en el denominador, espere que x = 2 y x = 4 sean
las asintotas verticales. En efecto

.Z(x + 1)3

Hm ——— == 00

2 = 2P — A

i S+ 1)y
YR T -

Para hallar las asfntotas horizontales, divida numerador y denominador entre x%

m)fm_'(x-l—l)" 1 1+i3
Hx -+ 1P x X X X

-2 -4 (-2 (-4 2\ a4
P X lm; lw”;

Muestra que f(x) — 0 cuando x — *oo de modo que ¢l eje de las x es la asintota
harizontal.

Asimismo, es muy 1til considerar €] comportamiento de la grifica cerca de la inter-
seccidn con el eje de las x recurriendo a un andlists como el del ejemplo 11 en fa sec~
cién 2.6. Como x” es positivo, f{x) no cambia de signo en 0 y, de este modo, su grifica
no cruza el eje x en 0. Pero en virtud del factor (x + 1)°,1a gréfica cruza el eje x en —1
y tiene una tangente horizontal allf. S$i retine toda esta informacién sin usar las derivadas,
la curva tiene que parecerse a la figura 11.

153

[
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FIGURA 12

= La familia de funciones

Flx) = sen{x + sencx)
donde ¢ es una constante, Se encuentra en
aplicaciones a ia sintesis de modulacién de
frecuencia {FM). Una onda sencidal se modula
por medio de una onda con frecuencia diferente
(ser cx). En el ejempio 4 se estudia el caso en
que ¢ = 2. En el ejercicio 25 se examing otro
caso especial.

CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVACION

Alora que sabe qué buscar, acérquese varias veces para producir las grificas de las
figuras 12 y 13; también aléjese varias veces para lograr la figura 14.

0.0001 500
y=flx)
-1.5 0.5
-1 10
-0.0001 ~10
FIGURA 13 FIGURA 14 '

A partir de estas gréficas lea que el minimo absoluto es alrededor de —0.02 y se
tiene cuando x = —20. También hay un médximo local = 0.00002 cuando x = —0.3 y
un minimo local =211 cuando x = 2.5, Asimismo, estas grificas muestran puntos de
inflexion cerca de —35, —5 y —1, y dos entre —1 y 0. Para estimar mejor los puntos
de inflexién, necesita dibujar f*, pero calcular esta segunda derivada a mano es una
tarea irrazonable. $i cuenta con un sistema de cémputo algebraico es ficil (véase el
ejercicio 15).

Queda claro que para esta funci6n en particular, se necesitan tres gréficas (figuras 12,
13 y 14) a fin de reunir toda la informacién ttil. La tnica manera de exhibir todas es-
tas caracteristicas de Ia funcién en una grafica es dibujarla a mano. A pesar de las exage-
raciones v las distorsiones, la figura 11 es (til para resumir la naturaleza esencial de la
funcitn. 0

EJEMPLO 4 Dibuje la funcidn f(x) = sen(x + sen 2x). Para 0 < x = 77, estime todos
los valores médximos y minimos, los intervalos de incremento y decremento, y los puntos
de inflexién, correctos a una cifra decimal.

soLUCoN En primer lugar, observe que f es periddica con periodo 27. Ademds, f es
impar y | f(x)| = 1 para todo x. De modo que la seleccién de un rectdngulo de visua-
lizacién no es un problema para esta funcién: empiece con [0, 7] por [—1.1, L.1].
(Véase la figura 15.)

1.1

~1.1 -12
FIGERA 15 FIGHRA 16

Parece que existen tres valores maximos locales y dos valores minimos locales en esa
ventana. Para confirmar esto y localizarlos con mds exactitud, calcule que

fi(x) = cos(x + sen 2x) * (1 + 2 cos 2x)

y dibuje f y f' en la figura 16.
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Con el acercamiento y la prueba de la primera derivada, resultan los valores aproximados
siguientes hasta una cifra decimal.

Intervalos de incremento: (0,0.8), (1.0, 1.6), (2.1,2.5)
Intervalos de decremento: (0.6, 1.0), (1.6, 2.1}, (2.5, m)
Valores méximos locales:  f(0.6) = 1, f(1.6) = 1, f(2.5) = |
Valores minimos locales: S0} = 094, £(2.1) = 0.94

La segunda derivada es
Sy = —(1 + 2 cos 2x)* sen(x + sen 2x) — 4 sen 2x cos(x + sen 2x)

Sidibuja f y f' en la figura 17, obtiene los valores aproximados siguientes:

Céncava hacia arriba sobre: (0.8, 1.3}, (1.8, 2.3)
Cdncava hacia abajo sobre: (0, 0.8), (1.3, 1.8), (2.3, m)
Puntos de inflexidn: (0,0), (0.8,0.97), {1.3,0.97), (1.8,0.97), (2.3,0.97)

Luego de comprobar que la figura 15 representa f con exactitud en 0 < x < 7,
puede decir que la grifica extendida de la figura 18 representa f con exactitud en
=2nr=x=2m (i

El ejemplo final se relaciona con las familias de funciones. De acuerdo con la seccién 1.4,
esto quiere decir que las funciones de la familia se relacionan entre sf mediante una férmu-
Ia que contiene una o mds constantes arbitrarias. Cada valor de la constante impulsa a
un miembro de la familia, y la idea es ver c6mo la grdfica de la funcién cambia cuando
la constante se modifica.

i% EJEMPLO 5 ;Como varia la grdfica de f(x) = 1/(x* + 2x + ¢) al cambiar ¢?

SOLUCIOR Las graficas de las figuras 19 y 20 (los casos especiales ¢ == 2y ¢ = —2) mues-
tran dos curvas muy distintas, Antes de dibujar mds graficas, vea qué tienen en comdn los
miembros de esta familia. Puesto que

Ii : 0

m —— =

whxw x4+ 2x + ¢
para cualquier valor ¢, todos tienen el eje x como asintota horizontal, Se tendrd una asin-
tota vertical cuando x? -+ 2x + ¢ = 0, Si se resuelve esta ecuacién cuadritica, se obtiene

x=—1= /1 — c. Cuando ¢ > 1, no hay asintota vertical (como en la figura 19). Coan-
do ¢ = 1, la grdfica tiene una sola asintota vertical x = —1 porgue
i 1 I
im—-———--—=|im ——=w
x—r—1 x2 + 2),‘ + 3 F e | (_x -+ ])l
Cuando ¢ < 1, se tienen dos asintotas verticales: x = —1 % /1 — ¢ {como en la fi-

gura 20).
Ahora, calcule la derivada:

_ 2x + 2
{x? + 2x + o)

filx} =

Esto hace ver que f'(x) = Ocuando x = —1 (si¢ # 1), f{x) > Ocnandox < — 1.y
F'(x) < Ocuando x > —1. Para ¢ = 1, esto significa que f crece sobre (%, — 1) y decre-
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Te] Vea ia animacién de Iz figura 21 en
Yisual 4.6.

CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVACION

ce sobre (—1, %), Para ¢ > 1 hay un valor mdximo absoluto f(—1) = 1/(c — 1). Para
¢ < 1, f(—1) = 1/(c — 1) es un valor mdximo local y los intervalos de incremento y de
decremento se interrumpen en las asintotas verticales.

La figura 21 es una “presentacién de transparencias” en que se exhiben cinco miem-
bros de la familia, todos con sus grificas en el rectdngulo de visualizacion [—3, 4] por
[~-2, 2]. Como se predijo, ¢ = 1 es el valor en que ocurre la transicién de dos asintotas
verticales a una y, a continuacién, a ninguna. A medida que ¢ crece a partir de 1, el

unlo méximo se vuelve més bajo; esto se explica por el hecho que 1/(c — 1) — 0
cuando ¢ —> . Cuando ¢ decrece a partir de 1, las asintotas verticales se separan cada
vez mds porque la distancia entre ellas es 24/1 — ¢, la cual aumenta a medida que
¢ — —w, Una vez mis, el punto mdximo se aproxima al eje x porque 1/(c — 1) — 0
cuando ¢ — —=.

|

A

c=

1
.}

0 e I

FIGURA 21 La familia de funciones flx}= 1/ix* + 23+ ¢}

4.6 | A EJERCICIOS

Es evidente que no hay punto de inflexién cuando ¢ = 1. Para ¢ > | calcule que

23x*+ 6x+4 — )
{(x*+2x + ¢

fx =

y deduce que se tienen punio de inflexién cuando x = —1 = +/3(c — 1)/3. De modo que
los puntos de inflexidn se extienden al crecer ¢ y esto parece plausible por lo que se ve

en las dos tltimas partes de la figura 21. £

18 Trace grificas de f que revelen todos los aspectos importantes
de la curva. En particular, use grificas de f' y f" para estimar los
intervalos de incremento y de decremento, los valores extremos,
fos intervalos de concavidad y los puntos de inflexion,

1 flx) = 4x’ — 32x% + 8947 — 95x + 29
2. fly=x%— 15x° + 7527 — 125x° — x

3. F(x) = x® ~ 10x° — 400x* + 2500°

x* -1
A T S
x
5 f) = —
1 xP - x e dx b ]
6. f{x) =tanx + 5Scosx
7. flx) = x* —dx + Tcosx, —4=x=<4
e—\
8 flx)=—
Flx PR

0-10 Elabore grificas de f que revelen todos los aspectos importan-
tes de la curva. Estime los intervalos de incremento y de decremen-
to, los intervalos de concavidad y aplique el cdlculo para hallar con
exactitud estos intervalos.

|
9 =144+ 241
X X X
12X 10
0. fl)=—-—F—
X X

11-12

{a) Grafique la funcién.

{b} Aplique la regia de 1’Hospital para explicar el comportamiento
cuando x — 0.

(¢} Estime el valor minime y los intervalos de concavidad. Luego,
mediante cdlculo determine los valores exactos.

M) f(x)=x*Inx
12 Flx) = xe'”
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13-14 Dibuje-a mano la grifica utilizando las asintotas y las inter-
secciones, pero no las derivadas. Enseguida use su dibujo como
gufa para producir grificas (con un aparato graficador) que exhiba
las caracteristicas importantes de ta curva. Utilice estas grificas pa-
ra estimar los valores mdximos y minimos.

(x + Nx — 3)

i3] f(x)

xMe =1
xR -2Y
1. flo = Mx = 5)°

[T 15, Si f es la funcién considerada en el ejemplo 3, use un sistema

algebraico para computadora para caleular f y dibijela para
confirmar gue todos los valores méximos y minimos son como
tos gue se dan en el ejemplo. Caleule f* y dsela para estimar
ios intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

TS 16. Si f es la funcién del gjercicio 14 encuentre f* v f" y use sus

grificas para estimar los intervalos de incremenio y decremento
y la concavidad de f.

{51 1722 Use un sistema algebraico para computadora para dibujar

f v hallar f* y f. Utilice las grificas de estas derivadas para estimar
los intervalos de incremento v decremento, los valores médximos, los
valores extremos, los intervalos de concavidad y los puntos de infle-
xion de f.

N 23
17. f{x) =.;2__£‘.___ = X

+ax+1 1+ x+
19. flx) = /x + Ssenx, x=<20
20. flx) = (x* = 1)
] = g |
21, flx) = TR 2. flx) = T
8] 23-74

{a) Grafique la funcion.

{b} Explique la forma de la grifica mediante el cilculo del lmite
cuando x — 07 o cuando x — =,

{c) Estime los valores miximo y minimo, y luego, mediante
cdlculo, determine los valores exactos.

{d} Utilice una gréfica de f" para estimar las coordenadas x de los
puntos de inflexion.

f(-\') = a\’lh 24. f(x) = (Sﬁﬂ x)tcn.t

25. En el gjemplo 4 se consideré un miembro de la familia de fun-
ciones f(x) = sen{x + sen cx) que se presentan en la sintesis
de frecuencia modulada {(FM). En este ejercicio investigue la
funcidn para ¢ = 3. Empiece por dibujar f en el rectingulo de
vistalizacién 0, ] por |— 1.2, 1.2] ;Cudntos puntos méximos
locales observa? La grifica tiene mds que son visibies a simple
vista. Para descubrir los puntos méximos y minimos oculios
necesitard analizar con mucho cuidado la grifica de f'. De
hecho, ayuda mirar al mismo tiempo la grifica de f*. Encuentre
todos los valores maximos y minimos asf como los puntos de

inflexion. A continuaciSa trace Ia grifica de f en el rectingulo
de visualizacién [— 27, 2] por |—1.2, 1.2]y haga comentarios
en cuanto a la simetrfa.

26-33 Describa cémo cambia la grifica de f conforme varia ¢. Trace
la grifica de varios miembros de la familia para tlustrar las tenden-
cias gue descubra. En particular, deberd investigar cémo se mueven
los puntos méximos y minimos y los puatos de inflexién cuando cam-
bia ¢. Debe, asimismo, identificar cualesquiera valores de transicién
de ¢ en los cuales cambie la forma basica de la curva.

26. flx)=x>+ cx 7. flx) =5+ cx?
28, Sy =x3er— 2 20, flx) = ™%

Fla} = In(x* + ¢) 31 Flo) = TI%T
32. flx} = —“““'l—«—‘—“ 33. f{x) =cx + senx

(1 — 2%+ ex?

La familia de funciones 7{r) = Cle™ — ¢™™), donde a. by C
s0n niimeros positivos y & > ¢, se ha utilizado para modelar
la concentracion de un medicamento administrado por via
intravenosa en el instante ¢ = 0. Trace Ia gréifica de varios
miembros de esta familia. ;Qué tienen en comin? Para valo-
res fijos de C v a, descubra en forma grifica qué sucede a
medida que b crece. Enseguida aplique el cdlculo para probar
lo que ha descubierto.

35. Investigue la familia de curvas dada por f(x) = xe ™, donde ¢
es un mimero real. Empiece por calcular los limites de x — oo
Identifique los valores de la transicién de ¢ donde cambia la
forma bésica. ;Qué sucede con los puntos méximo y minimo y
los puntos de inflexidén cuando se modifica ¢? Ilustre mediante

grificas de varios miembros de la familia.

36

Investigue la familia de curvas dadas por la ecuacién

f(x) = x* + ex* + x. Empiece por determinar el valor de tran-
sicién de ¢ en los cuales cambia el nimero de los puntos de in-
flexidn. Luego trace la grifica de varios miembros de la familia
con el fin de observar cudles formas son posibies. Existe otro
valor de transicion de ¢ en el cual cambia la cantidad de niime-
ros criticos, Trate de descubrirlo en forma grafica. En seguida,
demuestre lo que descubrid.

37. (a) Investigue la familia de polinomios dada por la ecuacién
f{x) = ex* — 2x* + 1. ;Para qué valores de ¢ tiene puntos
minimos la curva?

{b) Demuestre que los puntos minimo y méximo de cada curva
de la familia se encuentran sobre la pardbola vy = 1 — x*.
Tlustre trazando la grifica de esta pardbola y de varios
miembros de la familia.

38. (a) Investigue la familia de polinomios dada por la ecuacién
Flx) = 2x° + ¢x? + 2x. ;Para qué valores de ¢ Ja curva
tiene puntos maximos y minimos?

{b) Demuestre que los puntos minimo y médximo de cada curva
de la familia se encuentran sobre la curva y = x — x* Ilus-
tre dibujando esta curva y varios miembros de la familia.
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4.7

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

& Comgprenda el problema

@ Anaiogia. Intente casos especiales

= [ihuje diagramas

Los métodos para hallar valores extremos aprendidos en este capitulo tienen aplicaciones
pricticas en muchas dreas de la vida. Una persona de negocios guiere minimizar los cos-
tos y maximizar las utilidades. El principio de Fermat, en 6ptica, afirma que la luz sigue
la trayectoria que le toma menos tiempo. En esta seccién y en la siguiente resolverd pro-
blemas como los de maximizar dreas, volimenes y utilidades, y minimizar distancias,
tiempos y costos.

En la solucién de esos problemas pricticos, el desafio mds grande suele ser convertir ¢l
problema en palabras en un problema matemdtico de optimizacion, establecer la funcicn
que debe maximizarse o minimizarse. Recuerde los principios de solucién de problemas
que se analizaron en la pigina 76 y adaptelos a esta situacién:

PASOS PARA LA RESGLUCION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

{. Comprenda el preblema El primer paso es leer el problema con cuidado, hasta que
se entienda con claridad, Héigase las preguntas: ;Cudl es la incégnita? ; Cudles son las
cantidades dadas? ;Cudles son las condiciones dadas?

2. Dibuje un diagrama En la mayor parte de los problemas, resulta otil dibujar un
diagrama e identificar en él las cantidades dadas y requeridas.

3. Intreduzca notacién  Asigne un simbolo a la cantidad que se va a maximizar
o minimizar (llémela @ por ahora). Asimismo, seleccione simbolos
{a, b, c....,x,v) para las otras cantidades desconocidas y marque el diagrama
con estos simbolos sugerentes; por ejemplo, A para el drea, /2 para altora y ¢ pa-
ra el tiempo.

4, Exprese (J en términos de algunos de los otros simbolos del paso 3.

5. Sien el paso 4 O se ha expresado como funcién de mds de una variable, utilice la
informacion dada para hallar correspondencias (en la forma de ecuaciones) entre
estas variables. Enseguida, use estas eciaciones para eliminar todas las variables,
excepto una, en la expresién para Q. De esta suerte, { se expresard como funcién
de una variable x, por ejemplo, @ == f(x). Escriba el dominio de esta funcidn.

6. Aplique los métodos de las secciones 4.1 y 4.3 para hallar el valor médximo o el mini-

mo absolutos de f. En particular, si el dominio de f es un intervalo cerrado, después
se puede utilizar el método del intervalo cerrado de 1a seccidn 4.1.

EJEMPLO | Un granjero tiene 2400 pies de cerca y desea cercar un campo rectangular que
limita con un rfo recto. No necesiia cercar a lo largo del rio. ;Cudles son las dimensiones
del campo que tiene el drea mds grande?

SOLUCION Para tener idea de lo que ocurre en este problema, experimente con algunos casos
especiales. En la figura 1 se muestran (no a escala) tres maneras posibles de emplear los
2400 pies de cerca.

Area = 100 - 2200 = 220 000 pies*

FIGURA 1

~

Area =700 - 000 = 700 000 pies® Area = 1000 400 = 400 000 pies®



s Introtluzca notacién

FIGURA 2

FIGURA 3

Area Hm®) Area (2wr)h
FIGURA 4
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Cuando intenta cercar campos poco profundos y anchos, o profundos y anchos, obtiene
dreas mds o menos pequeflas. Parece que existe alguna configuracién intermedia que
produce al drea mds grande.

En la figura 2 se ilustra el caso general. Desea maximizar el drea A del rectingulo.
Sean x y y la profundidad y el ancho del campo (en pies). Ensegnida exprese A en
términos de x y »:

A= xy

Quiere expresar A como expresion sélo de una variable, de modo que elimina vy al expre-
sarla en términos de x. Para llevar a cabo esto, usa la informacién dada de que la longitud
total de la cerca es 2400 pies. Por esto.

2x + y = 2400

A partir de esta ecuacion y == 2400 — 2x, lo cual da
A = x{2400 — 2x) = 2400x — 2x*

Observe que x = 0y x = 1 200 (de lo contrario A <C 0). De manera que la funcidn que
desea maximizar es

Alx) = 2400x — 2x? 0= x= {200

La derivada es A'(x) == 2400 — 4x, de suerte que para encontrar los niimeros criticos re-
suelve la ecuacion

2400 — 4x =0

lo cual da x = 600. El valor médximo de A debe ocurrir en este niimero ¢ en uno de los
puntos extremos del intervalo. Como A((0) = 0, A(600) = 720 000 v A(1200) == 0, el
método del intervalo cerrado da el valor mdximo como A(600} = 720 000.

iDe modo alternativo, podria ver que A”(x) = —4 < ( para todo x, de modo que
A siempre es céncava hacia abajo y el mdximo local en x = 600 debe ser un mdximo
absoluto. ]

En estos términos, el campo rectangular debe tener 600 pies de profundidad y 1200 pies
de ancho. 0

572 EjEMPLO 2 Se va a fabricar una lata para que contenga 1 L de aceite. Halle las di-
mensiones que minimizardn el costo del metal para fabricar la lata.

sLUCON Dibuje el diagrama como el de la figura 3, donde 7 es el radio y # la altura (ambos
en cm). Para minimizar el costo del metal, minimice el drea superficial total del cilindro
(tapa, fondo y lados). A partir de la figura 4, observe que los lados se fabrican de una
ldmina rectangular con dimensiones 277, y i de manera que el drea superficial es

A= 2qr® + 2qrh

Para eliminar /1, aplique el hecho de que se da el volumen como de 1 L, lo cual to-
mamos como 1000 cm®. Por 1o tanto

7wrth = 1000

lo cual da 2 = 1000/(7r?). Si se sustituye esto en la ecuacion para A, se tiene

H 2000
A== 2t b 27‘:‘1‘( 0:},0) =2 +
)

F
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& En el proyecto de aplicacion que se
presenia en la pégina 333 se investiga Ia far-
ma mas econdmica para una lata tomando en
cuenta otros costos de fabricacian,

1000 -

FIGURA 5

bfemas de optimizacion adicionales, in-
cluyendo animaciones de las situaciones
fisicas.

EE = En Module 4.7 podri ver seis pre-

Por lo tanto, ia funcién que desea minimizar es

200

r

AP =2art + r>0

Para hallar los nimeros criticos derive

2000 4 — 300
Al = dgpr — —— = (m = )
2 2

En tal caso, A'(r) = 0 cuando #* = 500, de modo que el dnico nimero critico es
r= {500/,

Como el dominio de A es (0, 2), no puede aplicar el argumento del ejemplo 1 relativo
a los puntos extremos; pero observe que A'(r) < 0 para r < /500/7 y A'(r) > 0 para
r > 3500/, por lo que A es decreciente para todo r a la izquierda del nimero critico y
creciente para todo r a la derecha. De este modo, r = +/500/7 debe dar lugar a un
minimo absoluto.

[Como otra posibilidad podria argumentar que A(r) — % cuando r — 0" y A(r) — o
cuando r — %, de manera que debe haber un valor minimo de A(r), el cual tiene que
ocurrir en el niimero critico. Véase la figura 5.]

El valor de A correspondiente a r = /300/7 es

; 1000 1000 5. 500 5
1= 5 = 53 T = AP
T 7(300/m?* T '

En estos términos, a fin de minimizar el costo de la lata, el radio debe ser /500/7cm, y
l altura debe ser igual al doble del radio; a saber, el didmetro i

(i 1] El argumento que se usé en el ejemplo 2 para justificar el minimo absoluto es
una variante de la prueba de la primera derivada (la cual sélo se aplica a los valores méxi-
mos o minimos locales) y se enuncia a continuacién para referencia futura:

PRUEBA DE LA PRIMERA DERIVADA PARA VALORES EXTREMOS ABSOLUTOS Suponga

que ¢ es un ndmero critico de una funcién continua f definida sobre un

intervalo.

(a) Si f(x) > Oparatodax < cy f'(x) < 0 para toda x > ¢, entonces f(c) es el
valor mdximo absoluto de f.

(b) Si f'(x) < 0 paratoda x < ¢y f'(x} > 0 para toda x > ¢, f(¢) es el valor mi-
nimo absoluto de f.

¥ 7. Otro método para resolver problemas de optimizaci6n consiste en usar la deri-
vacién implicita. Vea el ejemplo 2 una vez mds para ilustrar el método. Trabaje con las
mismas ecuaciones

A =2 + 2arh arih = 100
Pero en vez de eliminar /1, derive las dos ecuaciones implicitamente con respecto a #

A = A+ 2wh + 2mrh’ 2arrh + wrth' =0

El minimo se presenta en un nimero critico, de tal suerte que A” = 0, simplifique y lleque
a las ecuaciones

2r+h+ k=0 2h+vh'=0

y al restar, da 2r — i1 = 0, o bien i = 2r.
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- EiEMPLO 3 Encuentre el punto sobre la pardbola y* = 2.x mds cercano al punto (1, 4).

SOLUCHON La distancia entre el punto (1, 4} y el punto {x, y) es

~

d=x = 1P+ (y ~ 47

[T
ot
i

¥ (Véase la figura 6.) Pero si (x, y) se encuentra sobre la pardbola, por lo tanto x =

P =2x de modo que la expresion para d se convierte en

o (1,4

d=+(iy' = 1)+ (y - 4

N (Como ofra opcidn pudo sustituir y = +/2x para obtener d en términos de s6lo x.) En
Nt 234 X lugar de minimizar ¢, minimice su cuadrado:

@ =f0) = (3y* = 1 + (v = 47

FIGURA 6 {Convénzase por usted mismo que el minimo de d se tiene en el mismo punto que el mi-
nimo de d?, pero es més fécil trabajar con este ltimo.) Al derivar, obtiene

=261y +20y -4 =y"~38

de modo que f'(y) = 0 cuando y = 2. Observe que f{y) < Ocuandoy < 2y f(y) >0
cuando y > 2, de suerte que por la prueba de la primera derivada para valores extremos
absolutos, se presenta el minimo absoluto cuando ¥ = 2. (O podria decir que, debido a
la naturaleza geométrica del problema, es obvio que existe un punto lo mds préximo, pe-
10 No un punto que esté lo mdas alejado.) El valor correspondiente de x = 5 y* = 2. Por

esto, el punto de y* = 2x mds cercano a {1, 4) es (2, 2). O

£iEMPLS 4 Un hombre estd en un punto A sobre una de las riberas de un rio recto que
— 3 ki —= tiene 3 km de ancho y desea llegar hasta el punto B, 8 km corriente abajo en la ribe-
ra opuesta, tan ripido como le sea posible (véase la figura 7). Podria remar en su bote,
cruzar directamente el rio hasta el punto C y correr hasta B, o podria remar hasta B o,
en ultima instancia, remar hasta algiin punto D, entre Cy B, v luego correr hasta B. Si
puede remar a 6 km/h y correr a 8 km/h, ;dénde debe desembarcar para llegar a B tan
pronto comoe sea posible? (Suponga que 1a rapidez del agua es insignificante comparada
con la rapidez a la que rema el hombre.)

S0LUGON Sea x la distancia de C hasta D, después la distancia por cotreres | DB| = § — x;

\ el teorema de Pitdgoras da la distancia por remar como [AD| == /x? -+ 9. Utilice la
1 ecuacidn
'\_‘i p distancia
5 1€Mpo = ————————
B X P velocidad

Por lo tanto el tiempo que tiene que remar es +/x2 + 9/6 vy el que debe correr es

FIGURA 7 {8 ~ x)/8, de modo que el tiempo total T, como funcién de x, es
N T
T() = =

El dominio de esta funcién 7 es [0, 8]. Advierta que si x = 0, el hombre rema hacia C'y
si x = 8 rema directamente hacia B. La derivada de T es

s
6J/x2+0 8
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y=T(x)

[
B+
o

i

FIGURA 8

N

2x yt

-r 0 rox

FIGURA ¢

, / rsend
Wz \

FIGURA 10

De este modo, si se aplica el hecho de que x = 0

x i
f = —_— e —— Ay = 2 4+
T =0 & o=y & 4=3J0+9

& 1687 =9 +9) & 7Tx?=8l

9
<:> X = \/’7

El tGnico ndmero critico es x = 9/+/7. Para ver si el minimo se presenta en este
nimero critico o en uno de los puntos extremos del dominio [0, 8], evaltie 7 en los
tres puntos:

. 9N _ LV _B
T0)= 1.5 T(ﬁ)—l P 1.33 T(8) = G = 142

Dado que el valor menor de estos valores de T se tiene cuando x = 9/+/7, el valor mi-
nimo absoluto de T debe tenerse alli. En la figura 8 se ilustra este cdleulo con la
grifica de 7T,

Por esto el hombre debe atracar en un punto 9/ /7 km (#=3.4 km) corriente abajo dei
punto de partida. |

E7 EJEMPLC 5 Encuentre el drea del rectdngulo mds grande que puede inscribirse en un
semicirculo de radio r.

SGLUCIGH | Tome el semicirculo como la mitad superior del circulo &% + ¥* = r* con
centro en el origen. Luego la palabra inscrito significa que el rectdngulo tiene dos de
sus vértices sobre el semicirculo y los otros dos sobre el eje x, como se muestra en la
figura 9.

Sea (x, y) el vértice que se encuentra en el primer cuadrante. En tal caso el recidngu-
lo tiene lados de longitudes 2x y v, de manera que su 4rea es

A =2xy

Para eliminar v, aproveche que (x, ) se encuentra sobre el circulo x? + y* = por con-
siguiente y = /r? — x% De esta forma

A=2fF

El dominio de esta funcién es 0 < x <t r. Su derivada es

2x? 2(r? — 2x7)
A =2/ — 2 = =
P N N s

la cual es O cuando 2x2 = £ es decir x = r/+/2 (ya que x = 0). Este valor de x da un
valor mdximo de A, porque A(0) = 0 y A(r) = 0. Por lo tanto, el drea del rectingulo ins-

crito mas grande es
A ¥ 2 r 2 }.2 i
LA R O SN IV S A
2 N VA

S0LU0IGY 2 Es posible una solucién mds sencilla si usa un dngulo como variable. Sea 6 el
dngulo que se ilustra en la figura 10. Despues el drea del rectdngulo es

A(8) = (2r cos B)(rsen 8) = r}2sen 0 cos ) = r’sen 26
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Sabe que sen 26 tiene un valor mdximo de 1 y se alcanza cuando 20 = /2. De modo
que A(f) tiene un valor maximo de r* y se presenta cuando § = /4.

Advierta que esta solucién trigonométrica no comprende la derivacién. De hecho, no
necesita aplicar el cdlculo en absoluto, 7

APLICACIONES A LOS NEGOCIOSY LA ECONOMIA

En Ja seccién 3.7 se intredujo la idea de costo marginal. Recuerde que si C(x), la funcién
de costo, es el costo de producir x unidades de cierto producto, por lo tanto ef costo mar-
ginal es la relacion de cambio de C respecto de x. En otras palabras, la funcién de costo
marginal es la derivada C’'(x) de la funcién de costo.

Considere ahora el mercadeo. Sea p(x) el precio por unidad que la compafifa carga si
vende x unidades. En tal caso p se llama funcién de demanda (o funcién de precio) y
cabe esperar que sea una funcién decreciente de x. Si se venden X unidades v el precio por
unidad es p(x), en consecuencia el ingreso total es

R(x) = xp(x)

¥ R se Hlama funcién de ingreso (o funcién de ventas). La derivada R’ de la funcién de
ingreso se denomina funcién de ingreso marginal y es la relacién de cambio del ingreso
con respecto al nimero de unidades vendidas.

Si se venden x unidades, después la utilidad total es

P{x) = R{x}) — C(x)

y P es la funcion de utilidad. La funcién de utilidad marginal es P’, la derivada de la
funcién de utilidad. En los ejercicios 53-58 se le pide aplicar las funciones del costo
marginal, el ingreso, y la de utilidad para minimizar costos y maximizar el ingreso y la
utilidad.

i EJEMPLO 6 Una tienda ha vendido 200 quemadores de DVID a la semang, a $350 cada
uno. Una investigacién de mercado indica que por cada $10 de descuento que se ofrezca
a los compradores, el niimero de aparatos vendidos se incrementard en 20 a la semana, En-
cuentre las funciones de demanda y de ingreso ;Qué tan grande debe ser la rebaja para
maximizar el ingreso?

SOLECION Si x denota los reproductores vendidos a la semana, por lo tanto, el incremento
semanal en las ventas es x — 200. Por cada incremento de 20 reproductores vendidos,
el precio disminuye $10. De manera que por cada reproductor adicional vendido, 1a dis-
minucién en el precio es 5 X 10 y la funcién de demanda es

p(x) = 350 — 3 {x — 200) = 450 — ix
La funcién de ingreso es
R(x) = xp(x) = 450x — {x?

Como R'(x) = 450 — x, R'(x) = 0 cuando x = 450. Por la prueba de la primera derivada
(o sencillamente al observar que la grdfica de R es una pardbola que se abre hacia abajo),
este valor de x da un méximo absoluto. El precio correspondiente es

p(450) = 450 — 1(450) = 225

y el descuento es de 350 — 225 = 125. Por consiguiente, para maximizar el ingreso la

tienda debe ofrecer un descuento de $125. ]
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| 4.7 |_EJERCICIOS
1. Considere el problema siguiente. Encuentre dos nimeros cuya

suma es 23 y cuyo producto ¢s un miximo.

(a) Formule una tabla de valores, como la que aparece a conti-
muacidn, de tal suerie que la suma de los nimeros en las
primeras dos columnas sea siempre 23, Con base en la
evidencia de su tabla, estime la respuesta al problema

Prirmer nliniero Segundo Mo Producto
i 22 22
2 21 42
3 ) ol

(b) Aplique el calculo para resolver el problema y compirelo
con su respuesta al inciso {a}.

Encuentre dos nitmeros cuya diferencia sea 100 y cuyo pro-

ducto sea un minimo.

Encuentre dos niimeros positivos cuye producto sea 100 y
cuya suma sea un minimo,

. Halle un nimero positivo tal que la suma del ndmero y su reci-

proco sean lo mis pequefios posible.

5. Encuentre las dimensiones de un rectdngulo con un perimetro de

o

o |
.

e

100 m cuya drea sea o mds grande posible.

Encuentre las dimensiones de un rectdngulo con un drea de
1000 m® cuyo perfmetro sea lo mds pequefio posible.

Un modelo aplicado para el rendimiento ¥ de un cultivo agricola
como una funcién del nivel de nitrGgeno N en ef suelo (que se
mide en unidades apropiadas) es

kN

ey
1+ N-

donde k es una constante positiva. ;Qué nivel de nitrdgeneo
proporciona el mejor rendimiento?

La cantidad (en mg de carbén/m/h) en que se lleva a cabo la
fotosintesis de un especie de fitoplancton se disefia mediante la

funcidn
1007

T FAI+4

donde 1 es la intensidad de luz (que se mide en millares de
bujfa-pie). ¢Para qué intensidad de fuz P es mixima?

9. Considere el problema siguiente: un granjero que dispone de

750 pies de cerca desea cercar un frea rectangular y Juego divi-

dirfa en cuatro corrales con un cercado paralelo a un lado del
rectdngulo. ;Cul es el drea total mds grande posible de los
cuatro corrales?

{a) Dibuje varios diagramas que lustren la situacion, algunos con

corrales poco profundos y anchos y algunos con corrales

profundos y estrechos. Halle el 4rea total de estas configura-

ciones. ; Parece existir un drea médxima? De ser asi, estimela.
(k) Dibuje un diagrama que ilustre la situacién en general. Intro-

duzea notaciones e identifique el diagrama con sus stmbolos.
(c) Escriba una expresidn para el drea total.

10.

13.

14,

15

.

{d} Use la informacién dada para escribir una ecuacitn que re-
lacione las variables. ‘

{e) Utilice el inciso (d) para escribir el 4rea total como fun-
cidn de una variable.

{f) Termine de resolver 2l problema y compare la respuesta
con la estimacidn que hizo en el inciso (a).

Considere el problema que se enuncia enseguida: se va a cons-
truir una caja con la parte superior abierta a partir de un trozo
cuadrado de cartén que tiene 3 pies de ancho, al recortar un
cuadrado de cada una de las cuatro esguinas y doblar Jos lados
hacia arriba. Encuentre el volumen més grande que puede tener
una caja semejante.

(a) Dibuje varios diagramas para ilustrar la situacién; algunas ca-
jas cortas con bases grandes y otras con bases pequefias. En-
cuentre el volumen de varias de esas cajas. ¢ Parece que existe
un volumen méximo? Si es asi, estimelo.

(b) Dibuje un diagrama en que ilustre la situacién general. Intro-
duzea la notacién y marque el diagrama con sus simbolos.

{c) Escriba una expresion para el volumen,

(d) Use la informacién dada para escribir una ecuacién que
relacione las variables.

{e) Utilice el inciso (d) para escribir el volumen como fun-
cidn de una variable.

(f) Termine de resolver el problema y compare la respuesta
con la estimacion gue hizo en el inciso (a).

Un granjero quiere cercar un drea de 1.5 millones de pies cua-
drados de un campo rectangular, y luego dividirla a la mitad
mediante una cerca paralela a uno de los lados del rectingulo.
;e qué manera debe hacerlo para que los costos de la cerca
sean minimos?

Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un
volumen de 32000 cnt’. Encuentre las dimensiones de la caja que
minimicen la cantidad de material usado.

Si se cuenta con 1200 cm?® de material para hacer una caja con
hase cuadrada y la parte superior abierta, encuentre el velumen
méximo posible de la caja.

Un recipiente rectangular de almacenaje con la parte superior
abierta debe tener un volumen de 10 m®. El largo de su base es
el doble del ancho. El material para la base cuesta $10 por me-
tro cuadrado. Fl material para los costados, $6 por metro cuadra-
do. Encuentre el costo de los materiales para tener ¢l mas
barato de esos recipientes.

Resuelva el ejercicio 14 suponiendo que el recipiente tiene una
tapa que se fabrica del mismo material que los lados.

{n) Demuestre que de todos los rectdngulos con un drea dada,

17,

18.

19.

el que tiene el perimetro menor es un cuadgado.
(b) Demuestre gue de todos los rectdngulos con un perimetro
dado, el qae tiene el drea méixima es un cuadrado.

Encuentre el punto en la recta y = 4x + 7 que estd mds cerca
at origen. -

Determine el punto en la recta 6x + y = 9 que-estd mds cerca
al punto (=3, 1) . -~

Halle los puntos sobre la elipse 4x* + ¥ = 4 que se encuen-

tran mds lejos del punto (1, 0). -
#

&
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Encuentre, correctas hasta dos cifras decimales, las coordena-
das del punto sobre la curva y = tan x que estén mds
préximas al punto (1, 1).

Determine las dimensiones del rectdngulo con el drea mis
grande gue se puede inscribir en un circuio de radio r.

m Encuentre el drea del rectdngulo més grande que puede inscri-

23.

24

7

25.

26.

7

28

29

birse en la elipse ¥7/a* + /B = 1.

Halle las dimensiones del rectingulo de drea mds grande que se
pueda inscribir en un tridngulo equildtero de lado L si un lado
del rectingulo se encuentra en la base del tridngulo.

Encuentre las dimensiones del rectdngulo de drea més grande
que tenga su base sobre ¢l eje x y sus otros dos vértices por
arriba del eje x sobre la pardbola y = 8 — 1°,

Calcute las dimensiones del tridngulo isésceles de mayor rea
que se puede inscribir en el circulo de radio r.

Calcule el 4rea del rectdngulo miés grande que se puede inscribir
en un tridngulo rectingulo cuyos catetos miden 3 v 4 cm, si dos
lados del rectdngulo coinciden con los catetos.

Se inscribe un cilindro circular recto en una esfera de radio .,
Encuentre el volumen més grande posible de ese cilindro.

Se inscribe un cilindro circolar recto en un cono con una altura
ft y radio de 1a base r. Halle el volumen mds grande posible de
semejante cilindro.

Un cilindro circular recto estd inscrito en una esfera de radio r.
Determine el drea superficial mds grande posible de dicho ci-
iindro. )

Una ventana normanda tiene forma de rectdngulo rematado

3l

32

por un semicirculo. (Por esto, el didmetro del semicirculo es
igual al ancho del rectdngulo. Véase el ejercicio 56 de la pé-
gina 23.) Si el perimetro de la ventana es de 30 pies, encuen-
tre las dimensiones de la ventana de modo gue entre la
cantidad mds grande de luz. :

Los mirgenes superior e inferior de un poster miden 6 cm, y
los mdrgenes laterales miden 4 cm. Si el drea impresa del pos-
ter se fija en 384 cm’, determine las dimensiones del poster cu-
va drea sea la minima.

El drea de un poster tiene que ser de 180 pulg?, y los mdrgenes
laterales e inferior deben medir T pulg y el margen superior
debe ser de 2 pulg. ;Qué dimensiones dardn el drea impresa
mixima?

Un trozo de alambre de 10 m de largo se corta en dos partes.

34,

35.

36,

Una se dobla para formar un cuadrado y fa otra para formar un
tridgngulo equildtero. ;Cémo debe cortarse el alambre de modo
que el drea total encerrada sea (a) mixima, v (b} minima.

Resuelva el ejercicio 33 si un trozo se dobla para formar un
cuadrado y el otro forma un circulo.

Se fabrica una lata cilindrica sin tapa de tal modo que contenga V
cm’ de liquido. Calcule las dimensiones que minimizarén el costo
del metal para hacer la lata.

Una cerca de 8 pies de altura corre paralela a un edificio alto, a
una distancia de 4 pies de este dltimo. ;Cudl es la longitad de

37

36.

39

4.

4

42
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la escalera mis corta que llegard desde el suelo pasando por
encima de la cerca, hasta la pared del edificio?

Se elabora un cono para beber a partir de un trozo circular de
papelde radio R, al recortar un sector y unir los bordes CA v
CB. Encuentre la capacidad maxima del cono.

A B

Se va a fabricar un cono de papel para beber que debe contener
27 em® de agua. Encuentre la altura y el radio del cono que
usard la menor cantidad de papel.

Se inscribe un cono con altura A4 dentro de un cono mds grande
con altura H de modo que su vértice se encuentra en el centro
de la base del cono més grande. Demuestre que el cono interno
tiene un volumen mdxime cuando k = L H.

Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de una superficie
horizontal mediante una fuerza que actda a to largo de una
cuerda unida al objeto. Si la cuerda hace un dngulo 8 con un
plano, en tal caso la magnitud de la fuerza es

raty
F=—rm—
psend + cos @

donde ux es una constante llamada el coeficiente de friccion.
iPara que valor de 8, F es la mds pequefia?

Si un resistor de R ohms se conecta a fos bornes de una bateria
de E volts con resistencia interna r, en tal caso la potencia (en
watts} en el resistor externo es

__ER
{R+ )

5i E'y r son constantes pero R varia, jcudl es el valor
mdximo de la potencia?

P

Para un pez que nada con una rapidez ¢ con relacidn al agua,
el consumo de energfa por unidad de tiempo es proporcional
a v*. Se cree que el pez migratorio trata de minimizar fa ener-
gfa total requerida para nadar una distanciz fija. Si nada contra
una corriente w{x < 2}, el tiempo requerido para nadar una
distancia L es L/{v — u) y la energia total E necesaria para
nadar la distancia se expresa por medio de

E() = av®-
v —u
donde g es la constante de proporcionalidad.
(a) Determine el valor de v que minimice £,
{b) Dibuje 1a grifica de E.

Nota: Este resultado se ha comprobado de manera experimen-
tal; el pez migratorio nada contra corriente con una rapidez
50% mayor que la rapidez de esa corriente.
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43. En una colmena cada celda es un prisma hekagonal regular,
abierto en unoe de sus extremos y con un dngulo triedro en el
olro como en [a figura. Se cree que las abejas forman sus celdas
de manera que se minimice el drea superficial para un volumen
dado, usando de esta forma la menor cantidad de cers en la
construecién de las mismas. El examen de estas celdas ha hecho
ver que la medida de} dnguio 8 es sorprendentemente coherente.
Con base en la geometria de la celdn, se puede demostrar gue
el drea superficial § se expresa con

S =6sh — is7cot § + (35%/3/2) esc 0

donde 5, la longitud de los lados del hexdgono, y it la altura,

son constantes,

{a) Culeule d5/d0.

{b) ; Cudl dngulo deben preferir las abejas?

(c) Determine el drea superficial minima de la celda {en tér-
minos de s y fi).

Nota: Se han hecho medidas reales del dngulo 8 er las colme-

nas y las medidas de estos dngulos rara vez difieren del valor

calculado mas de 2°.

ingulo

arte posteri ey -
p postesor T - triedro &

de la celda

parte delantera
de la celda

44, Un barco sale de un muelle & las 2:00 p.M. y viaja con rumbo
al sur con una rapidez de 20 km/h. Otro bugue ha estado nave-
gando con rumbo al este a 15 km/h y llega al mismo muetle a
las 3:00 p.m. ;A qué hora estuvieron mds cerca entre si los dos
navios?

45

Resuelva ¢l problema dei ejemplo 4 si el rio mide 5 km de
anchura y el punto B estd a s6to 3 km corriente abajo de A.

46, Una mujer que $C eNncuUEnira en un punio A sobre la playa de un la-
go cireular con radio de 2 mi desea llegar al punto C, opuesto al A
sobre el otro lado del lago, en el tiempo mds corto posible. Puede
caminar a razén de 4 mi/h y remar en un bote a 2 mi/h. ;En qué

dnguio en relacion con el didmetro debe remar?

B

ri
LLd

47. Una refineria se localiza al norte de la orilla de un rio recto
gue es de 2 km de ancho. Se debe construir una tuberia desde
fa refinerfa hasta un tanque de almacenamiento que se localiza
al sur de la orilla del rfo 6 km al este de la refinerfa. EI costo de
instalacién de la tuberfa es 400 000 délares/km en tierra hasta
el punto P al norte de la orilla y 800 000 délares/km bajo el rio
hasta el tanque. Con a finalidad de minimizar el costo de la
tuberfa, ;doénde se localiza P?

48. Considere que la refinerfa en el gjercicio 47 se locaiiza a | km

al norte del rfo. ;Dénde s¢ localiza P?

La iluminacién de un objeto por una fuente luminosa es dirdeta-
menie proporcional a la intensidad de fa fuente e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia a ¢sa fuente. Si se co-
locan dos fuentes kuninosas, una tres veces mds fuerte que la
otra, separadas una distancia de 10 pies, ;dénde debe colocarse
un objeto sobre la recta entre las dos fuentes de modo que reci-
ba la iluminacién minima?

Encuenire una ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 3)
que elimine el 4rea minima del primer cuadrante.

51. Sean ¢ y b ndmeros positivos. Encuentre 1a longitud mds corta
del segmento rectilineo que sea cortado por el primer cuadrante
y pase por el punto {a, b).

52. ;En qué puntos de lacurva y = 1 + 40x° — 3x° la recta tan-
gente tiene la pendiente més grande?

53. (a) Si Clx) es el costo de producir x unidades de una
mercancia, en tal caso el costo promedio por cada unidad
es ¢(x) = Clx)/x. Demueste que si el costo promedio s un
minimo, en tal caso el costo marginal es igual al costo
promedio.

(b) 8i C(x) = 16 000 + 200x + 45, en ddlares, hallar (i) el
costo, costo promedio, y costo marginal en un nivel de
producci6n de 1 000 unidades: {ii) el nivel de produccitin
que minimizard el costo promedio; y {iii) el costo prome-
dio minimo.

54, (a) Demuestre que si la utilidad P(x) es un midximo, por lo
tanto el ingreso marginal es igual al costo marginal.
{b) Si Clx) = 16 000 + 500x — 1.6 4% + 0.004¢ es la
funcién costo y p(x) = 1700 — 7x es la funcién demanda,
hallar el nivel de produccién que maximice la utilidad.

@ Un equipo de béisbol juega en un estadio con una capacidad de
55 000 espectadares. Con precios de los boletos en $10, la asis-
tencia promedio fue de 27 000 espectadores. Cuando el precio
bajé hasta $8, la asistencia promedio subié hasta 33 000.

(a) Encuentre la funcién de demanda, suponiendo que es
lineal.

{b) ;A qué precio deben fijarse los boletos para maximi%ar el_%
ingreso? 7 '

Durante fos meses de verano, Andrés hace y vende collares en
la playa. El verano anterior los vendi6 a $10 cada uno y sus
ventas promediaren 20 unidades por dia. Cuando aumento el

preeio $1, encontrd que perdié dos ventas diarias. ?
{a} Encuentre la funcidn de demanda, suponiendo que es
lineal. N

{b) Si el material para cada coilar le cuesta $6 a Andrés, ;cudl de-

be ser el precio de venta para que maximice su utilidad?
L4

£



57. Un fabricante ha vendido 100 aparatos de televisidn por sema-

58.

59

=
o
&=

& 61

02

na a $450 cada uno. Una investigacidn de mercado indica que

por cada $10 de descuento que ofrezea, el nimero de aparatos

se incrementard en 1000 por semana.

(a) Encuentre la funcidn de demanda.

(b) ¢Cuan grande debe ser el descuento que ofrezea la compa-
fifa para maximizar su ingreso?

{c) Si fa funcidn de costo semanal es C{x) == 68 000 + (50x,
jeudl tiene que ser la magnitud del descuento para maximizar
la utilidad?

Por experiencia, el gerente de un complejo de apartamentos
de 100 unidades sabe que se ocupardn todas si la renta es de
$800 al mes. Una investigacién del mercado sugiere que, en
promedic, quedard una unidad vacia por cada incremento de
$10 en la renta. ;Cudnto debe cobrar el gerente por renta para
maximizar el ingreso?

Demuestre que de todos los tridngulos isésceles con un perine-
tro dado el que posee el drea mds grande es equildtero.

Se va a construir el armazdén de una cometa a partir de seis
trozos de madera, S¢ han cortado fos cuatro trozos exteriores
con las longitudes que se indican en la figura. Para maximi-
zar el drea de la cometa, ;qué longitud deben tener los trozos
diagonales? '

Un punto P necesita ser ubicado en algin lugar de la recta AD
de modo que la longitud total L de cables que unen P con los

puntos A, By C sea minima (véase figura). Exprese L en fun-

citn de x = |AP| vy mediante las graficas de L y dL/dx para

estimar el valor minimo.

A _

En la grifica se muestra el consumo ¢ de combustible de un au-
tomgvil (medido en galones por hora) como funcidn de la rapi-
dez v del mismo. Con rapillex muy bajas, el motor funciona de
manera ineficiente; de modo que, inicialmente, ¢ decrece a me-
dida gue la rapidez aumenta. Pero con rapidez, se incrementa
e] consumo de combustible. Usted puede ver que para este au-
tomdvil, ¢(v) se minimiza cuande » = 30 mi/h. Sin embargo,
para lograr la eficiencia respecto al combustible, fo que debe
minimizarse no es el consumo de galones por hora sino de
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galones por milla, Denote este consumo con G, Use la grafica
para estimar la rapidez la cual G tiene el valor minimeo.

¢

y 20

Sean ¥ la velocidad de la luz en el aire y #; la velocidad de Ia

o4

65

fuz en el agua. Seguin el principio de Fermat, un rayo de luz
viaja de un punto A en el aire a un punto B en el agua por una
trayectoria ACS que minimiza el tiempo para hacer el recorri-
do. Demuestre que

sen 0 o

sen fh s

donde 8, (el dngulo de incidencia) y &1 (el dngulo de refraccion)
s0n como se muestra en fa figura. Esta ecuacidn se conoce
como ley de Snell.

A

Dos postes verticales, PQ y ST, se aseguran por medio de un
cable PRS extendido desde el extremo superior del primer pos-
te hasta un punto R sobre €l piso y, a continuacidn, hasta ei
extremo superior del segundo poste, como se ve en la figura.
Demuestre que se tiene Ia longitud més corta de ese cable
cuando &, = 62

P

Se dabla la esquina superior izquierda de un trozo de papel de
8 pulgadas de ancho por 12 pulgadas de largo para llevarla has-
ta el borde de la derecha, como en la figura. ;Céme la doblaria de
modo que se minimice la longitud del doblez? En otras palabras,
;como elegirfa x para minimizar y?
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86. Se estd transportando un tubo de acero por un pasillo de fin de que se maximice el d4ngulo @ subtendido en su ojo por
9 pies de ancho. Al final de éste existe una vuelta a dngulo rec- la pintura?
to hacia otro pasillo més angosto de 6 pies de ancho. ;Cudl es
la longitud del tubo mds largo que se puede hacer pasar hori-
zontalmente por la esquina? i

o 4 }d

7 o . . .
/ 71. Halle el d4rea mdxima de un rectdngulo que pueda circunscri-

birse con respecto a un rectdngulo dado con longitud L y
9 ancho W. [Sugerencia: Exprese el drea como una funcidn de
un dngulo 8.}

.f\ﬂ

67. Un observador estd de pie en el punte P, una unidad alejado
de la pista. Dos corredores parten del punto S en la figura y
corren a 1o largo de ia pista. Un corredor corre (res veces
mds rdpido que el otro. Determine el valor mdximo del dngu-
lo de visién @ del observador entre los corredores. [Sugeren-

cia: maximice tan 6.}

72. El sistema vascular consta de vasos (arterias, arteriolas, capila-
res y venas) que llevan la sangre desde el corazén hasta los Gr-
ganos y de regreso a aquél. Este sistema tiene que trabajar de
manera que se minimice la energia consumida por el corazén al
bombear la sangre. En particular, esta energia se reduce cuando
se baja la resistencia de la sangre. Una de las leyes de Poiseui-
lle da la resistencia R de la sangre como

L
R=C—
,

donde L es ia longitud del vaso sanguineo, res el radio y C
s una constante positiva determinada por fa viscosidad de la
sangre. {Poiseuville establecid esta ley a nivel experimental,
pero también se deduce a partir de la ecuacitn 2 de la seccidn
$.4.2.) En la figura se muestra un vaso sanguineo principal
con radio 7, el cual se ramifica formando un dngulo & hacia
un vaso més pequefio, con radio ra.

68. Se va a construir un canal para el agua de lluvia a partir de una
lémina de metal de 30 cm de ancho doblando hacia arriba una
tercera parte de la ldmina en cada jado a través de un dngulo 6.
;Como debe elegirse @ de manera que el canal conduzca la ma-
yor cantidad de agua?

ramificacion
vascular

i i

— 10 cm “‘*1*‘— 10 em —}=— 10 cm =

:Dénde debe elegirse el punto P sobre el segmento rectilinea

AB de modo que se maximice el dngulo 67 : a !
8 2
- ®
Pl 8
3
A 5

70. En una galerfa de arte, una pintura tiene la altura 1 y esed colgado
de modo que su borde inferior queda a una distancia 4 arriba del
ojo del observador (como se muestra en la figura). (Qué tan le-
jos de la pared debe pararse un observador para terer la mejor
vista? (En otras palabras ;dénde debe situarse el observador a

© Manfred Cage / Pater Arnold
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(a) Apliqué la ley de Poisenilie para demostrar gue Ia resis-
tencia total de la sangre a lo largo de la trayectoria en
ABC es

e)

donde a y b son las distancias qgue se ven en la figura,
(b) Pruebe que esta resistencia se minimiza cuando

b cse

ri 3

R=C(a"—bcot8 -

s
cos = ——
r
(¢) Encuentre el dngulo Sptime de ramificacién {correcto hasta
el grado mds cercano) cuando el radio del vaso sanguineo
menor es dos tercios el radio del mayor,

73. Los ornitélogos han determinado que algunas especies de

péjaros tienden a evitar vuelos sobre grandes masas de agua

durante las horas diurnas. Se cree que se requiere mas ener-

gia para volar sobre al agua que sobre fa tierra porque, en
general, el aire se eleva sobre la tierra y cae sobre el agua
durante el dfa. Se libera un pdjaro con estas tendencias desde
una isla que estd a 5 km del punto més cercano B de una cos-
ta recta, vuela hasta un punto € de la costa ¥ luego a lo largo
de ésta hasta la zona D en que se encuentra su nido. Suponga
que el pdjaro busca de manera instintiva una trayectoria que
minimice su consumo de energia. Los puntos B y D estén
separados 13 km.

(a) En general, si consume 1.4 veces mds energia para volar
sobre el agua que sobre la tierra, jhasta cudl punto € debe
volar el pdjaro para minimiizar el consumo total de energia
de regreso a la zona donde estd su nido?

(b} Denote con- Wy L fa energfa (en joules) por kilémetro
volado sobre el agua y sobre la tierra, respectivamente.
;Qué significariz un valor grande de la proporcién W/L en
términos del vuelo del pdjare? ;Qué significado tendria
un valor pequefo? Determine la proporcién W/L corres-
pondiente al consumo minimo de energfa.

(c

—

¢ Cudl debe ser el valor de W/L para que el ave vuele direc-
tamente hasta la zona 2 donde estd su nido? ;Cudl tiene
que ser el valor de W/L para que vuele hasta B y, a conti-
nuacion, a lo largo de la costa hasta D?

PROYECTO DE
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(d) Si los ornitélogos observan que los pdjaros de ciertas espe-
cies alcanzan Ja costa en un punto a 4 km de B, ;cadntas
veces mds energia consume un ave para volar sobre gl agua
que sobre la tierra?

Se colocan dos fuentes luminosas de intensidad idéntica se-
paradas 10 m. Un objeto estd en un punto £, sobre una recta
€ paralela a la recta gue une las fuentes luminosas v a una
distancia de d metros de esta lfnea (véase la figura). Desea
localizar P sobre £ de manera que se minimice la intensidad
de la iluminacidn. Necesita aplicar el hecho de que i inten-
sidad de la iluminacién de una sola fuente es directamente
proporcional a fa intensidad de ésta e inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia a ella.

(a) Encuentre una expresion para ia intensidad J(x) en el
punio P.

(b) Sid = 5 m, use las grificas de f{x) e I'(x) para demostrar
que la intensidad se minimiza cuando x = 3 m. es decir,
cuando F estd en el punto medio de (.

(c} Si d = 10 m, demuestre que la intensidad (quizds de medo
sorprendente) no se minimiza en el punto medio.

(d) En algtin lugar entre = 3 m y d = 10 m se tiene un valor
de transicidn de d en el cual el puato de iluminacién mini-
ma cambia de manera abrupta. Estime este valor de ¢
mediante métodos grificos. Enseguida, encuentre el valor
exacto de 4.

¥

A D% e

f [0m ]

APLICATION

En este proyecto se investiga el modo mds econdmico de formar una Iata. En primer lugar, esto signi-

fica que se da el volumen V de una lata cilindrica y necesita hallar la altura & y el radio » que minimi-
ce el costo del metal para fabricarla {véase la figura). Si hace caso omiso de cualguier desecho de
metal en el proceso de fabricacitn, el problema es minimizer el firea superficial del cilindro. En el
ejemplo 2 de la seccidn 4.7, resolvié este problema y hallé que /1 = 2r; es decir, la altura debe ser
igual al didmetro. Pero si usted va a su alacena o al supermercado con una regla, descubrird que Ja
altura suele ser mayor que el didmetro y que la relacitn /1/r varia desde 2 hasta alrededor de 3.8.
Vea stipuede explicar este fendmena.

1. El material para las latas se corta de ldminas metdlicas. Los costados cilindricos se forman al

doblar rectdngulos; estos rectdngulos se cortan de la hoja con poco o ningin desperdicio. Pero
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T

A

Biscos cortados de cuadrados

Discos cortados de hexdgonos

si los discos superior y del fondo se cortan a partir de cuadrados de lado 2r (como en la figu-
ra), esto genera una caniidad de metal de desecho considerable, el cual puede reciclarse pero
que tiene poco o ningtin valor para quienes fabrican latas. Si éste es el caso, demuestre que se
minimiza la cantidad de metal usado cuando
h g
— =~ =2 255
rooow
2. Se obtiene un apifiamiento mds eficiente de los discos dividiendo la hoja metdlica en hexdgo-
nos y luego cortar las tapas y bases circulares a partir de ellos (véase la figura). Demuestre que,
si se adopta esta estrategia, en tal caso
h 4.3
a3 221

r T

3, Los valores de i/ que se encontraron en los problemas 1 y 2 estdn un poco mds cercanos a los
que se encuentran en los anagueles del supermercado, pero todavia no toman en cuenta todo.
S} mira con mds atencidn algunas Jatas reales, la tapa v la base se forman a partir de discos con
radios mds grandes que », los cuales se doblan sobre los extremos de la lata. Si toma en cuenta
esto, incrementa /2/x Lo que es mds significativo, ademds del costo del metal, necesita incorpo-
rar la fabricacion de la lata al costo. Suponga que se incurre en la mayor parte del desembolso
al unir los costados a los bordes de las latas. Si corta los discos a partir de hexdgonos, como en
el problema 2, despuds el costo es proporcional a

4.3 + 2aweh + k(4 -+ h)

donde & es el recipreco de la longitad que se puede unir para el costo de una unidad de drea de
metal. Demuestre que esta expresion se minimiza cuando

v _ fmh 29 — hfr
k r whir — 4J§

4. Trace la grifica de /V/k como funcién de x = ii/r y tsela para argumentar que cuando una
lata es grande o realizar la unidn es barato, debe hacer que 1/ r sea aproximadamente igual a
2.21 (como en el problema 2). Pero cuando la lata es pequefia © unir resulta costoso, hirtie-
ne que ser apreciablemente mayor.,

5. El andlisis hace ver que las latas grandes deben ser casi cuadradas y las pequeiias altas y delga-
das. Bche una mirada a las formas relativas de las latas en un supermercado. ;La conclusién
suele ser cierta en la prictica? ;Hay excepciones? ;Puede sugerir las razones por las que las
latas pequefias no siempre son altas y delgadas?

4.8

METODO DE NEWTON

Suponga que un distribuidor de automéviles le ofrece uno en $18 000 al contado o en pagos
de $375 al mes durante cinco afios. A usted le gustarfa saber qué tasa de interés le estd car-
gando el distribuidor. Para hallar 1a respuesta, tiene que resolver la ecuacion

] 48x(1 + 0¥ = 1+ + 1=0

(Los detalles se explican en el ejercicio 41.) ;Cémo podria resolver una ecuacion de es-
te tipo?

Para una ecuacidn cuadritica ax” + bx + ¢ = 0, existe una férmula bien conocida para
las raices. Para las ecuaciones de tercer y cuarto grados también existen férmulas para tas rai-
ces, pero son en extremo complicadas. Si f es un polinomio de grado 5 o superior, no existe
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= Intente resolver la ecuaciin 1 con el
buscador numérico de raices de su calculadora
o computadora. Algunas maguinas ao pueden
resolverla. Otras tienen éxita, pero requieren
que se les especifique un punta de partida
para la bisqueda.

FIGURA 2

(x), Flx)

FIGURA 3
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una férmula de este tipo (véase la nota de la pagina 210). Del mismo modo, no hay una férmu-
la que permita hatlar las rafces exactas de una ecuacién trascendente como cos v = .

Puede hallar una solucidn aproximada para la ecuacién 1 dibujando el lado izquierdo de
la misma. La gréifica de la figura | se produjo con un aparato graficador y después de experi-
mentar con los rectdngulos de visualizacidn.

Ademis de la solucién x = 0 que no interesa, hay una solucién entre 0.007 y 0.008.
Un acercamiento muestra que la raiz es mds o menos 0.0076. Si necesita mds exactitud,
haga varios acercamientos, perc esto se vuelve tedioso. Una opcidn més rdpida es usar
un buscador numérico de rafces en una calculadora o en un sistema algebraico para compu-
tadora. Si as{ lo hace, encuentra que la raiz, correcta hasta nueve cifras decimales, es
0.007628603.

¢Cémo funcionan estos buscadores numéricos de rafces? Se aplican diversos métodos pe-
ro en la mayor parte se usa el método de Newton, que también se conoce como método
de Newton-Raphson. Se explica como trabaja este método, en parte para mostrar qué sucede
en el interior de la calculadora o computadora y, en parte, como una aplicacidn de la idea
de aproximacion lineal.

En la figura 2 se muestra la geometria que se encuentra detrds del método de Newton, don-
de se ha asociado una r a la raiz que intenta hallar. Empiece con una primera aproximacién x,,
la cual se obtiene por tanteos, o de un esquema aproximado de la grifica de f a partir de la grd-
fica de f generada por una computadora. Considere la recta tangente L a la curva vy = f{x) en
el punto (x1, f(x;}) y vea la interseccién de L con el eje x, marcada como 2. La idea tras el
método de Newton es que la recta tangente estd cercana a la curva y, por consiguiente, su in-
terseccion con el eje x, 3, estd cerca de la interseccién de la curva con el eje x {a saber. la
raiz r que busca). Debido a que la tangente es una recta, puede hallar con facilidad su inter-
seccién con el gje x.

Para encontrar una férmula para x» en términos de x,, usa el hecho de que la pendiente
de L es f'(x)), de modo que su ecuacién es

1

y — fla) = flals — x)
Como la interseccidn x de L es x», se establece y = 0 y se obtiene
0 = fln) = fladlx: — x)
Si f'(x1) # 0. puede resolver esta ecuacién para xa:

o flxi)
Xo =Xy — —/———

) fix))

Use x: como una aproximacién para r.
En seguida repita este procedimiento con x, reemplazada por x,, usando la recta tangen-
te en (x2, f(x2)). Esta da una tercera aproximacién:

f(u‘v'z}
FKESY

X3 = X2 —

Si sigue repitiendo este proceso, obtendrd una sucesién de aproximaciones xi, X2, Xa,

X, . .., COmMo se observa en la fisura 3. En general, si la n-ésima aproximacién es x, v
¥ o [=]

F'(x.,) # 0, por lo tanto la siguiente aproximacidn se expresa con

o S
2] B T T )
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= 1as sucesiones se presentaron de manera
breve en Fresentacidn prefiminar del célculo en
la pagina B. En la seccion 11.1 se inicia un
andlisis mas detallado.

y
|
|
1
l
0 ! X2
- %ﬁ(l
FIGURA 4

12] En Module 4.8 puede
investigar como funciona el métode de
Newton para diferentes funciones
cuando cambie x;

@ En la figura 5 se muestra iz geometria detras
del primer paso del método de Newton del
gjemplo 1. Como £*(2) = 10, la recta
tangente y = x° — 2x — Sen (2, —1) tiene
una gouacién y = 0w — 21 de manera que
su interseccidn x 85 x» = 2.1.

1.8

£ 2.2

oy =10x—21

-2
FIGURA 5
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81 los miimeros x, se aproximan cada vez mds a r cuando n se hace grande, en tal caso la
sucesion converge a ry se escribe

limx, = r

grem

@] Aun cuando la sucesién de aproximaciones sucesivas converge a la raiz deseada, para

funciones del tipo que se ilustra en la figura 3, en ciertas circunstancias la sucesion pue-
de no converger. Por ejemplo, considere la sitrzacidén que se ilustra en la figura 4. Puede
ver que X; es una aproximacién mds deficiente que x;. Quizds éste sea el caso cuando
f'(x;) este cercana a 0. Incluso podrfa suceder que una aproximacidn {como la de x3 de
la figura 4) caiga fuera del dominio de f. Por lo tanto el método de Newton falla y
debe elegirse una mejor aproximacidn inicial x,. Véanse los ejercicios 31 a 34 en rela-
cién con ejemplos especificos en que el método de Newton funciona con mucha lentitud
o no funciona en abscluto,

72 EJEMPLO | Empiece con x; = 2, y encuentre la tercera aproximacion xs para la rafz
de 1a ecuacién x* — 2x — 5 = 0.

SOLUCION Aplique el método de Newton con

fly=x*—2x—-35 y flx)y=3x"-2

El propio Newton utilizé esta ecuacién para ilustrar su método y eligio x, = 2 después
de experimentar un tanto porque f(1) = —6, f(2} = —1y f(3) = 16. La ccuacién 2 se
convierte en

X —2x,— 5
Xy =Xy - > -
e 34l — 2
Con n = 1, tiene
= xp—2x, -5
: : 3xf—2
28—~ 2(2) — 5
=2 -2 2870 g
3(2) - 2

En seguida con i1 = 2 obtiene

@ -2021-5

=7,
! 3217 -2

= 2.0946

Resulta que esta tercera aproximacién x; = 2.0946 es exacta hasta cuatro cifras deci-
males. O

Suponga que quiere lograr una exactitud dada, hasta ocho cifras decimales, aplicando
el método de Newton. ;Como sabrd cudndo detenerse? La regla empirica que se usa en ge-
neral es parar cuando las aproximaciones sucesivas X, ¥ X+ concuerdan hasta las ocho ci-
fras decimales. {En el ejercicic 37 de la seccidn 11-11 se dard un enunciado mds preciso
referente a la exactitud del método de Newton.)

Advierta que el procedimiento al ir de i hacia n + 1 es el mismo para todos los valo-
res de n (se llama proceso iferative). Bsto significa que el método de Newton es en par-
ticular conveniente para una calculadora programable o una computadora.
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% EJEMPLO 2 Aplique el método de Newton para hallar &2 correcto hasta ocho cifras
decimales.

SOLUCIGH En primer lugar, observe gue encontrar 2 equivale a hallar la rafz positiva de la
ecliacién

—-2=0
Por consiguiente, tome f(x) = x® — 2. Después f'(x) = 6x° y la férmula 2 (método de
Newton) se convierte en
xf-2
65

K+l = Xy —

Sielige x = | como la aproximacidn inicial, obtiene
x5 = 1.16666667

x3 == 1.12644368

Xy = 112249707

xs = 1.12246205
Xe = 1.12246205

Dado que x5 ¥ X concuerdan hasta las ocho cifras decimales, concluye que

82 = 1.12246205

hasta ocho cifras decimales. O

£ EIEMPLO 3 Encuentre, correcta hasta seis cifras decimales, la rafz de ia ecuacién
COs X = X.

S0LUCHN Primero escriba de nuevo la ecuacion en la forma estdndar:
cosx—x=0

Por lo tanto, f(x) = cos x — x. Ental caso f'(x) = —sen x — 1, de modo que la férmula
2 se convierte en

COS Xy — Xy cos X, — X,
Xps) 7 Xg ™ = Xn - .

—senx, — 1 sen x; + 1

Con el fin'de estimar un valor apropiade para x,, en la figura 6 trace las graficas de
¥y =cos xy y = x. Parece que se cruzan en un punto cuya coordenada x es algo
menor que 1, de modo que tome x; = 1 como una aproximacion inicial conveniente.
Luego, al poner su calculadora en modo de radianes, obtiene

x2 = 0.75036387
x; = (173911289
x4 = (73908513
xs == (.73908513

Dado que x4 ¥y x5 concuerdan hasta seis cifras decimales (ocho, de hecho), se concluye que
la rafz de la ecuacidn correcta hasta seis cifras decimales es 0.739085. o

En vez de usar el esquema aproximado de la figura 6 para obtener una aproximacion
de partida para el método de Newton del ejemplo 3, puede usar la grifica més exacta que
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' proporciona una calculadora o una computadora. La figura 7 sugiere que utilice x; = 0.75
como la aproximacidn inicial. En tal caso el método de Newton da

x2 = 0.73911114 x3 = 073908513 x4 = 0.73908513

y asf obtiene la misma respuesta de antes, pero con UNOS cuantos pasos menos.

Tal vez se pregunte por qué molestarse con el método de Newton si se tiene disponible
0 ! un dispositivo graficador. ;Verdad que es mas facil hacer acercamientos repetidamente
FIGURA 7 y encontrar las raices como en la seccidn 1.47 8i sélo se requieren una o dos cifras dec-
imales de exactitud, después el método de Newton es inapropiado y basta con cualquier
graficador. Pero si es necesario llegar a las seis u ocho cifras decimales, los acercamientos
continuos se vuelven molestos. En general, a menudo conviene usar una computadora y el
método de Newton uno tras otro: el aparato graficador para arrancar y el método de Newton
para ferminar.

48 | EJERCICIOS

1. En la figura se muestra la grdfica de una funcién f. Suponga 5-8 Use el método de Newton con la aproximacion inicial dada x,
que se usa el método de Newton para obtener una aproxima- para hallar s, la tercera aproximacidn para la raiz de la ecuacién
ci6én de la raiz » de la ecnacidn f{x) = @, con aproximacion dada. (D€ sus respuestas hasta cuatro cifras decimales.)

lineal x, =1,

(2) Dibuje las rectas tangentes que se usan para hallar x; y X,
y estime los valores numéricos de estas dos. i+ +3=0. x=-3

(b} ;Serfa x; = 3 una mejor aproximacion inicial? Explique.

500V +2x—4=0, x,=1

7.2 —-x—1=0 x =1

T . ¥ +2=0, x=-1

4 9. Use el métode de Newton con la aproximacién inicial x = -1
para hallar x2, la segunda aproximacion a la rafz de la ecuacion
! N x¥ + x + 3 = 0. Explique cémo funciona el método dibujando
ol 1 T~ % s en primer lugar Ja funcidn y su recta tangente en (—1, 1),
| [ [ 10. Use el método de Newton con Ia aproximacion inicial x, = |
para encontrar x,, la segunda aproximacién a la raiz de la ecua-
2. Siga las instrucciones que se dieron para el inciso (a) del gjer- cién x* — x — 1 = 0. Explique cémo funciona el método dibu-
cicio I, pero use x| = 9 como la aproximacién de arrangue jando en primer lugar la funcién y su recta tangente en (1, —1).

para haliar Ia raiz 5.
1i-12 Apligue el métode de Newton para aproximar el nimero da-

. a poam §y - 1118 ] - . -
3. Suponga que la recta ¥ == 5x — 4 es tangente a ka curva do correcto hasta ocho cifras decimales.

y = f(x) cuando x = 3. Con el método de Newton para locali-
zar una raiz de la ecuacién f(x) = 0 y una aproximacion inicial 11. 330 12, 7G50
de x; = 3, encuentre la segunda aproximacion xa.

Para cada aproximacién inicial, determine grificamente qué
sucede si se aplica el método de Newton para la funcién cuya

grifica se muestra,
(a) x, =0 (b) xi =1 (c) x =3 13. Laraiz de x* — 2x° + 52 — 6 = O en el intervalo [, 2]

13-16 Aplique el método de Newton para aproximar la rafz indi-

cada de la ecuacion correcta hasta seis cifras decimales. .

dx =4 () xi =5 14, Laraiz de 2.25° — 44x° + 132% — 09x — 40 =0enel in-
servalo [—2, —1]
.
: 15. La raiz positiva de sen x = x°

16. La raiz positiva de 2 cos x = x*

-

ol S i > 17-22 Mediante el método de Newton determine todas las raices de
) la ecuacion con seis cifras decimales.

7. x*=1-+x 18, ¢ =3 — 2x
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9. (x — 2 =Inx 0. LR i+x
x

2, cosx = /x 22, tanx = /I — x?

23~28 Use el método de Newton para hallar todas las raices de
las ecuaciones correctas hasta ocho cifras decimales. Empiece por
dibujar una grifica para hallar aproximaciones iniciales.

23, P - =Gt -+ +10=0

4
=)=
A ) =

25, /2 —x—x1=1

97. de™ " senx =y — x + |

26, 3 sen(x®) = 2x

2B, = T

29. (a) Aplique el método de Newton a fa ecuacidn *=a=0
para deducir el siguiente algoritmo de rafz cuadrada (que
usaron los antiguos babilonios para caleular /a):

1 + a
Xppr == —1 X, + —
1 > .

(b} Utilice el inciso (a) para calcular +/1 000 correcta hasta seis

cifras decimales.

30. (a) Apligue el método de Newton a a ecuacidn l/x —a =0
para deducir el algoritmo siguiente del reciproco:

.
Xper = 2x, — ax;

(Este algoritmo permite que una computadora encuentre re-

ciprocos sin dividir en realidad.)
(b} Use el resultado del inciso (a} para calcular 1/1.6984 co-
rrecto hasta seis cifras decimales.

31.] Expligue por qué el método de Newton no funciona para hallar
Ia rafz de la ecuacién x* — 3x + 6 = 0 si se elige que ia apro-

ximacién inicial sea x, = 1.

32. (a) Use el método de Newton con x; == } para hailar la raiz de
la ecuacién x* — x = | correcta hasta seis cifras decimales.

v a v - h
{b) Resuelva ka ecnacidn def inciso (a) con x; = (.57 como la
aproximacion inicial.

(¢) Resuelva ia ecuacidn del inciso (a) con x) = 0.57. {Necesi-

ta una calculadora programable para esta parte.)
E {d) Trace la grifica de f(x) = x* = x — [ y de sus rectas tan-

gentes en x; = |, 0.6 y 0.57 para explicar por qué el méto-

do de Newton es muy sensible al valor de la aproximacién
inicial.

33. Explique por qué falla el método de Newton cuando se aplica a
la ecuacién /x = 0 con cualquier aproximacién inicial x; # 0.

Ilustre su explicacidén con un esquema.

34. Si
six=0

-] = \/;
f{-l)w{_\/:} six <0

por lo tanto fa raiz de la ecuacion f(x} = 0 es x = 0. Explique
por qué ei método de Newton falla para determina la rafz sin
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importar cudl aproximacion inicial x, 5% 0 se use. llustre la expli-
cacion con un diagrama.

35. {a) Aplique el método de Newton para calcuiar los niimeros cri-
ticos de la funcién f(x) = 2% — &% + 3% — 2x con tres
cifras decimales.

(b) Calcule el valor minimo absoluto de f correcta con cuatro
citras decimales.

36. Utilice el método de Newton para encontrar el valor minimo ab-
soluto de 1a funcién fx) = x cos x, 0 = x = 7 sen x comrecto
hasta seis cifras decimales.

Con el método de Newton halle las coordenadas del punto de
inflexién de la curva y == %, 0 = x = 4, correcto hasta seis
cifras decimales.

38. De la infinidad de rectas que son tangenies a la curva
y = —sen X y pasan por el origen, una tiene la pendiente mds
grande. Use el método de Newton para hatlar la pendiente de

esa recta correcta hasta seis cifras decimales.

S

3%

Apligue el método de Newton para hallar las coordenadas,
correctas hasta seis cifras decimales, del punto en la pardbola
y = (x — 1)* que esté lo mds cercano al origen.

49. En la figura, la longitad de la cuerda AB es 4 cm y 1a del arco
AB es 5 cm. Encuentre el dngulo central 8. en radianes, correc-
to hasta cuatro cifras decimales. A continuacidn dé la respuesta
hasta el grado mds cercano.

Un distribuidor de automdviles vende uno nuevo en $18 000.
También ofrece venderio en pagos de $375 al mes durante
cinco afios. (Qué tasa de interés mensual estd cargando este
distribuidor?

Para resolver este problema necesitard usar la formula para
el valor actual A de un anualidad que consta de /1 pagos igua-
les de tamafio R con la tasa de interés i durante el periodo

A==+
Demuestre, sustituyendo / por x, que
A48x(1 + ) — (1 + )* +1=0
Utitice el método de Newton para resolver esta ecuacién.

42, Fn la figura se muestra el Sol ubicado en el origen y ia Tierra
en el punto (1, 0}, {L.a unidad, en este caso, es la distancia entre
los centros de ta Tierra v el Sol, llamada unidad astrondmica:

1 AU == 1.496 X 10% km.) Existen cinco lugares Li, Lo, L,
L:vy Lsen este plano de rotacién de la Tierra alrededor del Sol
donde un satélite permanece estéitico con aquélia, debido a que
las fuerzas que acttian sobre el satélite (incluyendo las atracciones
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gravitacionales de la Tierra y el Sol) se equilibran entre si.
Estos lugares se conocen como puntos de libracion. (En uno de

CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVACION

Utilizando el valor » = 3.04042 X 107°, encuentre las ubica-
ciones de los puntos de libramiento (a) L, y (b) La.

estos puntos de libramiento se ha colocado un satélite de inves-

tigacién solar.) Si 77, ¢s ]a masa del Sol, #12 es 1a masa de la ¥4 o
Tierra, y r = n2/ (i + ma), resulta que la coordenada x de L,
£.; es la rafz dnica de la ecuacidn de quinto grado Tierra
Sol
pl)=x" =2+ Ax"+ (1 +20x° = {1 —x? Y :l:
L Ly 7 L, o

v la coordenada x de L es la rafz de {a ecuacién

+2(0 -y +r—~i=0

plx) — 2wt =

4.9

ANTIDERIVADAS

FIGURA

1
Miembros de la familia
de antiderivadas de f{x)=x

2

Un fisico que conoce la velocidad de una particula podria desear conocer su posicién en
un instante dado. Un ingeniero que puede medir la cantidad variable a Ia cual se fuga el
agua de un tanque quiere conocer la cantidad que se ha fugado durante cierto periodo. Un
bidlogo que conoce la rapidez a la que crece una poblacidn de bacterias puede interesarse
en deducir el tamafio de la poblacidn en algiin momento futuro. En cada caso, el problema
s hallar una funcidn F cuya derivada es una funcién conocida. Si tal funcién F existe, se
llama antiderivada de f.

DEFINICION Una funcién F recibe el nombre de antiderivada de f sobre un interva-
lo Fsi F'(x) = f(x) para todo x en .

Por ejemplo, sea f(x) = x* No es dificil descubrir una antiderivada de f si utiliza la
regla de la potencia. En efecto, si F(x) = § x3, después F'(x) = x> = f(x). Pero la funcién
G(x) = 1x* + 100 también satisface G'(x) = x% Por lo tanto, F y G son antiderivadas
de f. De hecho, cualquier funcién de la forma H{(x) = 1x* + C, donde C es una constan-
te, es una antiderivada de f. Surge la pregunta: ;hay otras?

Para contestar la pregunta, refiérase a la seccién 4.2 donde se aplicd el teorema del va-
lor medio para demostrar que si dos funciones tienen derivadas idénticas en un intervalo, en
tal caso deben diferir por una constante (corolario 4.2.7). Por esto, si F y G son dos antide-
rivadas cualquiera de f, entonces

F(x) = f(5} = G'v)

de modo que G(x) — F(x) = C, donde C es una constante. Puede escribir esto como
G(x) = F(x) + C, de modo que tiene el resultado siguiente.

(1] TEOREMA Si F es una antiderivada de f sobre un intervalo /, entonces la anti-
derivada mds general de f sobre [ es

Fx+¢C

donde € es una constante arbitraria.

i
De nuevo con la funcién F(x) = 2% se ve que la antiderivada general de f es jx° + C
Al asignar valores especificos a la constante C, obtiene una familia de funciones cuyas gré-
ficas son traslaciones verticales de una a otra (véase la figura 1). Esto tiene sentido porque
cada curva debe tener la misma pendiente en cualquier valor conocido de x.



TABLA DE FORMULAS
DE ANTIDERIVACION

& Para obtener la antiderivada méas general,
sobre un intarvale, a partir de las particulares
de la tabla 2, suma una constante, coma en &l
ejemplo 1.
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EEMPLO | Encuenire la antiderivada més general de cada una de las funciones siguientes.

() f(x)=senx (b} Flx) = l/x () flx)=x", n# -1

SOLUCION
{a) Si F{x) = —cos x, por lo tanto F'(x) = sen x, de manera que una antiderivada de sen
x es —cos x. Por el teorema 1, 1a antiderivada mds general es G(x) = —cos x + C.
(b) Con base en lo que se vio en la seccidn 3.6, recuerde que
d 1
—= (In X) == -
dx X

Por consiguniente, en el intervalo (0, =} la antiderivada general de {/x es In x + C. Asimis-
mo,

d i
_l 3 —_
dx(ﬂhi) x

para todo x 7 0. El teorema 1 en tal caso afirma que la antiderivada general de

Fx) = l/x es In | x| + C sobre cualquier intervalo que no contenga (). En particular, es-
to es verdadero sobre cada uno de los intervalos {(—se, 0) v (0, =0). Por cansiguiente, la
antiderivada general de f es

Inx + C six>0
Flx) =
) {ln(m:c) +C six<0

{c) Use la regla de la potencia para descubrir una antiderivada de x". De hecho, si

n #= —1, después
i xu+l _ (” + I)I" o
de \n+1 n+1 *

Asi, la antiderivada general de f(x) = x"es

fi+i

F(x) = ~Foe 4 €
n+1

Esto es vilido para # = 0 ya que después f{x) = x" estd definida sobre el intervalo,
Si n es negativo (pero n # —1), sélo es vdlida sobre cualquier intervalo que no con-
tenga a 0. 0

Como en el ejemplo 1, toda férmula de derivacidn leida de derecha a izquierda da lugar
a una férmula de antiderivacién. En la tabla 2 se enumeran algunas antiderivadas. Cada
formula de la tabla es verdadera, puesto que la derivada de la funcién de la columna de
la derecha aparece en la columna izquierda. En particular, en la primera férmula se afirma
que la antiderivada de una constante multiplicada por una funcién es una constante multi-
plicada por la antiderivada de la funcidn. En la segunda se expresa que la antiderivada de
una suma es la suma de las antiderivadas. (Se usa la notacién F' = f, G' = g.)

Funcidn Antiderivada particufar Funcidn Antiderivada particular
cfta e sen v i —COs X
Flxp -+ glat Flxy + Gl sec’y [Ty

e
. ) A’ SEC X tan see ¥
at {n = -
n+1 '
£33
s sen’ia
1/4 GRS vi—x*
& et 1 N
'
sy S0 R
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= [ la figura 2 se muestran las graficas de fa

funcién 7 def ejemplo 3 y de su antiderivada £

Advierta gue f'(x) > 0, de manera que f siem-

ore es creciente. Observe asimismo que, cuando
« £ tiene un maximo a un minime, f

parece que tiens un punto de inflexion. De modo

que la gréfica sirve como una comprebacion de

dicho célculo.
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FIGURA 2

w

EJEMPLO 2 Encuenire todas las funciones g tales que

2x5 - \/:\,_’

g'(x) = dsenx -+
X

S0LUCION Primero, escriba de nuevo la funcién dada en la forma siguiente:

2){5 \/.; 4 1
glx)=4dsenxy +— — —=4dsgenx + 2x" = —x=
x X Vx

De esta manera, desea hallar una antiderivada de
g'(x) = dsenx + 2x* — x'?
Al usar las formulas de 1a tabla 2 con el teorema 1, obtiene

5 172
g{xy = 4(—cos x) + 23";“ -

+ C

L
3

= —dcosx+ix' —2/x + C

C

En las aplicaciones del caleulo es muy comuin tener una situacién como la del ejemplo 2,
donde se requiere hallar una funcidén, dado e] conocimiento acerca de sus derivadas. Una
ecuacién que comprende las derivadas de una funcidn se llama ecuacién diferencial. Estas
se estudian con cierto detalle en el capitulo 9 pero, por el momento, es posible resolver algu-
nas ecuaciones diferenciales elementales. La solucidn general de una ecuacidn diferencial
contiene una constante arbitraria (o varias constantes arbitrarias), como en el gjemplo 2. Sin
embargo, pueden haber algunas condiciones adicionates que determinan las constantes y, por

lo tanto, especifican de manera tnica la solucidn.

EJEMPLO 3 Encuentre Fsi f(x} =e' +20(1 + x3)"' y f(0) = —2.

SOLUCION La antiderivada general de

20
o ,,‘ o J.\ + <
filx)=e Tr o
es Ff) ="+ 20tan 'x + C

Para determinar C, use el hecho de que f(0) = —2:

flO)=¢e"+ 20tan ' 0+ C= -2

En estos términos, tiene C = —2 — | = —3_ de modo que la solucidn particular es

flx)y=—e"+20tan"'x ~ 3

B2 EJEMPLO 4 Encuentre £si f"(x) = 12x2 + 6x — 4, f(0) =4y f(1) = 1.

SOLUCION La antiderivada general de f*(x) = 12x* + 6x — 4 es

) 2
fi(x) = 12-%-+ 6%—— Ay + C= A5} + 32— dx + C

Si usa una vez mads las reglas de antiderivacién encuentra que |

4 3 2

f(x)=4%+3%—4%"+ Cx+D=x*+x" =25+ Cx+ D
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Para determinar Cy D, utilice las condiciones dadas de que f{0) = 4 y (1) = 1. Como
f(0) = 0 + D = 4, tiene D = 4. Puesto que

O =1+1-2+C+d=1

tiene C = —3. Debido a eso, la funcidn requerida es
fl)=x*+x -2 —3x+4 0

Si conoce la grifica de una funcién f, serfa razonable que fuera capaz de dibujar
la grafica de una antiderivada F. Por ejemplo, suponga gue sabe que F(0) == 1,
Entonces, hay un punto de donde partir, el punto (0, 1}, y la direccidn en la cual
tiene que desplazar su ldpiz la proporciona, en cada etapa, la derivada F(x) = f{x).
En el egjemplo siguiente aplique los principios de este capitulo para mostrar cédmo
graficar F aun cuando no tiene una férmula para f. Este seria el caso cuando datos
experimentales determinan f(x).

EJEMPLO 5 La grifica de una funcidn f se ilustra en la figura 3. Trace un croquis de
una antiderivada F, dado que F(Q) = 2.

S0LUCi0H Le guia el hecho de que la pendiente de y = F(x) es f(x). Parta del punto (0, 2}
v dibuje F como una funcién inicialmente decreciente ya que f{x) es negativa
cuando ¢ < x << 1. Observe que f{1) = f(3) = 0, de modo que F tiene tangentes
horizontales cuando x = [ y x = 3. Enel caso de | < x < 3, f(x) es positiva

y de este modo F es creciente. Observe que F tiene un minimo local cuando

x =1y un médximo local cuando x = 3. Para x > 3, f(x) es negativa y £ es decre-
ciente en (3, %), Como f(x) — 0 cuando x — o, la grifica de F se vuelve mds

plana cuando x —> . También note que F”(x) = f'(x) cambia de positiva a negativa
enx = 2, y de negativa a positiva en x = 4; asi F tiene puntos de inflexidn cuando

¢ = 2y x = 4. Se aprovecha esta informacidn para trazar la grifica de la antiderivada
en la figura 4. &

MOVIMIENTO RECTILINEO

La antiderivacion es en particular Gtil al analizar el movimiento de un objeto que se mue-
ve en linea recta. Recuerde que si el objeto tiene la funcidn de posicidn s = f(t}, en tal
caso la funcidn de velocidad es {2} == s'(r). Esto significa que la funcién de posicidn es
una antiderivada de la funcién de velocidad. Del mismo modo, ia funcién de aceleracion
es alt) = v'{t}, de suerte que la funcion de velocidad es una antiderivada de la acelera-
cién. Si se conocen la aceleracién y los valores iniciales s(0) y 2{0), por lo tanto se puede’
hallar la funcién de posicidn al antiderivar dos veces.

EJEMPLO ¢ Una particula se mueve en linea recta y tiene la aceleracién dada por
alt) = 6t + 4. Su velocidad inicial es 9(0) = —6 cm/s vy su desplazamiento inicial es
5(0) == 9 cm. Encuenire su funcidn de posicién s(1).

SOLUCION Dado que v(f) = alf) = 6t + 4, la antiderivada da

2

1~ s
u(r)m65+4r+ C=3tr"+4r+C

Observe que #(0} = C, pero 9(0) = —6, de tal suerte que C = —6 y

o) =37 + 4t~ 6
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z En la figura 5, se muestra la funcidn de
posicicn de la pelota del ejemplo 7. La grafica
corrobora la conclusian obtenida: |2 pelota
alcanza su alturs maxima después de 1.5sy
chioca contra el suelo luego de 6.9 5.

500

FIGURA 5

Como #(t) = s'(), 5 es la antiderivada de v:

F3 I.2 ,
s(r)=3?+47—61‘-§-D213+2f'“6r+D
Esto da s(0) = D. 81 s(0) = 9, de modo que D = 9 y la funcién de posicién reque-
rida es

= +22—-6:+9 0

Un objeto cerca de la superficie de la tierra estd sujeto a una fuerza gravitacional que
produce una aceleracion hacia abajo denotada con g. Para el movimiento cercano a la tierra
supone que g es constante y su valor es de unos 9.8 m/s* (0 32 pies/s?).

B2 EJEMPLO 7 Se lanza una pelota hacia arriba a una rapidez de 48 pies/s desde el bor-

de de un acantilado a 432 pies por arriba del nivel de la tierra. Encuentre su altura sobre
el nivel de la tierra ¢ segundos mds tarde. ;Cudndo alcanza su altura mdxima? ,Cudndo

choca contra el nivel de la tierra?

SOLUCION El movimiento es vertical y se elige fa direcci6n positiva como la correspondiente
hacia arriba. En un instante £, la distancia arriba del nivel de la tierra s{r) y 1a velocidad v{f)
es decreciente. Por consiguiente, [a aceleracién debe ser negativa y

dv
fl=—=— 2
alt) dt 3

Con antiderivadas

(= —-32r+ C

Para determinar C, use la informacién dada de que #{0) = 48. Esto da 48 = 0 + C, de
manera que

o(f) = —32¢ + 48

La altura méxima se alcanza cuando (f) = 0; es decir, después de 1.5 s. Como 'z} = v{1),
antiderive una vez mds y obtiene

s(f) = =16+ 48 + D
Aplique s(0) == 432 y tiene 432 = {} + D; por consiguiente
s(f) = —161° + 48 + 432

La expresion para s{¢) es vilida hasta que la pelota choca contra el nivel de la tierra. Esto
sucede cuando s(f) = 0; o sea cnando

—161* + 48 + 432 =10

o, equivalentemente, 1?3t~ 27 =(

Con la férmula cuadritica para resolver esta ecuacidn obtiene

r=3t3\/ﬁ
2

Rechace la solucidn con signo menos, ya que da un valor negativo para {. En consecuen-
cia, la pelota choca contra el nivel de la tierra después de 3(1 + 13)/2 = 6.9 s. &
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{~2¢ Encuentre la antiderivada més general de la funcién. (Com-
pruebe su respuesta mediante la derivacién.)

L f) =i -2+ 6
s flx) == 8 — 3 12

1. fix)=x~3

3. =1+3i2 14
5 flay=(+ {2 - 1) . flx) =x(2 — X
7. Flxy =50 — . flx) =2x + 3z

9. flx}=6vx — ¥x 0. f(x) = ¥ + Yx

2
A
6
8

10 5 — 437 4 2x®
M. flx) =— 12 g(x) = St
X X
3
fl) = “—q\-/-_[-‘— 14, f(x) = 3e* + 7 sec’s
ut
15. 9(6) == cos # ~ 5senfp 16. f(x) =sens -+ 2senhr
1. f(x) = 3¢ — 3coshx 18, f(x)=2J/x + 6cosx
=3+ 2+ X
19. f(\) = """"""""—x‘— 20. f(\) = 1+ -\.1

2112 Encuentre la antiderivada F de [ que satisfaga la condicidn
dada. Compruebe su respuesta comparando las grdficas de F y f.

Flx) =5x — 2x%, FO)=4
2 f) =431 +x9)". Fl1}=0

23-46 Halle f.
Frlay=6x + 12x°
5. fx) =327
7. £ =o'
2 fllx)y=1—06x, Fi0)=28
30, ff(=8x"+12x+3, f(1)=6
3 f(x) = x(6 + 5x), fl1)=10
32 fflay=2x—3/x, x>0, f{1)=3
) 33, f'() =2cost + sec’t, ~w/2<t<a/2 flu/3)=4
M. fx == D f) =4 f~1)=0
3B, fix) =x" f) =1, f(-1)=~1
3. f'(0) =4/VT=2 f(3) =1
37. f(x) = 24x2 + 2x + 10, f(1) =35, f(1)=-3
3 fx)=4—6x~40x%, FIO =2 f0) =1
FU8) =send + cos8, F(0)=3, f(0) =4
80. f(1) =3/Vi, f@) =20, FA=T
4L ) =2~ 12x, FIO) =9, f(2)=15
42, F() =205 + 1222 + 4, F{O)=8, fll)=5

28, Fl(x) =2+ x*+ x°
26, f"(x) = 6x + senx
2. ) =1— 1

43, f(x} =2 +cosx, flO)y=—1, fl#/2)=0

44, f'(1) = 2¢' + 3sent, fOY=0, flm) =0

45, fr ) =x7% x>0, f(1)=0, F(2)=20

46. fMx}=cosx, fIO)=1, FfO)=2 f"0)=3

47. Dado que Ia gréfica de f pasa por el punto (|, 6) y que [a
pendiente de su recta tangente en (x, f{x)) es 2x + 1, en-
cuentire f(2).

48. Encuentre una funcién f tal que f'(x) = »* y la recta
x + y = 0 sea tangente a la grifica de f.

49-50 Se proporciona la gréifica de una funcién f. ;Qué grifica es
una antiderivada de fy por qué?

[aa]

a

51. Se presenta a grdfica de una funcidn en la figura. Trace un cro-
quis de una antiderivada F, dado que F(0) = 1.

52. La grifica de Ia funcién velocidad de un automdvil se ilustra en
la figura. Elabore la grifica de la funcién posicidn.

rA

/AN

0

VR

[53) Se muestra la grifica de f'. Dibuje la grifica de f si ésta es
continua y f{0) = —1.

¥
24— .
y=rw
1 o—0
9 12 .
-1 Crevrrmrrenend
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[F4 54. (2) Use un aparato graficador para dibujar f{x) = 2x — 3vx.

(h) A partir de la gréfica del inciso (a), dibuje una gréfica aproxi-
mada de la antiderivada F que satisfaga F(0} = 1.

(c) Aplique las reglas de esta seccién a fin de hallar una expre-
sidn para F{x).

(d) Dibuje F usando la expresién del inciso {c). Compare con
su esquema del inciso (b).

55-56 Dibuje una grifica de f'y mediante ella elabore un croquis de

la antiderivada que pasa por el origen.

senx
1+ 22

5, fl) =X -~ +2~1, —-l5=x=15

55, flx) =

-2y = x=27

57-62 Una particula se desplaza de acuerdo con la informacidn da-
da. Determine la posicidn de la particula.

[57) v(¢) = sent — cosr, s(0) =0

58, o() = 1.5\1, s(4) =10

50 () =1 —2, s(0y=1, o{0)=23

60, a() =cost +sent, s(0)=20, »0)=5

61, afs) =1 s(0) =0, s(27) =12
{0

63. Se deja caer una piedra desde la platatorma superior de obser-
vacién {la plataforma espacial) de la Torre CN, 450 m arriba
del nivel de la tierra.

(a) Encuentre la distancia de la piedra airiba del nivel de la
tierra en el instante .

(b) ;Cudnto tarda la piedra en llegar al nivel de la tierra?

{c) ;Con gué velogidad choca contra el nivel de la tierra?

{d) §i la piedra se lanza hacia arriba 2 una rapidez de 5 m/s,
jeudnto tarda en llegar el nivel de fa tierra?

64. Demuestre que para el moviniiento en linea recta con acelera-
¢ién constante a, velocidad inicial 2o y desplazamiento inicial
sp, €l desplazamiento después del tiempo £ es.

5= %CHZ -+ vat + Sq

55. Se proyecta un objeto hacia arriba con velocidad inicial 2o me-
tros por segundo, desde un punto a so metros arriba del nivel
de la tierra. Demuestre que

[#(0]* = o — 19.6[s(t) — 0]

66. Se lanzan dos pelotas hacia arriba desde el borde del acantilado
del ejemplo 7. La primera con una rapidez de 48 pies/s y Ia se-
gunda se arroja | 8 mds tarde con una rapidez de 24 pies/s. ;En
alglin momento rebasa una a la otra?

67. Se dej6 caer una piedra de un desfiladero y chocd contra el
nivel de la tierra con una rapidez de 120 plesfs. ;Cuil es la al-

tura del desfiladero?

68. Si un clavadista con masa m estd en el borde de una plataforma
de clavados con longitud L y densidad lineal p, después la plata-
forma adopta la forma de una curva y = f(x), donde

ElIv" = mg(L — x) + Ypg(L ~ x)*

69.

70.

71,

72

74.

75.

76

3

E e I son constantes positivas que dependen del material con

que estd hecha la plataforma y g (< 0) es la aceleracidn

debido a la gravedad.

(a) Halle una expresidn para la forma de la curva.

(b) Use f(L) para estimar la distancia debajo de 1a horizontal al
borde de la plataforma.

ya

Una compafifa estima que el costo marginal {en ddlares por ar-
ticulo) de producir x articulos es de 1.92 — 0.002x. Si el costo
de produccién de un artfcule es de 3562, encuentre ¢l costo
de producir 100 articulos.

La densidad lineal de una varilla con una longitwd de 1 m se
expresa por medio de p(x) = i/ \/: en gramos por centimetro,
donde x se mide en centimetros desde uno de los extremos de
1a varilla. Encuentre la masa de esta 1ltima.

Dado que las gotas de lluvia crecen a medida que caen, su drea
superficial aumenta v, por lo tanto, se incrementa la resistencia
a su caida. Una gota de lluvia tiene una velocidad inicial ha-
cia abajo de 10 m/s y su aceleracién hacia abajo es

{9 - 0.9¢
aq =
0

Si al inicto la gota de lluvia estd a 5300 m arriba de la superficie
de la tierra, jcudnto tarda en caer?

si0=:=10
sit>= 10

Un vehicuto se desplaza a 50 millas/h cuando aplica los

frenos, lo que produce una desaceleracion constante de 22 pies/s”.
;Cudl es la distancia que recorre el automdvil antes de
detenerse?

¢ Que aceleracién constante se requiere para incrementar la rapidez
de un vehiculo desde 30 millas/h hasta 50 millasth en 5 57

Un automdvil frené con una desaceleracién constante de
16 pies/s”, lo que genera antes de detenerse unas marcas de desli-
zamiento que miden 200 pies. ;Qué tan ripido se desplazaba el
vehiculo cuando se aplicaron Jos frenos?

Un automdvil se desplaza a 100 km/h cuando el conductor ve
un accidente 80 m mds adelante y aplica los frenos apresurada-
mente. ; Qué desaceleracidn constante se requiere para detener
el vehiculo a tiempo de evitar chocar con los vehiculos acci-
dentados?

Un modelo de cohete se dispara verticalmente hacia arriba des-
de el reposo. Su aceleracién durante los primeros tres segundos
es alt) = 60f, momento en que se agota ¢l combustible y se
convierte en un cuerpo en “cajda libre”. Después de 14 segundas,
se abre ¢l paracaidas del cohete y la velocidad (hacia abajo)
disminuye linealmente hasta — 18 pies/s en 5 s. Entonces el
cohete “flota” hasta el piso a esa veloctdad.
(a) Determine la funcién de posicién s y la funcién de veloci-
dad o (para todos los tiempos f). Dibuje s y ».



(b) ;En qué momento ¢l cohete alcanza su altura mdxima y
cudl es esa altura?
(¢) ;En qué momento aterriza?

77. Un tren “bala” de magnitud de velocidad alta acelera y desacele-

ra a una proporcidn de 4 pies/s®, Su rapidez de crucero médxima
es de 90 mi/h.
(a) ;Cudl es la distancia mdxima que puede recorrer el tren

si se acelera desde el reposo hasta que alcanza su rapidez

de crucero y, a continuacidn, coire a esa rapidez durante
15 minutos?

4 | REPASO
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(b} Suponga que el tren parte del reposo y debe detenerse por
completo en 15 minutos. ;Cudl es la distancia mdxima que
puede recorrer en estas condiciones?

(¢} Encuentre el tiempo minimo que tarda el tren en viajar
entre dos estaciones consecutivas que se encuentran a
45 millas de distancia.

(d) El viaje de una estacidn a Ia siguiente dura 37.5 minutos.
¢Cudl es fa distancia entre las estaciones?

b

REVISIGN DE CONCEPTOS

. Explique la diferencia entre mdximo absoluto y maximo local.
Hustre por medio de un esquema.

. (1) (Qué dice el teorema del valor extremo?
(b) Expligue cémo funciona el método del intervalo cerrada.

. (a) Enuncie el teorema de Fermat.
(b) Defina un nimero critico de f.

(a} Enuncie el teorema de Rolle.
{b) Enuncie el teorema del valor medio y proporcione una in-
terpretacién geométrica.

. (a) Enuncie la prueba de creciente/decreciente.

(b} ;Que significa que f es cdneava hacia arriba en un intervalo 1?
(¢) Enuncie ia prueba de Ja concavidad.

(d) ;Qué son los puntos de inflexidn? o Cémo puede hallar los?

{a) Enuncie la prueba de la primera derivada.

{b) Enuncie la prueba de la segunda derivada.

{c) ;Cudles son las ventajas y las desventajas relativas de estas
pruchas?

7. (a) ;Qué dice la regla de "'Hospital?

(b) ;C6mo puede usar la regla de I'Hospital si tene un producto
Flxg(x) donde F(x) — 0y g(x) — e cuando x — a?

by

{c) ;Cémo puede usar la regla de 1'Hospital si tiene una diferencia
Flx) — glx) donde f{x) — oy g(x) — % cuando x — a?
{d) ;Cémo puede usar la regla de 1'Hospital si tiene una poten-
cia [f(x)]* donde f{x) ~> 0y g(x) — 0 cuando x — a?

Si tiene una calculadora graficadora o una computadora, ;por
qué necesita ¢l cdlculo para dibujar una funcién?

(a) Dada una aproximacidn inicial x; a una rafz de la ecuacidn
flx) = 0, explique geométricamente, mediante un diagra-
ma, ;cémo se obtiene la segunda aproximacién x» en el mé-
todo de Newton?

(b) Escriba una expresion para x; en términos de xi, flxi} y
f ().

{c) Escriba una expresién para x, . en tériminos de x,, f{x.)
y fix).

{d) ;Bajo qué circunstancias es probable que el método de
Newton falte o funcione muy despacio?

. (#) ;Qué es una antiderivada de una funcién f?

(b} Suponga que £y y Fa son antiderivadas de f sobre un inter-
valo I. ;Cémo se relacionan F, y .7

PREGUNTAS DE VERDADERO 0 FALSO

Determine si fa proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique por
qué, 5t es falsa, explique por qué o dé un ejemplo que refute fa proposicion.

1. Si f*{c) = 0 después f tiene un méximo o un minimo locales

cnc.

2. 8i f tiene un valor minimo absoluto en ¢, en tal case f'{¢) = 0.

Si f es continua sobre {4, b) en seguida f alcanza un valor md-
ximo absoluto f{e) y un valor minimo absoluto f(d) en algunos
niimeros ¢ y k en (a, b). '

Si f es derivable y f{—1) = f(1), por lo tanto existe un ng-
mero c tal que [e| < 1y f'{c) = 0.

. Si f'{x) < O para | < x <6, enconsecuencia f es decreciente
sobre {1, 6).

. St f"(2) = 0, luego (2, f(2)) es un punto de inflexién de la
curva y = f{x).

.

Si f'(x) = ¢'{x) para 0 < x < 1, a continuacién f(x) = g(x)
paraQ << x << 1.

. Existe una funcién f tal que f(1) = =2, f(3) =0y f'{x) > |

para todo x.

. Existe una funcién f tal que f(x) >0, f'x) <0y f"(x) >0

para todo x.

. Existe una funcién f tal que f(x) <0, f'{x) <0y f"{x) >0

para todo x.

. 81y g son crecientes en ua intervalo /, entonces f + g es cre-

ciente en /.

Sify g son crecientes en un intervalo £, por consiguiente f — g
es creciente en [.
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13. Sify g son crecientes en un intervalo , por fo tanto fy es cre-
ciente en /.

14. Sify g son funciones crecientes positivas en un intervalo £,
después fy es creciente en /.

15. Sifes creciente y f(x) > 0 en I, después glx} = 1/f(x) es
decreciente en .

16, Si fes par, en consecuencia f' es par.

17. Sifes periGdico, después f' es periddica.
18. La antiderivada mas general de f(x) = x " es
1
Fly)=—-——+C
x
19. Si f'{x} existe y es diferente de cero para todo x, en tal caso

F1) # f(O)

20, Jim — = 1
xer) gt

EJERCLCIOS

i~& Encuentre los valores extremos locales y absolutos de la fun-
cidn sobre el intervalo dado.

L flx)=x —6x + 9%+ 1. [2.4]

2 o) =x/1—-x [~]1]

. 3xn— 4
A

["21 2]

4, f(x) = (x*+ 22 [-21]
5 F(x) =x + sen2x, [0, 7]

6. Flx) = (mx)/%, [1.3)

7-14 Obtenga el limite,

t by I — cos
7. lim — 8. lim ———
0 In(l + x) ey by
)-h — l —_— 4‘. o 1 - 4_1.
9, lim o 10, lfm S ——
0 X e ¥
1. lim x'e™* 12. ii:};b lnx
e Jisd
x 1 3
13. iim ( - —-—) 14, lim (tanp xpF*°
=1ty -] Inx P

1%-1/ Trace la grdfica de una funcién que cumple con las condi-
ciones dada.

5. fl0) =0, f(—-2y=Ff11)}=f(9=0,
lime—s fla) =0, limg..s flx) = —o2,
Flx) < Oen (=%, —2),(1,6) vy (9, =),
Fia) > 0en (—2, 1)y (6,9),

Fixy > 0en (== 0)y (12, %),
Frxy < 0en (0.6} y (6. 12)

16. f{0) =0, f escontinuay par
fia)=2xsi0<x<l, f{x)=—-lsil<x<3,
fix)=1six>3

17. fesimpar f{x) <Opaa0<x <2,

Sy >0parax>2, f"x)>0para0<x <3,
Fi) < Oparax >3, lim,.. flx) = =2

18. En la figura se ilustra la grifica de la derivada f' de una
funcién f.
(a) ;En qué intervalos fes creciente o decreciente?
(b} ;Para qué valores de x la funcidén f tiene un mdximo local
o un minimo local?
{c) Trace la grifica de f".
(d) Trace la gréfica posible de f.

=AY A

',

(,f AN I \ /
;

19-34 Mediante los criterios de la seccién 4.5 wace la curva.

19, y=2— 2x — »° 20, y=x"—6x" — l5x + 4

Hoy=x' -3 +3x"-x 2 y= l -
—
1 1 1
23y = ——0 M y=——
) xx —3) ¥ ¥ {x+2)F

26, y=4l—-x+J1+x

28, y= Y +1

25. y = x¥%(x + 8)

7. y=xyT %%
29. y = sen’x — 2cos X
30, y=4x —tanx, —%/2<x< 2
31, y =sen"'{1/x) 32, y =¥

33, y = xe % 34, y=x+ In(x*+ 1)

P4 35-2% Produzca grificas de f que revelen todos los aspectos impor-

tantes de la curva. Use las grificas de f' y f" para estimar los inter-
vaios de incremento y decremento, los valores extremos los
intervalos de concavidad y los puntos de inflexién. En el ejercicio 33
aplique el clculo para determinar estas cantidades con exactitud.

=1 X ox

35. f(x) = _\; 3. f) =57

37, Ff(x) = 3% = 5% + aF - 5x — 2x7 + 2
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38, f(x}=x>+65seny, —-S5=y=€j

E 39. Trace la grifica de f(x) = ¢ en un rectingulo de

visualizacidn en que aparezcan todos los aspectos principales
de la funcién. Estime los puntos de inflexidn. En seguida, apli-
que el cdlculo para determinarlos con exactitied.

i@ 40. (a) Dibuje la funcidn f(x) = 1/(1 + '),

(b) Explique la forma de la grifica calculando los limites de
f{x} cuando x tiende a o, —o0, 0% y O,

{c) Use la grifica de f para estimar las coordenadas de los
puntos de inflexién,

(d) Utilice su CAS para calcular y trazar la gréifica de f*.

{e) Con la grafica del inciso (d) estime el punto de inflexién con
mis exactitud.

(tis 41-42 Utilice las graficas de f, f’ y f" para estimar la coordenada x

de los puntos maximo y minimo y los punios de inflexidn de f.

-
COos°X

41. f(.t) = *‘FI_\/———-T‘T———], — == T

42, flx) = e ¥ n{xy* — §)

% £3. Investigue la familia de funciones de f{x) = In (sen x -+ C).

[
£l

¢ Cudles caracteristicas tienen los miembros de esta familia en
comtin? ;jEn qué difieren? ; Para cudles valores de C es f conti-
nua sobre (—c, )7 ; Para cuiles valores de C f no tiene gré-
fica? ; Qué sucede cnando C — «&?

44, Investigue la familia de funciones f(x) = cxe™*".;Qué le ocu-
rre a los puntos mdximes y minimos y a los puntos de inflexién
al cambiar ¢? Ilustre sus conclusiones dibujando varios miem-
bros de la familia.

45

Demuestre que la ecuacidn 3x + 2 cosx + 5 = ( posee exac-
tamente una rafz real.

46, Suponga que fes continuaen [0, 4], FO) =1, y2 < f{x}) =<5

para toda x en (0, 4). Demuestre que 9 < f(4) < 21.

47. Por medio del teorema del valor medio a la funcién f{x) = x'*
en ¢l intervalo [32, 33}, demuestre que

2 < 33 < 2.0125

48. ;Para cudles valores de las constantes a y & se tiene que (1, 6) es
un punto de inflexién de la curva y = x* + ax? + bx + 17

49, Sea g(x) = f{x") donde f es doblemente derivable para todo x,

f'(x} > 0 para todo x # 0y f es c6ncava hacia abajo sobre

(—oo, 0) y céncava hacia arriba sobre {0, @),

(@) ;En cudles niimeros g tiene un valor extremo?
(b) Discuta la concavidad de g.

30. Halle dos ntimeros enteros positivos tales que la suma del pri-
mer nimero y cuatro veces e] segundo sea 1 000 y el producto
de los nimeros sea lo més grande posible.
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51. Demuestre que la distancia més corta desde el punto (x,, v a

52.

53.

.

55.

56.
57.

58.

59

.

larecta Ax + By + € = Qes

|Ax, + By, + C|
JA+ B

Encuentre el punto sobre la hipérbola xy = 8 que estd mds cer-
cane al punto (3, 0).

Halle el drea mds pequefa posible de un tridngulo isdsceles que
estd circunscrito a un circulo de radio ».

Encuentre el volumen del cono circular mds grande que puede
inscribirse en una esfera de radio .

En AABC, D quedaen AB, CD L AB, |AD| = |BD| =4dcmy
| CD| = 5 cm. ¢ Dénde se debe situar un punto P sobre CD de
tal modo que la suma [ PA| + | PB| + | PC| sea minima?

Resuelva el ejercicio 55 cuando | CD| = 2 cm.

La velocidad de una ola de longitud L en agua profunda es

L C
=Kql=+—=
C L
donde K y C son constantes positivas conocidas. ;Cudl es la
longitud de la ola que da la velocidad minima?

Se va a construir un tangue metilico de almacenamiento con
volumen V, en forma de un cilindro circular recto rematado
por un hemisferio. ;Cudles dimensiones requerirdn la cantidad
minima de metal?

Un equipo de hockey juega en una arena con una capacidad
de 15 000 espectadores. Con el precio del boleto fijado en
$12, la asistencia promedic en un juego es de 11 000 especta-
dores. Un estudio de mercado indica que por cada délar que
disminuya el precio del boleto, la asistencia promedio sumen-
tard 1000. ;Cémo deben de fijar los propictarios del equipo
el precio del boleto para maximizar sus ingresos provenientes
de la venta de boletos?

. Un fabricante determina que el costo de fabricar x unidades de

61,

62

63

un articulo &5 C(x) = 1800 + 25v — 0.2x% + 0.001x° y |a

funcién de demanda es p{x) = 48.2 ~ 0.03x.

(a) Dibuje las funciones de costo y de ingreso y tselas para
estimar el nivel de produccién para obtener la utilidad
mixima.

(b) Apligue el cdlculo a fin de hallar el nivel de produccidén
para obtener la utilidad mdxima.

(c) Estime el nivel de produccidén que minimice el costo
promedio.

Apligue el método de Newton para calcular la raiz de 1a ecua-
cion x¥ — x* + 32 — 3x — 2 = Oenel intervale [1, 2] con
seis cifras decimales.

Aplique el método de Newton para hallar todas las raices
de la ecvacién sen x = x* — 3x + | corrija hasta seis cifras
decimales,

Aplique el método de Newton para hallar el valor mdximo ab-
soluto de fa funcién f(x) = cos ¢ + ¢ — £%, correcto hasta ocho
cifras decimales.
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64. Aplique las normas de la seccidn 4.5 para trazar la curva
y=xsenx 0= x = 2 Recurra al método de Newton si es
necesario.

65~72 Determine f.

65. fi{x) =cosx — (1 — %™

6b. f'(x) = 2¢' + secxianx

6. £'(0) =X+ I

68. f'(x) = senhx + 2coshx, f{0) =2
69. f'(6) =2t~ 3sent, f(O)=35

2t
70. f'{u) = ”I—Iﬁ

. fll)y=3
71 f(x) =1 —6x +48x% f(O)=1, f{0) =2

7 ) =2+ 3 -dx 4+ 5, flO =2, fl(1)=0

73~74 Se estd moviendo una particula con la informacién que se
proporciona. Halle la posicién de la particula.

3o w(0) =2t~ 1/(1 + %), s0)=1

Th a(H) =sent + 3cost, s(0)=0, v(0)y = 2

75. (a) Si f{x) = 0.1¢" + sen x, —4 = x =< 4, use una gréifica de

f para dibujar una gréifica aproximada de la antiderivada F
de f que satisfaga F(0} = 0.

{b) Encuentre una expresién para F{x).

(¢) Dibuje F con la expresién del inciso (b). Compare con su
esguema del inciso (a).

76. Investigue la familia de curvas dada por

Flx) =2 + 2% + ox?

En particular, determine el valor de trausicidn de ¢ en gue cam-
bia la cantidad de niimeros criticos y ¢l valor de transicion en
que variz el ndmero de puntos de inflexién. Iustre las formas
posibles con grificas.

77. Se deja caer un recipiente metélico desde un helicoptero a 500 m
arriba de 1a superficie de la tierra. Su paracaidas no se abre,
pero el recipiente ha sido disefiado para soportar una velocidad
de impacto de 100 m/s. ; Se reventard o no?

78, En una carrera de automdviles a lo largo de una pista recta, el
auto A deja atrds dos veces al vehicalo B. Demuestre que en
alglin momento en la carrera las aceleraciones de los antomdvi-
les fueron iguales. Plantee las suposiciones que haga.

79. Se va a cortar una viga rectangular a partir de un tronco cilin-
drico gue tiene un radio de 10 pulgadas.
(a) Demuestre que la viga de drea méxima de seccidn transver-
sal es cuadrada.

{b) Se van a cortar cuatro tablones rectangulares de las cuatro
secciones del tronco que quedan después de cortar la viga
cuadrada. Determine las dimensiones de los tablones que
tendrdn el drea mixima de la seccién transversal.

(c) Suponga que la resistencia de la viga rectangular es propor-
cional al producto de su ancho y al cuadrado de su altura.
Encuentre las dimensiones de la viga mds fuerte que se
puede cortar & partir del tronco cilindrico

e ancho —]

80. Si se dispara un proyectit a una velocidad inicial v a un dngulo de
inclinacién # a partir de la horizontal, por lo tanto su trayectoria,
despreciando la resisiencia del aire, es la pardbola

g 2 !
= {1 il i 0=f6=
y = {tan f)x 219'803'9l

1]y

(a) Suponga que el proyectil se dispara desde la base de un pla-
no inclinado que forman un dngulo e, o > 0, respecto de la
horizontal, como se muestra en la figura. Demuestre que el
alcance del proyectil, medido hacia arriba de la pendiente,
se expresa mediante

R(6) = 207 cos § sen(f — @)

g cos’a

{b) Determine 6 de modo que R sea un miximo.

{¢) Suponga que el plano forma un dngulo « hacia abajo de la
harizontal. Determine el alcance R en este caso y el dngu-
jo al cual debe dispararse el proyectil para maximizar R.

81. Demuestre que, para x > 0,

X
— < fan 'x < x
|

82. Trace la grifica de una funcién ftal que f'{x) < 0 para toda
x, f"(x} > Opara|x] > 1, f/(x) < Oparajx| <1y
i g o [ (X)) 4 2 =0



s
o

PROBLEMAS ADICIONALES

Retome gl concepto

¢ug ha aprendido & partr de la solunion de

esie giemplo?

= Para resolver un problema que comprende
varias varahles, podria ayudar resalver un
problema semejante con ung variable

= Cusndo interde probar ene desigualiad, po-

drigr ayudar s plensa en ella comn en an
problema de maximo y minime

Uno de los principios mds importantes en la solucién de los problemas es la analogia
{véase la pdgina 76). Si tiene dificultades para comenzar un problema, conviene resolver
un problema semejante mds sencillo. En el ejemplo siguiente se ilustra el principio. Cubra
la sulucidn ¢ intente solucionarlo primero.

EJEMPLE + Six, y vz son ntimeros positivos pruebe que

(f+1mﬁ+UW+ﬁ)>8

=

xyz

S0LUCIEN Puede resultar dificil empezar con este problema. (Algunos estudiantes lo han
atacado multiplicando el numerador, pero eso s6lo genera un lfo.) Intente pensar en un
problema similar, mas sencillo. Cuando intervienen varias variables, a menudo resulta
util pensar en un problema andlogo con menos variables. En el presente caso, puede
reducir el nimero de variables de tres a una y probar la desigualdad andloga

X'+ 1
1] S para x> {
X

De hecho, si puede probar (1}, entonces se deduce la desigualdad deseada porque

(r* + DO* + DE*+ 1) =(x2+1)()’2+1)(52+1);2.2-2=8

xyz X ¥ z

La clave para probar (1) es reconocer que es una version disfrazada de un problema de
minimo. Si hace

P+l 1
f="——=x+— x>0
X X

entonces f'(x) = 1 — (1/x%), de tal suerte que f'{x} = 0 cuando x = 1. Asimismo,
fx)<Opara0 < x <1,y f'(x) > 0 para x > 1. Por consiguiente, el valor minimo ab-
soluto de f es f{1) = 2. Esto significa que

2 +1

=2 para todos los valores positivos de x
X

y, como se menciond con anterioridad, por multiplicacidn se infiere la desigualdad dada.
La desigualdad (1) pudo probarse sin cdlculo. De hecho, si x > 0

2+
x

2

=2 & Kt lE2xy &= xP-2x+1=0
&= -17=0

Debido a que la dltima desigualdad obviamente es verdadera, la primera también lo
€s. i




FIGURA PARA EL PROBLEMA 9

¥

y=x

y=myx+b

Si un rectingulo tiene su base sobre el eje x y dos vértices sobre la curva y == ¢~ ", demuestre
que el rectdngulo tiene el drea mds grande posible cuando los dos vértices estdn en los puntos
de inflexién de la curva.

2. Demuestre que | senx — cos x| = /2 para todo x.
3. Demuestre que para todos los valores positivos de x y v,
ey 5
= -
ay

. Demuestre que x2y2(4 — x?)(4 —~ y*} = 16 para todos los nimeros x y y tales que |x| = 2y

l¥] =2
Sia, b, ¢ y d son coastantes tal que
axd + sen bx + sen cx -+ sen dx

iim 5 =
ame0 3%+ 52+ Tat

halie el valor de la suma a + b + ¢ + d.

. Encuentre el punto sobre fa pardbola y = | — x* en el cual la recta tangente corta del primer

cuadrante el tridngulo con el drea mds pequefa.

7. Encuentre los puntos mds altos y més bajos sobre la curva X xy 412

. Esquematice el conjunto de todos {os puntos (x, y) tales que |x + y| < e*,

9. Si Pla, ) es cualquier punto en la parabola v = x%, excepto en el origen, sea Q el punto
q p P P g P

10
1

i3

14.

15.
16

> ..,.P

FIGURA PARA EL PROBLEMA 13

7.

donde la linea normal cruza la pardbola una vez mds. Demuestre que el segmento de linea PQ
tiene 1a longitud mds corta posible cuando a = 1/4/2

;Para que vafores de ¢ la curvay = cx’ + ¢ tiene puntos de inflexién?

Determine los valores del nimero « para los cuales la funcién f no tiene nimeros criticos.

fx)=(a"+a—6)cos2x + (g — x + cos |
Trace la region en el plano que consta de todos los puntos (x, y) tales que
2oy = | —y| syt

Larecta y = mx + b corta a la pardbola y = x* en los puntos A y B (véase la figura). Determine
el punto P en el arco AOB de la paribola que maximiza el 4rea del tridngulo PAS.

ABCD es un trozo cuadrado de papel con lados de longitud | m. Se dibuja un cuarto de circulo
desde B hasta D, con centro en A. El trozo de papel se dobla a lo large de EF con E sobre AB
y F sobre AD, de suerte que A cae sobre el cuarto de circulo, Determine las dreas mdxima y
minima que podria tener el tridngulo AEF.

;Para qué niimeros positivos « la curva y = a* corta a la recta y = x7

(Para qué valores de g es verdadera la ecuacion siguiente?

; (x + a)‘
tim =
X Ay = g

Sea f(x) = a,sen x -+ assen 2x -+ -+« + a, sen nx, donde &\, aa, . . ., 4, son ndmeros reales
y 1 es un entero positivo. Si sabe que | f{x)| = |sen x| para toda x, demuestre que

ey + 2a: + + -+ + na,| <1

352
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- PROBLEMAS ADICIONALES

Pt =

18. Un arco PQ de un circulo subtiende un dngulo central 8, como en la figura. Sea A(8) el drea
entre fa cuerda PQ y el arco PQ. Sea B(6) el drea entre las rectas tangentes PR, QR v el arco.
Encuentre

. A
lim ———
1—0~ B(6)

19. La velocidad del sonido ¢; en una capa superior y ¢; en una capa inferior de roca y el espesor
I de 1a capa superior se pueden calcular mediante fa exploracién sismica si la velocidad del
sonido en 1a capa inferior es mayor que la velocidad en la capa superior. Se hace detonar una
carga de dinamita en el punto P y las sefiales transmitidas se registran en el punto O, el cual

FIGURA PARA EL PROBLEMA 18 estd a una distancia D de P La primera sefial que llega a Q viaja por la superficie y tarda T,

segundos. La siguiente seiial viaja desde el punto P al punto R, desde R a S en la capa inferior

yluego a @, lo cual le lleva T» segundos. La tercera sefial es reflejada por la capa inferior en el

punto medio O de RS y tarda T3 segundos en llegar a Q.

(a) Exprese 7). To y Then funcién de D, 1, ¢, c2 y 6.

(b) DPemuestre que 7> es un minimo cuando sen # = ¢,/ca.

(c) Supongaque D = 1km, 7T = 0265 T, = 0325, T3 = 0.34s Calculeci, 2 v I,

Pl b 10
Rapidez del sonido = ¢, 1

R o)
Rapidez del sonido =,

Nota: Los geofisicos usan esta técnica cuando estudian la estructura de la corteza terrestre, ya
sea con fines de detectar petrdleo o enormes grietas en las rocas.

d 20. ; Para qué valores de ¢ existe una recta que cruce la curva
y=x"+ x> + 124* — 5x + 2 en cuatro puntos diferentes?

5

21. Uno de los problemas que planted el marqués de I"Hospital en su libro de texto Analyse des Infi-
niment Perits concierne a una polea conectada al techo de una habitacién en un punto C me-
diante una cuerda de longitud r. En otro punto B sobre el techo, 2 una distancia d de C (donde

F d > r), una cuerda de longitud £ se conecta a la polea y pasa por éstaen F y se conecta a un

peso W. El peso se libera y alcanza el reposo en su posicidn de equilibrio D. Tal y como argu-
mentd I"Hospital, esto sucede cuando la distancia | ED | se maximiza. Demuestre que cuando
el sistema alcanza el punto de equilibrio, el valor de x es

[+ VP e
{

observe que esta expresion es independiente tanto de W como de £.

et

FIGURA PARA EL PROBLEMA 21

22. Dada una esfera con radio r, encuentre la altura de una pirdmide de volumen minimo cuya
base es un cuadrado y cuyas caras base y triangular son tangentes a la esfera. ;Qué sucede si
la base de la pirdmide es un #-gono regular? (Un n-gono regular es un poligono con » lados y
dngulos iguales.) (Use el hecho de gue el volumen de una pirdmide es A#, donde A es el drea
de la base.)

23. Suponga que una bola de nieve se funde de tal modo que su volumen disminuye en proporcitn
directa a su drea superficial. Si tarda tres horas en que la bola disminuya a la mitad de su vo-
lumen original, ;cudnto tardard fa bola en fundirse totalmente?

24. Una burbuja hemiesférica se coloca sobre una burbuja esférica de radio 1. Después, una burbuja
hemisférica mds pequeiia se coloca sobre [a primera. Este proceso prosigue hasta que se forman
# cdmaras, inciuso la esfera. (La figura muestra el caso r = 4.) Utilice fa induccidn matemadtica

FIGURA PARA EL PROBLEMA 24 para probar que la altura méxima de cualquier torre de burbujas con n edmaras es | + /7.
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