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REGLAS
DE DERIVACION

Lt ¥ =f(\} = 5(?;_1;?

Coox %f’(ir}

Al medir Jas pendientes en puntos que se localizan en la
curva seno obtiene claras evidencias de que la derivada de
la funcidn seno es la funcién coseno

Hasta aqui, ha visto cémo interpretar las derivadas como pendientes y relaciones de
cambio y ha estudiado cémo estimar las derivadas de funciones dadas por medio de tablas
de valores. También ha aprendido la manera de graficar las derivadas de funciones

que se definen grificamente y ha usado la definicién de derivada para calcular las
derivadas de funciones definidas mediante férmulas. Pero serfa tedioso si siempre
tuviéra que aplicar la definicion, de modo que, en este capitulo se desarrollan reglas
para hallar derivadas sin tener que usar directamente esa definicién. Estas reglas de

derivacién permiten calcular con relativa facilidad las derivadas de polinomios, funciones
racionales, funciones algebraicas, funciones exponenciales y logaritmicas y funciones tri-
gonométricas inversas. A continnacidn usard estas reglas para resolver problemas en

que intervienen relaciones de cambio, tangentes a curvas paramétricas y la aproximacién
de funciones.
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DERIVADAS DE POLINOMIOS Y DE FUNCIONES EXPONENCIALES

. y=c

pendiente = §

FIGURA 1
La grdficade flx)=ces la
recta ¥ = ¢, por tanto fi{x) =0

y=

pendignie = |

FIGHRA 2
La grifica de f(xv}=xesla
recta ¥ = v, por tanto fv) = |

En esta seccion aprenderd la manera de derivar funciones constantes, funciones de poten-
cias, polinomios y funciones exponenciales.

Empiece por la mds sencilla de todas las funciones, la funcion constante f{x) = c¢. La
grifica de esta funcidn es 1a recta horizontal y == ¢, la cual tiene pendiente 0, de modo que
debe tener f'(x} = 0. (Véase la figura 1.) Una demostracién formal, a partir de la defini-
cion de derivada, también es facil:

T4 ) — .
AT e 4GV P el U S
h h—0 h Jresf}

fix) = lim

En la notacién de Leibniz, se escribe estd notaciéon como sigue:

DERIVADA DE UNA FUNCION CONSTANTE

d
~— () =0
dx

FUNCIONES POTENCIA

En seguida, se consideran las funciones f(x) = x", donde n es un entero positivo. Sin = 1,
la grifica de f(x) = x es larecta y = x, la cual tiene pendiente 1 {véase la figura 2). De
modo que

i L =1

dx

{También puede comprobar la ecuacién | a partir de la definicién de derivada.) Ya ha in-
vestigado los casos n = 2 y n = 3. En efecto, en la seccion 2.8 {ejercicios 17 y 18),
encontré que

! n
£ {x%) = 3"
dx

d
— (Y =72
@ dx (%) = 2x

Para n = 4, la derivada de f{x) = x*, queda como sigue:

von e )= fx) L (xR X
Sy = Jim, p il —
xR A b 6 o dxh 4 b= )
- .'l;ﬂ 1

CAxh + extht + dxlt + !
= lim
=0 b

= fh’u}) {4x? + 6x% + 4xh® + B?) = 4x°

Asi

dx
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@ El tenrema del hinomio se da en ia
pagina de referencia 1

Si compara las ecuaciones (1), (2), (3), surge un patrén. Parece razonable presumir que
cuando 11 €s un entero positivo, {d/dx){x"} = nx""'. Esto resulta cierto. Se demuestra de do
modos; en la segunda demostracién se aplica el teorema del binomio

REGLA DE LA POTENCIA Sin es un entero positivo, en consecuencia

— (x") = nx"!
dx

PRIMERA DEMOSTRACKN Puede verificar la férmuia
\n _ an o (.l' — a)(xrr—l + xn-'ia 4o ,\,'61"“2 4 a;hl)

multiplicando sdlo el lado derecho (o mediante la suma del segundo factor COMoO una se-
rie geométrica). Si f(x) = x”, puede aplicar la ecuacién 2.7.5 para f'(a) y la ecuacién
antertor para escribir

f—flo . x—a

fla) = lim = }im
X X —a Lt X

lim (Xu-‘l + xrrmla e xau“'.’ + an—l)

X—ra

=a"'+a"a+ -+ ad" o
= pg""
SEGUNBA DEHOSTRACION
'%Ilm - .'+l”"'”
£ = 1im Jasm - e

fies ﬁ f1 frea h

Al hallar Ja derivada de x*, tuivo que desarrollar (x + /). En este caso, necesita desarrolla
{x + )"y, para hacerlo, apligue el teorema del binomio:

mn — 1 o _

[.r" +oax® U+ m(wmz-—)x”‘h“ + e+ oaxh"! + h“] —x"

x) == Hm -
f =0 ]1
aln — 1 o
nx" i Aa - 1) 3 )x"“'h' + o F opxht + A"
= lim
Bt h

= Hm [”x”"' 4 M\»”“zl e e ,ln*E + uwl:l
. J 3 X/ 1

porque todos los términos, excepto ¢l primero, tienen i como factor, y, por 1o tanto,
tienden a 0. [

En el ejemplo 1, se ilustra la regla de la potencia usando varias notaciones.

FIEMPLG
{a) Si A(x) = x% después f(x) = 6x°.  (b) Siy=x"", porlo tanto y' = 1000x**

) dy d
Siy = 1% en seguida = 413, — () = 37
(c) Siy en seguida — 4¢ (d) = (r') =3
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- . Qué se puede decir acerca de las funciones potencia con exponentes enteros negati-
vos? En el gjercicio 61 se le pide al lector que compruebe, a partir de la definicidn de

derivada, que
afiy__1
dx \ x x*

Por lo que puede escribir de nuevo esta ecuacién como

d | )
— &)y =(-1)x""
T ™ =(=1
y, por consiguiente, la regla de Ia potencia se cumple cuando 2 = —1. De hecho, en la seccién

siguiente [ejercicio 58(c)] se demuestra que se cumple para todos los enteros negativos.
;Qué sucede si el exponente es una fraccién? En el ejemplo 3 de la seccidn 2.8 en-
contrdé que

lo cual se puede escribir como

. . i
Esto hace ver que la regla de la potencia es verdadera incluse cuando n = 3. De hecho, en
la seccién 3.6, se demuestra que es verdadera para todos los nimeros reales .

REGLA DE LA POTENCIA (VERSION GENERAL) Sin es cualquier nimero real, entonces

d
e (xu — H.‘\'"_I
dx )
= [n la figura 3 se muastra la funcidn ydel EJEMPLO 2 Derive:
ejemplo 2(b} y su derivada y'. Advierta que y {
no es derivable en 0 [y’ no estd definida alli). N — 3o
Observe que y' es positiva cuando y crece, y (a) flx) = y2 (b) +
negativa cuando y decrece.
2 SGLUCiOn En cada caso, reescriba la funcidn como una potencia de x.
5 (a) Como f{x) = x77 aplique la regla de la potencia con n = —2:
¥
-3 : 3 , d -1 ey -3 2
: x}=—{x"") = 2% = 2% = ——
F dx ™) Xt
i / dy d d ., 2 ol 5
— b P Jng _ x-/s =:xu3) i =:x—if3 —
2 () dx a’x( ) )T ? ’
FIGURA 3 .
y=3x? La regla de la potencia permite hallar las lineas rangentes sin hacer uso de fa defini-

¢i6n de una derivada. Ademds permite encontrar linea normales. La linea normal a una
curva C en un punto P es la linea a través de P que es perpendicular a la linea tangente
en P. (En el estudio de lo Optica, necesita considerar el dngulo entre un rayo de luz y Ia
linea normal al lente.)
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3
\ tangente
‘“\\r\mrmal
- IS o 3
1
FIGURA 4

# INTERPREFACION GEQHETRICA DE LA REGLA
DEL MULTIPLO COHSTANTE

//\ ¥ =2f(x)
¥y = flx)

—

.\"

La multiplicacion por ¢ = 2 estira la grafica
verticalmente en un factor de 2. Todas las
elavacionas se han duplicade, pero los avances
permanecen iguales, Las pendientes tambign
se duplican.

i EFEMPLO 3 Halle la ecuacidn de la recta tangente y de la linea normal a la curva y = x./
en el punto (1, 1). Tlustre dibujando la curva y estas lineas.

SOLUCION La derivada de f(x) = x+/x == xx'/? = x3¥? gg
F9 = 107 = 1 =

De este modo, la pendiente de la recta tangente en (1, 1) es £'(1) = 3. Por consiguiente |
ecuacion de la recta tangente es

(10

yﬂlm%(x—l) obien y=3x—

La linea normal es perpendicular a la linea tangente de tal manera que, su pendiente es «
- . 3 . 3 . . . ”
reciproco negativo de 3, es decir, — 3. En estos términos una ecuacién de la linea normal ¢

x -+

[0
Wt

y—1l=-2(x—1) obien y=-
En la figura 4 se traza la grafica de la curva y su recta tangente. {

NUEVAS DERIVADAS A PARTIR DE ANTERIORES

Cuando se forman nuevas funciones a partir de funciones anteriores por adicién, sustrac
cién o multiplicacidn por una constante, sus derivadas se pueden calcular en términos de 1
derivada de sus funciones anteriores. En particular, en la férmula siguiente se afirma qu
la derivada de una constante multiplicada por una funcion es la constante multiplicad
por la derivada de la funcion.

REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE Si ¢ es una constante y f es una funci6n derivable,
en tal caso

d d
< L] = ¢ -1

COMPROBACION Sea g(x) = ¢f (x). Después

g’(x} = h’mw = lim Cf(x - h) - Cf(x)

hea) h h—0 h

— tm C[ fl+ ) — () ]

=0 h

_ o e+ k) =)
= ¢ lim ———————

por 1z fey de los limites 3)
Jm h { ¥

= ¢f"(x) L
EIERPLO £

(a) % (3x') = 3 _d% (r') = 3(4x%) = 124

d d d
(b) oo (=) = =[] = (~D = () = 1) = -1 o

N

La siguiente regla dice que la derivada de una suma de funciones es la suma de la.
derivadas.



= Si se utiliza 12 notacion del apdstrofo,
puede escribir la regla de la suma como

{(Ff+a=f+g
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REGLA BE LA SUMA Sitanto / como g son derivables, entonces
d d d
—_ X _I_ _ - ._I__ PR .
7r L) + 9] = —=fx) + —-g(x)
PRUEBA  F(x) = f(x) + g(x). Entonces
Flx + &) = Flx
F{x) = lim bt A) = Pl
e i
= g L&+ gl D] - [f() + g()]
U ]1
+ . - + —_ "
i [L D S gl ) — )
s} h h
o+ i) - flx c+ k) — glx
— h’m M + h’m M (]701' la IC}' ])
-0 i Fsl h
= f'(x) + ¢'(x) 0

Laregla de la suma se puede extender a la suma de cualquier nimero de funciones. Por

ejemplo, si se aplica este teorema dos veces obtiene

(Frag+ R =[(f+p+hf=(f+gl +h=F+4 +H

Al escribir f — g como f + (—1)g y aplicando la regla de la suma y la del miltiplo cons-

tante, obtiene la férmula signiente.

REGLA DE LA DIFERENCIA Si tanto f como g son derivables, entonces

£ [0 - ) = () ~ - gt)

__Eg

Estas tres reglas se pueden combinar con la regla de la potencia para derivar coalquier

polinomio, como se demuestra en los ejemplos que siguen

EJEMPLO 5

d
I (x* 4+ 12x° —dx* + 10x* — 6x + 5)

d | d d
= () + 12— (&%) —4— (x%) + 10
dx(l) dx(x) l(x)

A
dx

=8x" + 12(5x%) — 4(4x3) + 10(3x3) — 6(1) + 0

=8x7 + 60x* - 16x* + 30x* ~ 6

d d
{(x*) — 65(1) + E(S)
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0,4

/N

(=/3,—5) (/3.-5)

FIGHRA 5
Lacurvay=x'—6x*+4y
sus tangentes horizontales

£7 EJEMPLO 6 Encuentre sobre la curvay = x' — 6x* + 4, los puntos donde la recta tan-
gente es horizontal,

SOLUCION Se tienen tangentes horizontales donde la derivada es cero. Observe que,

dy d ., d ., d
— == — — 65— {(x*)+— 4
dx dx () =6 dx ) dx )

=d4x? = 12x + 0 = 4dx(x* — 3)

Asi, dy/dx =0six =100 x2 =~ 3 =0, es decit, x = x+/3, Por eso, la curva dada tiene
tangentes horizontales cuando x = 0, 3y —+/3. Los puntos correspondientes son (0,4)
(v/3,-5) y (—+/3. ~5). (Véase la figura 5.) o
EJEMPLO 7 La ecuacidn de movimiento de una particula es s = 2 — 5¢ + 3t + 4,
donde s se mide en centimetros y ¢ en segundos. Hallar Ia aceleracion como una funcién

del tiempo. ;Cudl es la aceleracién después de 2 segundos?

soLuctds La velocidad y la aceleracién son
d.
v{r)=—sw6z2 - 10t + 3
dt
(r)md—v— 12r — 10
“ dt
La aceleracion después de 2 s es a(2) = 14 em/s%. 0

FUNCIONES EXPONENCIALES

Intente calcular la derivada de la funci6n exponencial f(x) = ', aplicando la funci6n de
derivada

Flx +h) — fx) a*tht — gt
¥} = 1§ . —_ 1
f ;,11}3) h lelwi}}} h
i a.ta.': - a.l . a.\'(a.': — 1)
= lim = ]im
=0 h im0 h

El factor &' no depende de /1, de modo que puede llevarlo adelante del limite:

Il__,}

f(x) = a" lim

R0 h

Advierta que el limite es el valor de la derivada de f en Q; esto es,

Coat—1
lim
K= h

= f(0)

£ consecuencia, ha demostrado que, si la funcién exponencial f(x) = a" es derivable en 0,
en tal caso es derivable en todas partes y

i) = fQe

En esta ecuacién se afirma que la relacion de cambio de cualquier funcion exponencial es
proporcional a la propia funcion. (La pendiente es proporcional a la altura.)
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) En la tabla que aparece a la izquierda, se da evidencia numérica de la existencia de
F'(0) en los casos a = 2 y a = 3. (Los valores se dan correctos hasta cuatro cifras de-
o v cimales.) Parece que los limites existen y
. 2 :
! I it 2y
Paraa =2 f{0) = lim——— = (.69
0.1 0.7177 11652 =k
(L 0.6956 1.1047 3
0.001 0.6934 £.0992 Paraa =3 f{0) = Him ——— = .10
000014 (16932 10987 =0 h
De hecho, se establecen los limites existentes y, correctos hasta seis cifras decimales, los
valores son
d d
— (29 = (.693147 ~= (3%) = 1.098612
dx et dx x=()
Por esto, de la ecuacién 4
d .. _ d . .
[5] — (2%) = (0.69)2" — (3%) ~= (1.10}3"
dx dx
De todas las ecuactones posibles para la base a de la ecuacion 4, se tiene la férmula mds
sencilla de derivacién cuando f°(0) = 1. En vista de las estimaciones de f/(0) para a = 2
y a = 3, parece razonable que exista un nimero a entre 2 y 3 para el que f'(0) = 1. Es
radicional denotar este valor con la letra e. (De hecho, asi se presentd e en la seccidn 1.5.)
Por esto se tiene la siguiente definicién
= En el gjercicio 1 verd que e se encuentra DEFINIC:ON DEL NOMERO ¢
entre 2.7 y 2.8, Mds adeiante serd capaz de
demostrar que e con cinco cifras decimales es LR
e = 271828 e es el nimero tal que Ilmg T =]
(] 1

Geométricamente, esto significa que de todas las funciones exponenciales posibles y =
', la funcidn f(x) = e* es aquella cuya recta tangente en (0, 1) tiene una pendiente f'(0)
que es exactamente 1. (Véase las figuras 6 y 7.)

¥ ¥

pendieste = ¢*

1A L+ pendiente = |
/ y=e'

¢ X 0 X

. FIGURA & FIGURA 7

Si pone @ = ey, por lo tanto, £°(0) == I en la ecuacidn 4, se convierte en la importante
férmula de derivacién que se proporciona a continuacién.
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DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

gE e Visual 3.1 aplica el alcance de una d
pendiente para examinar esta formula T (e') = ¢
ax

De donde la funcién exponencial f{x} = ¢' tiene la propiedad de que es su propia deri
vada. El significado geométrico de esto es que la pendiente de una recta tangente a la curv;
vy = ¢ es igual a la coordenada y del punto (véase la figura 7).

B2 E[EMPLO & Si f(x) = ¢" — x, encuentre fy f”. Compare las grdficas de f y f".

SOLUCION Si se aplica la regla de la diferencia, tiene

f
\— f’(_\')“—-— d (c)(___x)=_‘§'_:_(e,\)____(_J_(x)=€-v__ 1
A

dx dx
I
~1.5 1.5 En la seccién 2.8 se define la segunda derivada como la derivada de £, asi
d . _d d
-] Moy = —fe* — |V = —{g*) — — (1) = &*
fo) ==l )=l - =e

FIGURA 8

La funcidn f'y su derivada f* se grafican en la figura 8. Observe que f tiene una tan-
gente horizonial cuando x = 0; esto corresponde al hecho de que £(0) = 0. Asimismo,
observe que para x > 0, f'(x) es positiva v f es creciente. Cuando x << (0, f'(x) es nega-

tiva y f es decreciente. L
L]

EJEMPLO 9 ;En cudl punto de la curva y = ¢' la recta tangente es paralela a la recta
y = 2x?

soLycion Como vy = &', tenemos y’ = ¢*. Sea a la coordenada x del punto en cuestién
Después, la pendiente de la recta tangente en ese punto es ¢°. Esta recta tangente serd pa
ralela a la recta y = 2x si tiene la misma pendiente; es decir, 2. Si se igualan las pendien
tes, tiene

el =72 a=1In2
FIGURA ¢
Por lo tanto, el punto requerido es (a, e*) = (In 2, 2). {Véase la figura 9.) L
] 3.1 | EJERCICIOS
1. (a) (Como se define el ndmero 7 (b) ;Qué tipos de funciones son f{x) = ¢'y g(x) = x*?
(b} Use una calculadora para estimar los valores de los limites . Compare las férmulas de derivacidn para f y g.
AT — 28— (c) ;Cual de las dos funciones del inciso (b) crece con mayo.
lim ————— y T T ]
bt i IO I} rapidez cuando x es grande?
correctos hasta dos cifras decimales. ; Qué puede concluir 3-32 Derive fa funcion.
acerca del valor de ¢? 3. f(x) = 1865 4, flx) = /30
2. (a) Dibuje, a mano, la funcién f(x) = e*, poniendo particular 5 fln=2- %,. b F(x) = % Xt
atencidén a la forma en que la grafica cruza el eje v. ,Qué . ’ " .
hecho le permite hacer esto? 7. flx)=x"—dx + 6 & [ =510~ 37+ 1.




9. fl) =3+ 8) 10, h(x) = {x — )2 + 3)
Ly 12, y = 5e" + 3
13, Vi) =370 1. R(r) = 573
12 )
13 Als) = — "';7{" 16. By = oy o
17, Glo = Vx = 2¢° 18 v = Jx
$ . !
19, Fix) = (1x) 0. f10=Vi-
91, v = ax’ + by + ¢ 22 v=Jx(x— 1)
T ” oxr =2V
Blr= NE R
95, v = 47’ 26. glu) = 2u + 3n
|,' .
97, Hx = (x + )3 2. v =aqe' + 5 + U‘Z
l 2
29.1!$\5/;+4\/J:§ 30‘?): \/‘:"l"‘——‘
Ux
!
3}.:315—0'+B(3" 3L _\r=e|‘*|+ 1
¥

33-34 Hallar ana ecuacién de la linea tangente a la curva en el
punto que se indica.

34, y = e -x (1.2}

Boy=Yx, (LD

35-36 Determine una ecuacién de la tangente y la normal a la
curva en el punto dado.

L BSiy=axt+ 200 (0,2) 36. y=(1+2v (1.9

Ak ‘.

37-38 Formule una ecuacion para la tangente a la curva en
el punto dado. Grafique la curva y la tangente en la misma
pantalla.

Wy =36~ 2, (1,2) B y=x— /5, (1.0)

£ 39-42 Encuentre F/{x). Compare las grificas de f y f' y Gselas
enseguida para explicar por qué su respuesta es razonable.

30, f(x) = e* — 5x 40, Flx) = 3x° - 20" + 50x

L) =3x% ~ 523+ 3 42 flx)==x+ —1—

Eﬁ 43. (a) Use una calculadora graficadora o una computadora para

rectdngulo de visualizacion [—3, 3] por [— 10, 501

dibujar la funcién f(x) = x* — 3x* — 6x* + Tx + 30enel
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{b) Utilizando la gréfica del inciso (a) para estimar pendientes,
haga a mano un boceto aproximado de la grifica de [,
(Véase el ejemplo | de la seccion 2.9.)

{¢) Caleule f'(x} y use esta expresion, con un aparato grafica-
dor, para dibujar f7. Compare con el boceto que trazé usted
en el inciso (b).

44. () Utilice un dispositive graticador o una computadora para
dibujar Ia funcion g{x) = ¢* — 3x% en el rectdngulo de
visualizacién { —1, 4] por [ 8. 8].

(b) Aplicando la gréifica del inciso {a) para estimar pendientes,
haga a mano un hoceto aproximado de la grifica de ¢’
(Véase el ejemplo 1 de ta seceitn 2.8.)

{c) Calcule g'(x) y aplique esta expresion, con un dispositivo gra-
ficador, para dibujar g'. Compare con su boceto del inciso (b).

45-46 Hallar la primera y segunda derivadas de la funcién

Gy = r +3Jr

45, f(x) = x* — 32" + 16x

47-48 Hailar la primera y segunda derivadas de la funcién.
Verifique para ver que sus respuestas sean razenables al comparar
fas grificas de f, ' y f*

47. f{x) = 2x — 5" 48, flx)=¢ -1

La ecuacion de movimiento de una particula es s = r* — 31, donde
5 estd en metros y ! en segundos. Hallar

(a) la velocidad y aceleracion como funciones de 1.
(b) la aceleracion después de 2 5, y
(c) la aceleracion cueando la velocidad es O

50. La ecuacidén de movimiento de una particula es
s =20 — 7 + 4t + |, donde 5 esla en metros y 7 en
segundos.

(1) Hallar 1a velocidad y aceleracion como funciones de 1.

(b) Hallar la aceleracion después de | s.

i

(¢) grafique las funciones, posicién, velocidad y aceleracidn en
la misma pantalla

I51.] Encuentre Jos puntos sobre la curva y = 2x7 -+ 327 — 12x + |
donde la tangente es horizontal

57. ;Para qué valores de x tiene una tangente horizontal fa
grificade f(x) =x' + 307 + x + 37

53. Demuestre que la curva ¥ = 6x° + 5x — 3 no tiene recta tan-
gente con pendienie 4.

54. Encuentre una ecuacion de la linea tangente a lacurva y = x \/1-
que es paralelaalalineay =1 + 3x

55. Hallar una ecuacién de ambas lineas que son tangente a la curva

y=1+ x"yparalela a laliea 12x — y = |

14 56, (En qué punto sobye lacurva y = ] + 2" — 3x es la recta tan-
gente paralela a Ja recta 3x — v = 5. llistzelo dibujando la curva
y ambas lineas.
57. Establezca una ecuacién de la linea normal a la pardbola

y=x —5x-+dqueesparalelaalalineax — 34 =35
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58.

[}l CAPITULO 3 REGLAS DE DERIVACIGN

;Dénde corta por segunda vez la normal a la parébola
y = x — x* que pasa por el punto (1, 0) a la misma pardbola?
Elabore un esquema.

Dibuje on diagrama para demostrar que hay dos rectas tan-

60,

61,

62

.

63

by

4.

05

h

0b.

67,

68.

gentes a la pardbola y = x? que pasan por el punto (0, —4).
Encuentre las coordenadas de los puntos donde estas rectas
rangentes intersecan la pardbola.

(a) Halle ecuaciones de ambas rectas que pasan por el punto
(2, —3) que sean tangentes a la pardbola y = x* + x.

{b} Muestre que no hay ninguna linea que pase por el punto (2,7)
que &s tangenie a la pardbola. Cuando dibuje el diagrama verd
por qué.

Aplique la definici6n de derivada para demostrar que si
Flx) = 1/x, después f'(x) = —1/x". (Esto demuestra la regla
de la potencia para el cason = —1.)

Encuentre la derivada r-ésima de cada funcidn calculando las
primeras derivadas y observe el patrén que se desarrolla

Flx) = 1x

Hallar un polinomio de segundo grado P de tal manera que
P(2y=35P(2y=3yP(2)=2

(a) f(x) =x"

La ecuacién ¥” + 3 — 2y = & se [e denomina ecuacion diferen-
cial porque involucra une funcién desconocida y y sus derivadas
¥ v " Hallar las constantes A, B y C de tal manera que la funcion
y == AV + Bx + C satisface esta ecuacién. (Las ecuaciones dife-
renciales se estudiardn con detalle en ¢l capitulo 9.}

Hallar una funcién cibica y = ax® + 52® + cx + d cuya grifica
tiene una tangente horizontal en los puntos (—2.6) ¥ (2,0},

Hallar una paribola con ecuacién y == ax® + by + ¢ que tiene
pendiente 4 en x = |, pendiente —8 en x = —1, y pasa a través
de el punto (2, 15).

Sean

st v =1
si x> 1

N 2 X
fl = r=2x 42

.Es derivable f en 1?7 Dibuje las grificas fy f'.

+En qué valores la funcién siguiente g es derivabie?
-] —2x six<—lI
glx) = § x° si—l=x=1
x si x> 1

Proporcione una férmula para g’ y teace las grificas de g y ¢’

PROVECTO DE

49.

70,

7

72

74.

75

76,

Evaliie ll'mI LA
=X =

78.

79.

80.

() ;Para qué valores de x la funcién f(x) = |x* — 9]es
derivable? Encuentee una férmula para f'.
(b) Grafique fvy f'.

.Dénde es derivable la funcién A(x) = |x ~ 1] + |x + 29
Proporcione una férmula para k' y grafique h y .

Determine la pardbola con ecuacién y = ax® + bx cuya
tangente en (1, 1) tiene por ecuacidén y = 3x — 2,

Considere la curva y = x* + ax® + bx® + ex + d que tiene
una linea tangente donde x = O con ecuacién y = 2x + 1 y una
linea tangente cuando x = 1 con ecuacién y = 2 + 3x. Halle
los valores de a, b, c y d.

;Para qué valores de a y bes larecta 2x + y = b tangente a la
pardbola y = ax® cuando x = 2?

Hallar el valor de ¢ tal que la linea y = %x + 6 es tangenie a
la curva y = ¢ +/x.

Sea

x* sixy=?2

flo) = {nzx +5 six>2

Determine los valores de m y b que hacen que f sea siempre
derivable.

Se dibuja una recta tangente a la hipérbola xy = ¢ en un punto P,

(a) Demuestre que el punto medio de este segmento de la recta
que se corta de su recta tangente mediante los ejes de coor-
denadas es P.

(b) Demuestre que el tridngulo formado por la recta tangente y
los ejes de coordenadas tiene siempre la misma drea, sin
importar dénde se ubigue P sobre la hipérbola.

.IDUD_I

1

Dibuje un diagrama en el que se muestren dos rectas perpendi-
culares gue se intersecan sobre el eje y, y son tangentes a la pa
ribola y = x* ;Ddnde se intersecan estas rectas?

. 1 - < -
Sic > =, jcudntas lineas a través del punto (0, c) son lineas
. . 1
normales a la pardbola y = x*? ;que sucede si ¢ < 57

Dibuje la pardbola y = x* y y = x* — 2x + 2. ;Considera que
existe una lHnea gque es tangente a ambas curvas? De ser asi,
hallar su ecuacidn. 5i no es asi, ;Por qué no?

CONSTRUCCION DE UNA MONTANA RUSA

APLICACION

Suponga que se le solicita que disefie el primer ascenso y descenso de una montafia rusa nueva. Des-

pués de estudiar fotografias de sus montafias rusas predilectas, decide hacer la pendiente del ascenso
0.8 y la del descenso — 1.6, Opta por conectar estos dos tramos rectos y = Li(x} y ¥y = La(x} me-
diante parte de una pardbola y = f(x) = ax* + bx + ¢, donde x y f(x) se miden en pies. Para que
el trayecto sea uniforme no pueden existir cambios abruptos de direccitn, por lo tanto desea que 1os
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i

segmentos lineales L, y L sean tangentes a la pardbola en los puntos de transigidn Py . (Véase la
figura.) Para simplificar las ecuaciones decide sitvar el origen en P.

I. (a) Suponga que la distancia horizontal entre P y £ es 100 pies. Escriba ecuaciones en «, b
y ¢ que aseguren que el trayecto es suave en fos puntos de transicidn.
{b) Resuelva la ecuacidn del inciso (a) para @, b y ¢ para haltar una férmula para f{x).

] (c) Dibuje L, fy L. para verificar que las transiciones son uniformes.
{d) Encuentre la diferenciz en elevacion entre Py Q.
2. La soluci6n del problema | quizd parezca suave, pero es posible que no se sienta suave debido

a que la pieza definida como funcidn [consistente de Ly(x) para x < 0, f{x) para 0 < x = 100
y Lz(x) para x > 100] no tiene una segunda derivada continua. Por consiguiente decide mejorar
el disefio aplicando una funcién cuadrética g(x) = ax* + bx + ¢ dnicamente en el intervalo
10 = x = 90 y conectdndolo con las funciones lineales por medio de dos funcicnes ciibicas:

glx) = kx* + Ie* + mx + 0 0=s=x<10
Bx)=px*+ g+ et s 90 <x =100
(a) Escriba un sistema de ecuaciones en 11 incognitas que aseguren gue las funciones y sus
dos primeras derivadas coincidan en los puntos de transicién.
LS (b) Resuelva las ecuaciones del inciso {a) con un sistema de compute algebraico para encontrar

las férmulas para g(x), g{x) y h(x).
(c) Dibuje Ly, g, g, It ¥ L, y compérelos con las gréficas del problema 1 inciso (¢).

3.2 LAS REGLAS DEL PRODUCTO Y EL COCIENTE

Las férmulas de esta seccidn permiten derivar nuevas funciones formadas a partir de ante-
riores, por multiplicacidn o divisidn.

REGLA DEL PRODUCTO

or analogfa con las reglas de la sama y la diferencia, podria sentirse la tentacién de
presumir —como Leibniz lo hizo hace tres siglos— que la derivada de un producto es
el producto de las derivadas. Sin embargo, puede ver que esta suposicidn es errdénea al
considerar un ejemplo particular. Sea f(x) = x y g(x) = x*. Por lo tanto la regla de la
potencia da f'(x) = 1 y g'(x) = 2x. Pero {fg)(x) = x°, de modo que (fg)'(x) = 3x° Por
eso, (fg)’ # f'g'. La férmala correcta fue descubierta por Leibniz (poco tiempo des-
pués de su falso inicio) y se llama regla del producto.

Antes de enunciar la regla del producto, vea cémo podria descubrirla. En el caso don-
de tanto u = f(x} como v = g(x) son funcicnes positivas, puede interpretar el producto
up como un drea de un rectingulo {véase la figura 1}. Si x cambia una cantidad Ax, en
seguida los cambios correspondientes en ¢ y ¢ son

An = flx + Ax) — f(x) Ap = g(x + Ax) — g{x)

] Aut

FIGURA 1

el nuevo valor del producto, (« -+ Au){v + Av), se puede interpretar como el drea del
La geometria de la regla del producto y P ( A ) P P

rectdngulo grande en la figura 1 (siempre que Au y Aw sean positivos).
El cambio en el 4rea del rectdngulo es
" \

1] Alwy) =(u + A)o + A0) —wv=ulv + v Au + Au v

= la suma de las tres dreas sombreadas




# Recuerde gue en la notacion de Leibniz la
definicion de derivada se puede escribir como
dy Ay

2 oo lim =
dx ol Ax

= En notacion prima:
(fg) = fg' +gf"

w En la figura 2 se muestran las gréficas de
ta funcién £ del ejemplo 1 y su derivada f*.
Advierta que f”(x) es positiva cuando f crece
y negativa cuando § disminuye.

-
“
AN—

FIGURA 2
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Si divide entre Ax, obtiene

Awo) Av Bu 4B
Ax Ax U Ax “Ax

Si ahora hace que Ax — 0, obtiene la derivada de wv.

Alu) (l Av A Av)

I (v} = Al}@ﬁ Ax = AIA@Q t”&; + uA—x + A”E{

i A2 4y 1m 2% tim A )( 1m 22
" A.}E:lu Ax ﬂa.\%g}o Ax A}TO # Aim{] Ax

dy dut dv
=y—tp— + 0 —
i e v T 0 ™
d dv du
—— =y — 4y —
@ dx (o) = u dx v dax

{Advierta que A —> 0 cuando Ax — 0, puesto que f es derivable y, por lo tanto, con-
tinua.)

Aun cuando se parti6 de la hipétesis (para la interpretacién geométrica) que todas las
cantidades son positivas, observe que la ecuacién 1 siempre es verdadera. (El dlgebra
es vdlida si u, ¥, Au 'y Av son positivas o negativas.) De modo que ha probado la ecuacion 2,
conocida como regla del producto, para todas las funciones diferenciables u y v.

REGLA DEL PRODUCTO Si tanto f como g son derivables, en tal caso

L L) = 1) - L] + ) = L]

En palabras, la regla del producto expresa que la derivada de un producto de dos fun-
ciones es la primera funcién multiplicada por la derivada de la segunda funcidn, mds la
segunda funcion multiplicada por la derivada de la primera funcion.

EJEMPLO 1

(a) Si f(x) = xe*, encuentre f'(x).
(2) Hallar Ia n-ésima derivada, f(x).

SOLUCIOR

{a) Por la regla del producto se tiene

= () = - (07) + 5

=xe"+ e 1= (x+ De*

(x)

(b) Aplicando la regla del producto una segunda vez se obtiene

da
dx

fx) = 4 [(x+ Le*]=(x + 1)i () + " {x+ 1)
dx dx

=(x+Def+e 1= (x+2)



= En el ejemplo 2, ay b son constantes. En
matematicas as habitual aplicar letras cerca
del inicic del alfabeto para representar
constanies v las letras cercanas del final del
alfabeto representan variables

SECCION 3.2 LAS REGLAS DEL PRODUCTO Y EL COCIENTE  |}i| 185

La aplicacidn adictonal de la regia del producto proporciona
Fx) = (x + 3)e FHR) = (x + )¢t
En realidad, cada derivada que sigue adiciona otro término &', de esa manera
fUHx) = (x + n)e* 0
EJEMPLO 2 Derive la funcién f() = /t (@ + bi). |

SCLUCION 1 Si se aplica la regla del producto, tiene
£ =i (@ = b) + (@ + b (D)
dt ' dt
=t-b+(a+bt) 7
at+bt a+ 3

= bt + AW

SOLUCION 2 Si en primer lugar usa las leyes de los exponentes para volver a escribir f(1),
después puede proceder directamente, sin aplicar la regla del producto.

f(t} = ﬂ"\/} -+ b,r\/; = at'* + th/’z
FIO) = 3ar 12 + 3\

la cual equivale a la respuesta de a solucion 1. O

En el ejemplo 2 se muestra que a veces es mas facil simplificar un producto de funcio-
nes que utilizar la regla del producto. Sin embargo, en el ejemplo | esta regla es el dinico
método posible.

EJEMPLO 3 Si f(x) = x g(x), donde g(4) = 2y g'(4) = 3, encuentre f'(4).

SOLUCION Si se aplica Ia regla del producto, obtiene

700 =< [VE 9] = V& - Tg) + o) o [V5]
X X X

= Vg + gl - 307 = Vg + 293%
De este modo  £'(4) = /4 ’(4)+ﬂ=2.3+_%ﬁm65 0]
! 2+/4 2.2

REGLA DEL COCIENTE

Encontrar una regla para derivar el cociente de dos funciones derivables u = f(x) ¥

v = g(x) de manera muy similar a como se encontré la regla del producto. i x, 1y ¢

cambian en cantidades Ax, Au y Ay, en tal caso el cambio correspondiente en el cocien-
te u/v es 1

1
‘l

A(E) w+ An w (u + Awp — u(w + Av)  vAu — ulv

v v+ Av v plo + Aw) T (e + Av)
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DOF €30
A B
d (fi) g M) "Axr "Ax
dx\ v a0 Ax ar—o  ply -+ Av)

A medida que Ax — 0, Ay — 0 también porque g es derivahle y por consiguiente con-
tinua. Asi, al aplicar las leyes de los {imites, obtiene

. Av du dv
-y lim —  v——

T,
v lim ~— H—
d{u) a0 Ax a—0 Ay dx dx
dx\ v v lfm (v + Av) v
Axv—0

REGLA DEL COCIENTE Si tanto f como g son diferenciables, entonces

12

2T rg] 9G] — ) o)
[ ]ﬂ [g()]*

dx | gl

En palabras, en la regla del cociente se expresa que la derivada de un cociente es el de-
nominador multiplicado por la derivada del mumerador, menos el numerador multiplica-
do por la derivada del denominador; todo dividido entre el cuadrado del denominador.

La regla del cociente y las otras férmulas de derivacion permiten calcular la derivada
de cualquier funcién racional, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

] X hx—-2
4 EJEMPLO 4 Sea y = —— . Entonces
46
1 . ) d
{(x* + G)L(x‘“ +x=2)—(x"+x— 2)— (x* + 6)
dx dx

(x* + 6)°

(x3 +6)(2x + 1) — (x* +x — 2)(3x2)
(x* + 6)°

(2x* + x° + 12x + 6) = (3x* + 32% - 6x7)
(x3 + 6)°

—xt =23+ 6xP+ 125+ 6
(x3 + 6)° U

B EJEMPLO 5 Encuentre una ecuacion de Ja recta tangente a lacurvay = e¥/(1 + x%) en
el punto (1, &/2).

$oLUCiON De acuerdo con fa regla del cociente

(1 +x3)~i
_dl dx

dx (] + x?')z .

d
(e*) — e* — (1 + x%)
dx

(0 +x¥e’ — e 2x) (1 =)
(1 + x?)? VEESE




FIGURA 4
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De modo que la pendiente de la recta tangente en (1, %«e) es

@

= 0
d.\f x={

- - i - + . 1 .
Esto significa que Ja recta tangente en (1, ) es horizontal y su ecuaci6n es y = se. [Véase

la figura 4. Advierta que la funcién es creciente y cruza su recta tangente en (1, -;-e}.} 0
~H0TA] No use la regla del cociente cada vez que vea un cociente. A veces es mds

facil volver a escribir un cociente para ponerlo en una forma que sea mds sencilla para ios
fines de derivacién. Por ejemplo, aun cuando es posible derivar 1a funcidén

i + .
) = 3x? 4+ 24/x
X

aplicando la regla del cociente es mds facil dividir primero v escribir la funcién como

Flx) = 3x + 2x7172

antes de dertvar.

Se resumen las férmulas de derivacién que ha aprendido hasta el momento como se des-
cribe a continuacion:

2. Encuentre la derivada de la funcién

Flx) =

Vx

£ Cusdl método prefiere?

3*26 Derive la funcién

I X

e’ 7

X

x = 3x/x

de dos maneras: primero aplicando la regla del cociente y
simplificando. Demuestre que sus respuestas son equivalentes,

{;’g/f(x} = (' + 2x)e* 2 4 g(x) = Jxer

5.y= ] E 6.ym

TABLA DE FORMULAS DE DERIVACIGN d d | i . .
—(¢) =0 — (x") = nx —(e*) = ¢
dx dx dx
(cfY =cf (frg=f+g (f=9 =f -9
, , , Y _aof -1
(fgY =fg' +af (— =T
g g
132 EJERCICIOS
1. Encuentre la derivada de y = (x* + 1)(x* + 1) de dos maneras: 7. g(0) = 3x — 1 8 £ = 2t
aplicando Ia regla del producto y efectuando primero la multi- "9 2x + 1 : 4+ 1
plicacién. ;Sus respuestas son equivalentes? 9. V(x) = (2x + 3)x* — 2x)

10. ¥4) = (™ + )’ — 269
T3 Fy) = (;L - }%)(y + 5¢%)
12. R() = {t + {3 — )

3

X x4+ 1
13 y= Sy
T TE 14}1‘ -2
£42 t !
15 y=——F— 16,y = ————
L P y {r— 1P
x l
¢ 17. y = (F = 2¥)e" 18 y=

1+ux s + ke
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9. y= ”%—“%’ﬁm 20, = = w¥(w + ce¥)

2. £l =3 f’\ﬁ 22. () =f—?”m\[i

2. £ mB—f—&? 2. flx) = 1\;’:‘

) Fl) = —— 2. ()= ji
vk

R

3730 Hallar f'(x) y f'{x}
27, fix) = x'e' 28, flx) = 2

X X
[+ 2¢ 80 flo =773

29, flx) =

31-32 Enconirar una ecuacion de la Hnea tangente & la curva que
se proporciona en el punto especifico.

2x ¢
. {11 32, .
x+ 1 ( ) l by

3 y=

33-34 Halle ecuaciones de las rectas tangentes y de las rectas
normales a la curva dada en el punio que se especifica,

33} v = 2xet, (0LO) M oy= (4, 0.4)

35. (a) La curva ¥ = 1/(1 + x*) se [lama bruja de Agnesi.
Encuentre una ecuacién de la recta tangente a esta
curva en el punto (-— 1)
(b) Tlustre el inciso (a) trazando las grificas de lacurvay la
recta tangente en la misma pantaila.

{a) La curva v = x/(1 -+ x7) se llama serpentina, Ercuentre

una ecuacion de la recta tangente a esta curva en el punto
(3,03}

{b) Tustre el inciso (a) dibujando la curva y la recta tangente en
la misma pantalla. .

37, {a) Si f(x) = ¢%/x*, encuentre f(x}.
(b) Compruehe que su respuesta al inciso {a) es razonable
comparando las grificas de f y [

38. (a) Si fla) = x/(x* — 1), halle f'(x).
{b) Compruebe que su respuesta al inciso (a) es razonable
comparando las grificas de f y f'.

39, (a) Si f(x) = (x — D¢, hatlar f'(x) y f(x)
(b Verifigue para ver que sus respuestas en el inciso (a) son
razonables al comparar los gréficas de f. f y f*.

40, () Si F(x) = /(7 + 1), hallar £7(x) y f(x).
{b) Verifique para comprobar gue sus respuestas en el inciso (
son son jusias al comparar los grdficas de f, /'y f”.

&1, Siflx) =M1 + ) hallar f7(1).
42, Sig{x) = x/e*, hallar g*'(x}.

43 Suponga que f(5) = 1, f'(5}) = 6. g(5} = —3yg(5) =2 E
cuentre los valores siguientes
(a) (fgY'(5)
(e) (g/f)(5)

(b) (fg)'(5)

4

.

. Considere que f(z) = -3 ’g(z) - 4! ff{z} = -3 y
g'(2) = 7, encuentre #1{2).

(a) hix) = 5flx) — 4g{n} (b)Y h{x) = flx)glx)

S @ i) = —2

(c) hlx) = " TH o Py

Si f{x) = e*glx), donde g{0) = 2 y g'(0) = 5, halle f(0).

4

(2l

. Si A2} = 4y h{2) = —3, encuentre

i h{x)
dx X

47. Si [y ¢ son las funcianes cuyas grificas se ilustran, sean
wtx) = Flogls) y olx) = Flx)/g(x).
(b} Encuentre #{5}.

=2

(a) Encuentre «'(1).

g

]

48. Sea P(1) = F(OG{x) y Q(x) = F(x)}/G(x), donde F y G sor
las funciones cuyas grdficas se muestran

(a) Encuentre P'(2). (b) Encuentre Q'(7).
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9, Si g es una funcién derivable, encuenire una expresidn para la meodo que g = f(p). Luego el ingreso total que se percibe con

derivada de cada una de las funciones siguientes. el precio de venta p es R(p) = pf{p).
. (x) {a) ;Qué significa afirmar que f(20) = 10000 y
(@ ¥ = xg(x) (b) y=—— () y=24% £1(20) = ~350?
glx) X

{b) Suponiendo los valores del inciso (a), encueatre R'{20)

v . ‘e ¢ interprete su respuesta.
;{ﬁ Si f es una funcién derivable, encuentre una expresion para la P puests

derivada de cada una de las funciones siguientes. {a) Utilice la regla del producto dos veces para probar que si f,
gy} son derivables. en tal caso

@ » = () () y =5 (fgh)' = Fgh + fy'h + fg'.
a e @ oe P (b) Tome f = g = hen el inciso (a) y demuestre gue
(C) ¥ f(x) ¥ \/}

o R —
o LAY =3[ AT ()

@f ;Cudntas rectas tangentes a la curva y = x/(x + 1) pasan por

h {c) Aplique el resuitado del inciso (b) para derivar y = e,
el punto (1, 2)7 ;En qué puntos toca la curva estas rectas

tangentes? 56. (a) Si F(x) = f{x)g(x). donde f y g son derivables en todos los
ordenes y demostrar que F” = f'yg + 2f'g" + fg".
52, Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva (b) Hallar formulas similares para F” y F©.
T (c) Intente una formula para F™,
y ==
x -+ 1

57. Hallar expresiones para las primeras cinco derivadas de
F(x) = x%¢*. ;Observa alglin patrén en estas expresiones”?

que sean paralelas a farecta x — 2y = 2,
Intente una formula para f™(x) y compruebe aplicando

53. En esle ejercicio estime la proporcién a la que se estd induccién matemdtica.
elevando ¢l ingreso persenal total en el &rea metropolitana de 58. (a) Si g es derivable la regla del reciproco dice que
Richmond-Petersburg, Virginia. Ern 1999, 12 poblacién de esta ,
irea era 961 400 y la poblacién aumentaba en airededor de 4 [L:| =4 (x) .
9 200 personas al afio. El ingreso anual promedio era $30593 e | glx) [g()T*
per ¢ipit, y este promedio aumentaba en cerca de $1 400 ai afio Aplique la regla del cociente para comprobar 1a regla del
(ligeramente por arriba del promedio nacional de alrededor de reciproco
$1 225 gl afio). Use la regla del producto y estas cifras para (b) Utilice la regla del reciproco para derivar la funcion del
estimar la proporcién en la que estaba anmentando el ingreso ejercicio 8.
personal total en ef drea de Richmond-Petersburg en 1999. (c) Utilice la regla del reciproco para comprobar que la regla de la
Explique el significado de cada término en la regla del producto. potencia es vilida para nimeros enteros negativos, es decir,
34. Un fabricante produce rollos de una tela con un ancho A {x7") = —px !
fijo. La cantidad g de esta tela (medida en yardas) que se ven- dx
de es funcion del precio de venta p {en dolares por yarda), de para todos los niimeros enteros positivos 2.

3.3| DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

# En el apandice D se ¢a un repaso de las Antes de iniciar esta seccion, quizd podria necesitar repasar las funciones trigonométricas.
funciones trigonométricas En particular, es importante recordar que cuando habla de la funcién £ definida para todos
los ndmeros reales x por

flx) =senx

se entiende que sen x significa el seno del dngulo cuya medida en radianes es x. Se cum-
ple una convencién similar para las demads funciones trigonométricas: cos, tan, Csc, SeC Yy
cot. Recuerde, por lo que se vio en la seccidn 2.5, que todas las funciohes‘ trigonométiricas
son continuas en cada nimero en sus dominios.

Si traza Ia grifica de la funcién f{x) = sen x y utiliza la interpretacién de f'{x) como
la pendiente de la tangente a la curva seno para trazar la grifica de f” (véase el gjercicio 14
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B2 Visual 3.3 muestra una animacion
de la figura |

FIGURA |

% Se usa la formula de la adicion para el senc.

Véase el apéndice D.

de 1a seccidn 2.8), parece que la grifica de esta dltima es la misma que la curva coseng
(véase figura 1).

¥

oo
to =
/
\@

¥

i g

Intente confirmar la conjetura de que si f(x) = sen x, por lo tanto f(x) = cos x. A partir de

la definicién de derivada

sen(x + /1) — senx

= lim
it—s0 h

flx + h) = flx)
I

fx) = lim

sen x cos ft ++ cos x senf — sen x

= lim
] Jr’l
3 senx cosh — senx  COSX Senh
= lim +
h—0 h h.
j cosh — 1 sen /1
= lim | sen x { —— | + cos x
froe) h h
) . cosh—1 ; . senh
1] = lim sen x - lim ~————= + lim cos x + lim
-0 10 h fi=0 -0 h

Dos de estos cuatro limites son ficiles de evaluar. Puesto que se considera a x como cons-
tante al calcular un limite cuando /# — 0, tiene

lim sen x = sen x y lim cos x = cos x
h—=0 h—0

Bl limite de (sen A)/h no es tan obvio, Con base en la evidencia numérica y grifica, en el
gjemplo 3 de la seccién 2.2, se infiere que

sen @

lim =1

00 §

Ahora, use un argumento geométrico para probar la ecuacidn 2. Suponga primero que 8 se
encuentra entre 0 y /2. En la figura 2{a) se muestra un sector de circulo con centro en
O, dngulo central # y radio 1. BC se traza perpendicular a OA. Por la definicién de radian,



FIGURA 2

# Multiplique & numerador y el denominador
gor cos @ -+ 1 para poner la funcidn en una
forma en que pueda usar los limites que
conace,

http://libreria-universitaria.blogspot.com
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arco AB = . Asimismo, | BC| = | OB|sen 8 = sen 8. Con base en el diagrama, se ve que
|BC| < |AB| < arco AB

sen A
8

En consecuencia  sen 6 < 6 de igual manera

Suponga que las tangentes en A y B8 se intersecan en E. Puede ver, con base en s fignra
2(b) que la circunferencia de un circulo es menor que fa longirud de un poligone circonseri-
to, de modo que arco AB < |AE| + | EB|. Asi,

0 = arco AB < |AE| + |EB|

< |AE| + {ED|

|AD| = |OA|tan 8
= tan §

(En el apéndice F se demuestra directamente la desigualdad 8 < tan 8 a partir de 1a defi-
nicién de Ia longitud de un arco, sin recurrir a la intuicidn geométrica como se hizo agui.)
Por lo tanto,

sen 0

cos

sen &

de modo que cos f < 5 <1

Sabe que lfmg.g 1 = 1 y limy...ocos § = 1; de este modo, por el teorema de la com-
presién
sen 6

im = |
g0t 8

Pero la funcidn {sen 6/ es una funcitn par, de suerte que sus limites por Ia derecha v 1a
izquierda deben ser iguales. De donde, tiene

. senf
lim
o—0 8

de forma que ha probado la ecuacién 2.
Puede deducir el valor del limite restante en (1), como sigue:

. cosfB—1 . fcosf—1 cos@+ 1 . costH — ]
Hm ————— = lim . = {fm ————— e
g0 0 g0 ] cos 0+ 1 oa—0 Bl{cas 6 -+ 1)

i —sen’d . sen @ sen #
= lim —————— = —lim .
o—1 B(cos @ + 1) 840 f cos B+ 1
. osenf | sen 6
== e i .

1
-0 £ a—0 cos 6 -+ |

0
-t (i + I) =0 (por la ecuacién 2)

et
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3 1,mc:osfi-—1=0
m——

G0

Si ahora pone los limites (2) y (3} en (1), obtiene

, ) . cosh—1 i . senh
f{x) = limsenx - Hm ———— + lim cos x - lim
=0 =0 h e a—0 N

= {senx) -0+ (cosx)* ] =cosx

Asi ha probado la formula para la derivada de la funcién seno:

d
— (sen x) = cos x
[4] - (sen x)
# La figura 3 muestra las graficas de la EZEJEMPLO | Derive y = x* sen x.

funcion del ejemplo 1y su derivada. Advierta
EZ?@; n:’{) siempre que y tenga una tangente g5 e Con la regla del producto y la férmula 4, tiene

5 dy . d d . .
- . o + - -
dx * dx (sen x) + sen x dx %)

NIZAY
—4 4 = x?cos x + 2xsen x C

Si se aplican los mismos métodos que en la demostracion de la férmula 4, se puede pro-
bar (véase el ejercicio 20) que

FIGURA 3

d
[5] o {cos x) == —sen x

También se puede derivar la funcién tangente aplicando la definicién de derivada, pero
es mas fdcil usar la regla del cociente con las férmulas 4 y 5:

d (tan ) d [ senx
- x) =
dx dx \ cosx

cos d( ) — sen < { )
F —— {sen x) — C
X I x x—{cosx

2
CO5™X

COS X - cos X — sen x {—sen x)

cosx

cos’x + sen’y
cos™x

= e 52 SECTX
cos™x




= Cuando memorice esta tabla, resulta 4til
notar que los signos mencs van con las
derivadas de fas "cofunciones”; es decir,
£oSena, cosecante y cotangente.

FIGURA 4
Las tangentes horizontales
del ejemplo 2

FIGURA 5

SECCION 3.3 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ||| 193

d ,
Rl £ ¥ Y} = %
(6] o {tan x) = sec’y

También es fdcil hallar las derivadas de las funciones trigonométricas restantes, csc. sec y
cot, aplicando la regla del cociente (véase los ejercicios 17-19). En la tabla siguiente apare-
cen todas las formulas de derivacion de las funciones trigonométricas. Recuerde que son
vélidas sélo cuando x se mide en radianes,

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d
. (sen x) = cos x — (cse x) = —csc x cot x
dx

dx

d d
— {cos x) = —sen x —- (sec x) = sec x tan x
dx dx

d , d 2
- {tan X) == secy — {cot x) = —¢sex
dx

dx

seC X
EJEMPLO 2 Derive f(x) =

tangente horizontal?

—— . (Para cudles valores de x la grifica de f tiene una
I+ tanx

SOLUCION La regla del cociente da

| {
{1+ tanx)[—{secx) - secxf—(l + tan x}
dx dx

Fly = (1 + tanxy

{1 -+ tan x) sec x tan x — sec x * secx
(1 + tan x)*

sec x (tan x + tan*v — sec’y)
(i + tan x)?

_secx(tanx — 1)
(1 + tan x)*

Al simplificar la respuesta, se us6 la identidad tan’x + 1 = sec’x.
Como sec x nunea es O, f {x) = 0 cuando tan x = |, y esto sucede cuando
x = nw + /4, donde 1 es un entero (véase la figura 4). N

Las funciones trigonométricas se usan con frecuencia en el modelado de fendmenos del
mundo real. En particular, las vibraciones, las ondas, los movimientos eldsticos y otras
cantidades que varfan de manera periddica, se pueden describir por medio de las funcio-
nes trigonométricas. En el ejemplo siguiente, se analiza un caso de movimiento arménico
simple.

EAEJEMPLO 3 Un objeto que se encuentra en el extremo de un resorte vertical se desplaza
hacia abajo 4 cm mds alld de su posicidon de reposo, para estirar el resorte, y se deja en
libertad en el instante ¢ = 0, (Véase la figura 5 y cbserve que la direccién hacia abajo es
positiva.) Su posicion en el instante ¢ es

§ = F(f) = 4 cos ¢
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Encuentre la velocidad y Ja aceleracin en el instante ¢ y Gselas para analizar el movimiento
del objeto.

SOLUCION La velocidad y la aceleracidn son

ds d d
e = — (4 =4 =—4
v = {4 cos 1) ” (cos #) sen !

™ a ami—?=%(—4sent)ﬂw4;—i(sent)=—4cost
El objeto oscila desde el punto mds bajo (s = 4 cm) hasta el punto mds altc
o 1 (s = —4 cm). El periodo de la oscilacién es 27, ¢l periodo de cos 1.

La rapidez {magnitud de Ia velocidad) es || = 4|sen t|, Ia cual es mdxima cuando
|sen t| = 1; es decir, cuando cos ¢ = 0. De modo que el objeto se mueve con la mayor
rapidez cuando pasa por su posicin de equilibrio {s = 0). Su rapidez es 0 cuando sen
t = ; esto es, en los puntos alto y bajo. L

[anr
J

FIGURA 6
La aceleracién @ = —4 cos t = 0 cuando 5 = 0. Alcanza la magnitud mixima en lo

puntos alto y bajo. Observe Ia gréfica en la figura 6. L

EJEMPLO 4 Hallar la vigésima séptima derivada de cos x.

SOLUCHN Las primeras derivadas de f(x) cos x son come sigue:

= Busque la norma f’(x) = —8emn X
fx) = —cosx

f7x) = sen x

F9(x) = cos x
F(x) = —sen x

Asf que las derivadas sucesivas suceden en un ciclo de extencién 4 y, en particular,
F*(x) = cos x cada vez que n es un multiplo de 4. En consecuencia

F*™4x) = cos x
y, derivando tres veces mds, tiene
F*(x) = sen x [
La principal aplicacién del limite en la ecuacién 2 ha sido comprobar la formula de deri
vacién de la funcioén seno. Pero este Hmite también se aplica en la biisqueda de otros limite

trigonométricos, como en los dos ejemplos siguientes.

sen 7x

EJEMPLO 5 Determine lim
Pl X

SOLUCION  Con objeto de aplicar la ecuacién 2, primero vuelva a escribir la funcién faara
multiplicar y dividir entre 7:

sen7x 7 {senTx
Observe que sen 7y 5= 7 sen x. 4x 4 T
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- : Si considera 8 = 7x, entonces § — 0, cuando x — (, de este modo, mediante la
ecuacién 2

c 7 " sen Tx 7 . senf 7 ! 7 .
=~ Hmi{ ——— m — = — S eem
4 x 4 x—0 @ 4 4

EZ EJEMPLO 6 Calcule ll'ﬂ(l) xcot x.

SOLUCION En este caso se divide tanto al numerador como el denominador entre x:

. . XCOSx
lim x cot x = lim ——
K 0 88N X
s ., COSX P_“[l) cos ¥
= lim =
&0 Sen x . senx
l{im
X =0 X
cos 0 ) )
== 1 {segtin la continuidad del coseno y la ecuacion 23
=1 3
3.3 | EJERCICIOS
1-16 Encuentre las derivadas de: 21-24 Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva dada

en el punto especificado.

L f{x) =3~ 2cosx 2. f(x) = Jxsenx
3. f(x) = senx + —cotx 4 y=2cscx + Scosx 2. y=secx, (u/3,2) 22 y=e'cosx, (0. 1)
5 g{) = t*cos 1 6. g() = dsect+ tant 1
2. yv=x+cosx, (0,1) 24. y=——-_—_:—‘, (0, 1}
7. hif) =csc 8+ e cot 8. y=¢e"{cosu + cu) Sen & T cos X
x I+ senx
Oy = 10 y=———— y
2—tanx x + cosx 25. {a) Halle una ecuacidn de la recta tangente a la curva
sec B 1 — sec x . y=2x sc?n ,\ en el p.unfo (7/2, 7).
1. f(6) = T+ sect 12. y = Trna (b) Hustre el inciso (a) dibujando la curva y 14 recta tangente en
Ia misma pantalla.
13,y Senx _
PYE TR 14. y = csc 6 (6 + cot 6} 26. (a) Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la curva

y =sec x — 2 cos x en el punto {/3, 1).
15, F(x) = ex"cscx 16. y = x* sen x tan x 1 (b) Tlustre el inciso (a) dibujando la curva y la recta tangente en
la misma pantalia.

d 27. {a) Si flx) = sen x — x, encuentre f{x).
17. Pruebe que — (csc x) = —csc x cot x. (b} Compruebe para ver que su respuesta al inciso (a) es
dx . ,
razonable trazando las grificas de f y f' para |x | < #72.

d
8. Prucbe que - (sec %) = sec x tan x. 28. (a) Si f(x) = " cos x, calcule f'{x) y f"(x).
(b) Verifique que su respuesta del inciso (a) sea razonable
I r "
19. Pruebe que df_ {cot x) = —csci. galieando [. /1y 1%
x

29, 51 H{@) = 0 sen @ hallar H'(8) y H"(6)
20. Aplique la definici6n de derivada v pruebe que si

f(x} = cos x, por lo tanto f (x) = —sen x, 30, Si f{x} = sec x, hallar f"{7/4).
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iy

31. (a) Aplique la regla del cociente para derivar fa funcion.

. tanx-—|
Jo= 8ec X
(b) Simplifique a expresion de f{x) expresdndola en términos
de sen x y cos x y en seguida halte f'(x).
(¢) Demuestre que sus respuestas a los incisos (4} y (b} son
equivalentes

32. Considere f(w/3) =4y f'(w/3) = —2, y sen

.

g{x) = f{rysenx
cos X

Fx)

y h(x) =

Hallar (a) g'(#/3) y (b) it'(w/3).

Para qué valores de x ja grifica de f(x) = x + 2 sen x tiene
una tangente horizontal?

34, Determine los puntos de la curva y = {cos X)/(2 + sen x) en

los cuales la tangente es horizontal.

35. Una masa en un resorte vibra horizontaimente sobre una

superficie lisa y niveiada, en un movimiento armdnico simple.

{Véase la figura.) Su ecuacitn del movimiento es x(6) = 8 sen

¢, donde 7 estd en segundos y x en centimetros.

{#) Encuentre la velocidad y aclaracién en el instante 1.

{b) Encuentre la posicidn, Ia velocidad y fa aclaracién de
la masa en el instante 1 = 25/3. (En qué direccién se

desplaza en ese instante?

posicidn de
equilibrio

Una banda eléistica cuelga de un gancho, con una masa sujeta

en su extremo inferior. Cuando se tira de la masa hacia abajo

v, luego, se deja en libertad, vibra verticalmente en un

movimiento arménico simple. La ecuaci6n del movimiento es

s =72cost + 3sens, = 0, donde 5 se mide en centimetros y

t en segundos, (Tome la direccidn positiva correspondiente

hacia abujo.)

(2} Encuentre la velocidad y la aceleracidn en el instante /.

{b) Dibyje las funciones velocidad y aceleracion.

{c) ¢Cuséndo pasa la masa por la posicién de equilibrio por
primera vez?

{d) ;Cuin lejos e su posicién de equilibrio viaja la masa?

{e) ;Cudndo es mixima la magnitud de la velocidad?

fax
L]

Una escalerz de 10 pies de largo estd apoyada sobre una pared
vertical, Sea 8 el dngulo entre la parte superior de la escalera y
ta pared, v ¥ la distancia del extremo inferior de aquélla hasta la
pared. Si e extremo inferior de la escalera se desliza alejéndose
de ta pared, ;con qué rapidez cambia x con respecto a @ cuando
8= /37

38. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un plano
horizonta! por una fuerza que actia a lo largo de una cuerda
sujeta al propio objeto. Si la cuerda forma un dngulo § con

el plano, después la magnitud de la fuerza es

[P —
psen @ + cos @

donde p es una constante Hamada coeficiente de friccion.

(&) Encuentre la relacién de cambio de F con respecto a 6.

{b) ;Cudindo es izual a 0 esta relacién de cambio? '

(©) §i W=3501Iby p - 0.6 dibuje la grifica de F como funcién
de @ y tsela para localizar el valor de esta Gltima para
el cual dF/dd = 0. ;Resulta coherente el valor con su
respuesta al inciso (b)?

35-48 Determine el Hmite

sen 3x sen dx
39. lim a 40, lim——
=X =0 sen Ox
tan 61 cos 0 - ] t
- lim 42, lim ———
4. P sen 2f o—0  sen @
senicos 6 sen” 3z
43, Iim W 84, lfmwmlw—,—
-0 sec O (B
sen @ sen (1%}
I R 46. 1im ————t
P f+ tan B o X
| - tanx sen{r — 1
47, lim ——eneem— 48, im --~{»-w—}
moraid BN X — COS X =l x~+x— 2

49, Derive cada identidad trigonométrica para obtener una identi-
dad nueva (o conocida)

sen x
(a) tan x =
Cos X
1
(b) sec x ==
cos v
Il +cotx
(¢} sen x + cos x = ——
CSC X

50. Un semicirculo con didmetro PQ descansa sobre un tridngulo
is6sceles POR para formar una region en forma de cono, como
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Bj;] En la figura se muestra un arco circular de longitud s v una
cuerda de longitud ¢, los dos subtendidos por un dngulo central
8. Encuentre

el que se ilustra en la figura. Si A(#) es el drea del semicirculo
y B(8) es el drea del tridgngula, halle :

i A0 lim
a—or B{g) v=0* o

£

I
o

10cm 10 ecm

R

34| LA REGLA DE LA CADENA

Suponga que se le pide derivar ta funcién
Flx) = x>+ 1

Las férmulas de derivacién que aprendié en las secciones anteriores de este capitulo no lo
capacitan para calcular F'{x).
z Vea la seccion 1,3 para un repasc de Observe que F es una funcién compuesta. De hecho, si hace y = f{u) = +/u vy
funciones compuestas = g(x) = x" + 1, en este caso puede escribir y = F(x) = f(g(x)). es decir, F = feg.
Sabe cémo derivar tanto f como g, de modo que seria dtil contar con una regla que le diga
cémo hallar {a derivada de F = fo g en términos de las derivadas de f y g.

Resulta que la derivada de la funcién compuesta fo g es el producto de as derivadas
de f y g. Este hecho es unc de los mds importantes de las reglas de derivacién y se lla-
ma regla de la cadena. Parece plausible, si interpreta las derivadas como relaciones de
cambio. Considere du/dx como la relacidn de cambio de u con respecto a x, dy/du co-
mo la relacién de cambio de y en relacion a u y dy/du como la relacién de cambio de
y con respecto de x. Si u cambia el doble de rdpido que x y y tres veces de rdpido que u, en
este caso resnlta razonable que y cambie seis veces de rdpido que x y, por consiguiente, es-
pera que :

dy _ dy du

dy  du I

REGLA DE LA CADENA Si g es derivabie en x v f en g{x), por lo tanto fa funcién
compuesta I = fo g se definen mediante F{x) = f(g(x}), derivable en x y F’ estd
dada por el producto

F'(x) = f{g(x)) - g'{x)

En la notacién de Leibniz, si tanto y = f(u) como v = g{x) son funciones diferen-
ciables, por lo tanto

& _dydu

dx du dx
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COMENTARIOS SOBRE LA DEMOSTRACION DE LA REGLA DE LA CADENA Sea Au el cambio
en u« correspondiente a un cambio de Ax en x; es decir

Au = glx + Ax) — g(x)
Por lo tanto el cambio correspondiente en y es
Ay = flu + Au) — flw)

Resnlta tentador escribir

dy . Ay
& o im 2L
dx ar0 Ax
Ay Au
= i —= - —
[ Axlmﬂ} Au  Ax
. Ay . Ap
= lim —+ Hm —

ax—0 Ay Ar—0 Ax

Ay At (Advierta que Aw - 0 caundo Ax — 0

-

m 131
An—r{ Au Ax st A_‘C

i

porque g es continua.)

_drde
du dx

El tnico defecto de este razonamiento es que, en (1), podria suceder que An = 0 (inchiso
cuando Ax # 0) y, por supuesto, no puede dividir entre 0. No obstante, este razonamiento
por lo menos sugiere que la regla de la cadena es verdadera. Al final de esta seccion se da
una prueba completa de la regla de la cadena. I

La regla de la cadena se puede escribir con apéstrofos

2] (fogV(x) = fglx) - g'(x)
o bien, si y = f(u) y # = g(x), en Ia notacidén de Leibniz:

dy _ dy du
dx du dx

(3]

La ecuacién 3 es ficil de recordar porque, si dy/du y du/dx fueran cocientes, después po-
drfa cancelar du. Sin embargo, recuerde que du no se ha definido y no debe concebir du/dx
como un cociente real.

EJEMPLO ¢ Encuentre F'(x) si F(x) = +/x? -+ 1.

SOLUCIGY | (Con la ecuacidén 2): Al principio de esta seccidn, se expresé F como
F(x) = (f° g)(x) = f(g(x)) donde f() = v/uy g(x) = x> + 1. Dado que

1

Flu) =302 = NG y gx)=2x
tiene F'(x) = f'(g(x)) - g'(x)
1 X

W S oy



Véase la pagina de referencia 2 0 el
dpéndice O
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SOLUCION 2 (con la ecuacicn 3): Si hace 1 = x* + |y y = /i, después

Fix) dy du 1
x} = —— ==
du dx  2./u

(2x)

X

]
m--—z-:-—-——-—_
T T Y = Taa -

Al utilizar la férmula 3, debe tener presente que dy/dx se refiere a la derivada de y
cuando ésta se considera como funcidn de x (llamada derivada de y con respecto a x), en
tanto que dy/du se refiere a la derivada de y cuando se considera como funcién de u (la
derivada de y en funcion de u). Por lo tanto, en el ejemplo 1 y se puede considerar como
funcién de x (y = /x* + I) y como funcién de u (y = /u). Advierta que

dy x dy 1
= ) = —— tant ——=fu}=—+
a'x (x) = en tanto que i ) T

[_H0TA-| Enla aplicacion de la regla de la cadena, trabaja del exterior hacia el interior.
La férmula 2 expresa que deriva la funcidn exterior f [en la funcidn interior
g(x)] ¥, a continuacion, multiplica por la derivada de la funcién interior.

d o ! , . 7%
— (g=)y = f (g(x)) g'(x}
ax e —— [ ) e [ E—— e
lncion evituuda en derivada de  evaluada en derivada de
exterior ta funcion fa luncidn la funeidn la funcion

intestor exieror interior interior

EAEJEMPLO 2 Derive (a) v = sen(x?) v (b) y = sen’x,

SOLUCIGH
(a) Si y = sen(x?), por lo tanto la funcién exterior es la funcién seno y la interior es
la funcién de elevar al cuadrado, de modo que la regla de la cadena da

dy d
Y2 en xy = cos (x* - 2x
dx d_x | S —) [S————] [ LI———— [ —
luncitn evaluids en derivadade  evaluadaen derivada de
exterior Ia funcidn Ia luneida la funcién Ia funcion
nerior exterior interior interior
= 2x cos{x?)

(b) Observe que sen’x = (sen x)* En este caso, la funcién exterior es la de elevar al
cuadrado y la interior es la funcién seno, Por lo tanto,

dy d
—— = — (sen x)’* = 2 - f(senx) - cosx
dx dx P -
fancion derivadade  evaluadaen derivadu de
exterior lafuncion 12 funeidn fa funcidn

exterior interior interior

La respuesta se puede dejar como 2 sen x cos x, o bien, escribirse como sen 2x (por una
identidad trigonométrica conocida como la férmula del dngulo doble). o

En el gjemplo 2(a), combind la regla de la cadena con la regla para derivar la funcidn se-
no. En general, si y = sen u, donde i es una funcién diferenciable de x, en consecuencia, por
la regla de 1a cadena,

dy _dydu_ o du
dx du dx “ dx a

£
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d du
De esta maners, — (sen ) = cos u —
dx dx

De manera semejante, todas las férmulas para derivar funciones trigonométricas se pue-
den combinar con la regla de la cadena.

Para hacer explicito el caso especial de la regla de la cadena donde la funcidn exterior
£ es una funcién potencia. Si y = [g(x)]", por lo tanto puede escribir y = fQut} = ", don-
de u = g(x). Si aplica la regla de Ia cadena y, a continuacidn, la regla de la potencia,
obtiene

dy _dvdu

du
= e L PRI
dx  du dx s dx nLg(x)]""g'(x)

REGLA DE LA POTENCIA COMBINADA CON LA REGLA DE LA CADENA Sines
cualquier nimero real y u = g(x} es derivable, entonces

d e
— ny — w7
e (") = nu T

)
De modo alternativo, w?: [g(x)]" = n[g(x)]"" - ¢'(x)
dx

Advierta que la derivada del ejemplo 1 pudo calcularse al tomar nn = 1 en la regla 4.

EJEMPLO 3 Derive y = (x* ~ 1)'"
SOLUCION Si, en (4). se toma ¢ = g(x) = x* — 1 y n = 100, tiene

dy d )
o S - =100 — 1P (1 - 1)
dx dx x
= 100{x* — D™ - 32 = 300x°(x* — )¥ r
&4 EJEMPLO 4 Encuentre f (x) si flx} = ﬁ%‘

SOLUCION En primer lugar, reescriba f: f(x) = (x* + x + 1)7'7%

el ! -
x4+ x+ 1)"4/3(— (*+x+ 1)
dx

= —i(x" + x + )2x + 1)

De este modo Fix

ey

EJEMPLO § Encuentre la derivada de la funcidn
r—2\°
[ =
“)(3+J
S0LUCIOK Si se combina la regla de la potencia, la de la cadena y la del cociente, obtiene
0 =of =2 fd(1-2
g 2+ 1) d\2r+ 1

mg(rmz S+ 1)-1-206-2) 450 - 2)°
U+ 1 (2 + 1) 2+ e




g En la figura 1 se muestran las graficas

da fas funciones y y y'del ejemplo 6.
advierta que y' es grande cuando v crege con
rapidez. v ¥ = 0 cuando y tiene una tangents
parizontal, De modo que la respussta parece ser
razonable.

10

T
N/
\

FIGURA 1

 La regla de la eadena en su farma mas general

& No confunda la férmula 5 (donde x es el
exponente) con la regls de la potencia (donde
¥ es la base):

—{x") = px

dx

http://libreria-universitaria.blogspot.com
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EJEMPLO 6 Derive y = (2x + 1°(x* — x -+ 1),

S0LUCIGE En este ejemplo debe aplicar la regla del producto antes de aplicar la regla de
la cadena:

dy - d {
R B X eI )&
dx dx dx

=2x + 1P - 4xP—x + 1)3£,-(x3mx+ 1)
dx

d
+{x* — x 1)4-5(2x+1)4d—(2x+1)
x

=402x+ P~ x+ 1A - D+ S5 -2+ D2+ 1P 2

Al observar que cada término tiene el factor comin 2(2x + DHx? — x + 1),
podria factorizarlo y escribir la respuesta como

f )
([_y = 2(2x + 1(x — x + (177 + 6x% — Ox + 3) o
{ax

E_;EM?LO 7 Derive y = s

SOLUCION En este caso, la funcidn interior es g(x) = sen x y la exterior es la funcidn ex-
ponencial f(x} = e*. Por lo tanto, por la regla de la cadena,

d d /
d_i = Z (escn.t) = Escn.\',;;;_ (SGH J.’) =g

ey

cos X i

Puede aplicar 1a regla de la cadena para derivar una funcion exponencial con cualquier
base ¢ > 0. Recuerde, por lo visto en la seccidn 1.6, que a = &"?. De este modo,

e%n fr).\' = e(lnu),\'

a' =

y la regla de la cadena da

{
=N (Ina)x
dx

(Ina)x

i (ax) — (_! {e[llm).x') = g
dx dx
— Slnal [ |
=g slna=a*lna

porque In a es una constante. De este modo, tiene la férmula

(5] d_(i {(a'Y=a"lna

En particular, si @ = 2, obtiene

!
= (29 =2"1n2

dx
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En la seccidn 3.1, se dio la estimacion

d 3 R
——(2) ~ (0692

Esto resulta coherente con la férmula exacta (6), porque In 2 = 0.693147.

Queda clara la razén del nombre “regla de la cadena”, cuando se alarga una caden;
se agrega al otro eslabén. Suponga que v = f(u), u =g(x)y x = h{t), donde f, gy
son funciones derivables. En tal caso, para calcular la derivada de y con respecto a
aplica dos veces la regla de la cadena:

dy _dy e dy du dx

dr dy dt du dx ?

T2 EIEMPLE 8 Sif(x) = sen{cos(tan x)), por lo tanto

f(x)

d
cos(cos(ian x)) ™ cos{tan x)
X

cos(cos(tan )} —sen(tan )] "5\“ (tan x)

—cos(cos(tan x)) sen{tan x) sec’x

Advieria que la regla de la cadena se ha aplicado dos veces.

E1EMPLO 9 Derive y = ™%,

S0LU0GH La funcidn exterior es la funcion exponencial, la funcién media es la funcidn se-
cante y ia funcién interna es la funcidn triplicadora. Pe modo que

Iy !
;—)9 = e‘“””% (sec 30)

d
= %3 goe 30 tan 368 — (38
e sec an d0( }
= 3% gac 36 tan 30

COMO PROBAR LA REGLA DE LA CADENA

Recuerde que si y = f(x) y x cambia de @ a @ + Aux, define el incremento de y como
Ay = fla + Ax) — fla)

Seglin ia definicion de derivada

. Ay
Al.rlﬁlu Ax =fa)

Por consiguiente, si denota por medio de & la diferencia entre el cociente de diferenc
y la derivada, obtiene

lim e = lim (A}— -—f’(a)) = fg) — flla) =0
Ax

Ax—0 Ax—0



=
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Ay
pero &= A—i - f'{a) > Ay = f(a) Ax + s Ax

Si define & como O cuando Ax = 0, después £ se convierte en funcién continua de Ax. De
esta manera para una funcién f derivable, puede escribir

Ay = f'la} Ax + e Ax  donde & — 0 amedida que Ax — 0

y & es una funcién continua de Ax. Esta propiedad de las funciones derivables es lo que
permite probar la regla de Ia cadena.

PRUEBA DE LA REGLA DE LA CADENA Suponga que u = g{x) es derivableenay y = f(u) lo
es en b = g(«¢). Si Ax es un incremento en x y Aux v Ay son los incrementos correspon-
dientes en i y y, en seguida puede aplicar la ecuacién 7 para escribir

A= g'(a) Ax + & Ax = [¢'(a) + 5] Ax
donde &, — O cuando Ax — 0. De manera andloga
(9] Ay = (b)Y Au + g2 A = [F(B) + 2] Aut

donde &; — 0 cuando Ax — (), Si ahora sustituye la expresion para A de la ecuacién 8
en la ecuacidn 9, obtiene

Ay = [f'(b) + e21[g'(a) + &) Ax

de modo que % = [f'(b) + ellg'(e) + &/]

Cuando Ax —» (), la ecuacién 8 demuestra que Ay — . De modo que tanioel &y — 0y
gz — (0 a medida que Ax > 0. Debido a eso

E 3= ¥ 6. y = sen(e")

dy Ay ,
dx o _\.ISI}»]H Ax o _\ljﬁ) [f (b) + 82][9 (a) + B]}
= f'(blg'(a) = f(gla))g'a)
Esto prueba [a regla de la cadena. O
134 | EJERCICIOS
(S
1-5 Escriba la funcién compuesta en 1a forma f(g(x)). % Fla) = 1 20 b &} 10. flx) = (1 + x*p°
[lentifique la funcién interior & = g(x) y la exterior y = f{u}]. i
Luego, ‘encuentre la derivada dy/dx. L g(n) = W 12 f(5) = 41 + tant
l. vy = sen 4x L y= .4+ 3x 13. y = cos(a® + 2%) 14, y = a® 4 cosiy
Ly=(1-aH" 4, y = tan(sen x}
15. y = xe™ 16. y = 3 cos(nf)

17 g{x) = (1 + 42)*(3 + x — 27§

F~36 Halle la derivada de la funcién.

18. h(r) = (¢ — 1°%(£F + 1)

1o F(x) = (x* + 322 =~ 2)° 8. Flx} = (4x — xH)'™ 19 y=(2x = 5P(8x* =57 20, y= (x* + 1J¥x*+2 |
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9. g = ,\“: + 1V 2. 3= e cos 3x 58. La .fuu?ién flx) = sen‘(x + sen 2x).,’0 = xS 7, surge en
: -1 aplicaciones de la sintesis de modulacién de frecuencia (FM).
Y= g 24, vy = 10'% {a) Use una gréfica de f producida por un aparato graficador
i ’ para trazar un boceto aproximado de la gréfica de f'.
ok )-—]4 b T ili ¢ .,,.
95, Fiz) = 2. Gly) = (,: ) _ (b) C.alcul.e-f {x} v utilice esta expresion l;nnto con un
z+ i (y* + 2y} dispositive graficador, para graficar f*. Compare con
P su boceto del inciso (a).
27. y : 2, y =
ol e+ e Encuentre todos los puntos en la gréfica de la funcién
2 \S ) =2 X y
29. v == sen(tan 2x) 30. Gy} = ( ;_ 1 ) fx) SEfl L se
¥ en los cuales la recta tangente &$ horizontal.
3Ly =27 32 y = an’(36) 60. Determine las coordenadas x de todos los puntos de la curva
v = sen 2x — 2 sen x en los cuales Ia tangente es horizontal.
33, y = sec’v + tan'x #oy=x L U,
. ¥ = BECTX fan~x . ¥ = Xsen . S F().) =f(g(.t)) donde f('“z) o S,fr(_z) =4, J}vf(s) =1
[ . g(3) = ~2,y ¢'(5) = 6 Hallar F'(3).
— e~ !
3B.y= cos(1 n e:{‘) 36. ) =|737 62. Si h(x) = & + 3f(x), donde (1) =7y f'(1) =4,
hallar 7°(1). )
[37) v = cot*(sen 6) 38, y = oo 63. Se da una tabla de valores de f, g, f 'y g’
39, f() = tanle”) + & 40. y == sen(sen(sen x}} X fiv) gy P | gt
. flo) = senz(e-“'"”} 42, y=+/x + I+ \/T i 3 2 4 6 .
2 | 8 5 7
43. glx) = Qra™ + 0y 44, y = 2% 3 7 2 7 Y
V= ; - = [ . IS
45, y = cos+/sen (tan 7x) 46, v = [x + (x + sen’x)’] (@) Si hx) = flg(w)), encuentre 47(1).
(b) Si H(x) = g( f{x]), halle H"{1).
64. Sean g las funciones del ejercicio 63.
47-50 Hallar Ia primera y segunda derivadas de la funciéa. fyg aerad

(a) Si F(x} = f(f{x)), encuentre F'(2).

47, hlx) = Jx + 1 48, v = xe” (b} Si G(x) = glg{x)), encuentre G(3).

49. y = ¢“sen Bx 50, y=¢" Si f v g son las funciones cuyas grificas se ilustran, sea
ul(x) = f(glx)), v(x) = gl f{x)}, y w{x) = g{g{x)}. Encugntre,
si existe, cada derivada. En caso contrario, explique por qué.

51~54 Encuentre una ecuacion de la recta tangente de la curva en @ D) ®) () (c) 1) —

un punto dado. T

5Ly =(1+2x" (01 52, y = senx + sen’x, (0. 0) \ 7

\"‘--..
53, y = sen(senx), (m0) 58 v =x%"" (1, 1/e) s
N
VAR
@ {a) Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva ol > .
y=2/(1 + e¢™*)enel punto (0, 1}. . - o
a5 {b) Tustre el inciso (a} dibujando la curva y la recta tangente 66. Si f es la derivada cuya grafica se muestra, sea h(x) = F(f(x]
sobre fa misma pantalla. y g(x) = f(x*). Utilice la gréfica de f para estimar el valor de
56. (a) Lacurva vy = | x| /2 — x* se llama curva nariz de bala. Cad{; rderwada. ,
Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la curva en el ORI (b) g12) d
punto (1, 1). ¥ T
(b) Lustre e inciso (a) dibujando la curva y la recta tangente s0- Y= fon) /
bre la misma pantalla. ’ T
57, (2) Si f(x) = x/2 ~ x* encuentre f'(x). k-1 /
G5 {b) Compruebe que su respuesta al inciso (a) es razonable o -

_ comparando las graficas de f y [,




@ Suponga que f es derivable en R. Sea F(x) = f(¢
y G{x) = ¢"". Encuentre expresiones para (a) F'(
{b) G'(x)-

)
x)y

48. Suponga que f es derivable en R y o es un ntimero real. Sea
Flx) = f(x*) y G(x) = [ F/(x)]~ Encuentre
expresiones para (a) F'(x) y (b) G'(x).

9. Sea r(x) = f(g(h(x}}}, donde (1} = 2,9{2) =3,
W1y =4,9(2) =5y f'(3) = 6. Encuentre +'(1).

70. $ig es una funcion derivable dos veces y f(x) = xg{x?),

hallar f “en términos de g, g”. v g”.

71 Si F(x) = f(3f(4f(x))), donde £(0) = Oy f(0) = 2, hallar
F(0).

72. Si F{x) = f(xf{xf(x}))}. donde f(1) = 2.f(2) = 3.f7(1) = 4
F42) =5,y f1(3) = 6, hallar F(1).

73. Demuestre que la funcidn y = Ae™ + Bxe™ satisface la ecuacion
diferencial y” + 2y' + y = 0,

74. ;Para que valores de r la funcién y = ¢™ satisface la ecuacidn
¥+ S5y = 6y=0Q0?

@ Hallar la quincoagésima derivada de y == cos 2x.
76. Encuentre la derivada 1000 de f{x) = xe™.

La ecuacién expresa el desplazamiento de una particula de una
cuerda vibrante.

s() = 10 + +sen(10%n

En ella s se mide en centimetros y ¢ en segundos. Encuentre la
velocidad y la aceleracion de la particula después de ¢ segundos.

18, Si la ecuacidn del movimiento de una particula estd dada
por s = A cos(ewr + &), se dice que la particula describe un
movimiento arménico simple.

{a} Encuentre la velocidad de la particula en el instante 7.

(b) ;Cudndo es 0 la velocidad?

79. Una estrella variable Cefeida tiene brillantez que aumenta y
disminuye de manera alternada. La estrelia de ese tipo més
visible es la Delta Cefeida, para fa cual el intervalo entre los
momentos de médxima brillantez es de 5.4 dias. La brillantez
promedio de esta estrella es de 4.0 y su brillantez cambia
en *0.335, En vista de estos datos, ia brillantez de la Delta
Cefeida en el tiempo ¢, donde éste se mide en dias, se ha
modelado mediante Fa funcidn

2mt
B(r) = 4.0 +
03] 0+ 035 sen( 54 )

(a) Halle la relacién de cambio de la brillantez después de £ dfas.

(b) Encuentre, correcta hasta dos cifras decimales, 1a relacion
de aumento después de un dia.

80. En el ejemplo 4 de la seccidn 1.3, obtuvo un modelo para
la duracién de la luz diurna (en horas) en Filadelfia en el
f-ésimo dia del afio

27
Liy=12+ 238 sen|: e {t 80)}
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Aplique este modelo para comparar como avmentan las horas de
luz diurna en Filadelfia el 21 de marzo y el 21 de mayo.

El movimiento de un resorte que se somete a una fuerza de
friccién o una fuerza de amortiguamiento {(como un amorti-
guador en un automévil) se modela a menudo mediante el
producto de una funcidén exponencial y una funcién senc o
coseno. Suponga que la ecuacién del movimiento de un
punto sobre tal resorte es

s{8) == 207" sen 2y

donde s se mide en centimetros y  en segundos. Halle Ia
velocidad después que transcurren ¢ segundos y dibuje
fas funciones de posicitn y de velocidad para O < ¢ < 2.

82. En ciertas circunstancias, un rumor se esparce segtin la ecuacidn
1

0= T e

dande p(t) es la proporcion de fa poblacién que lo conoce en el

tiempo ¢, ¥ a y % son constantes positivas, [En la seccidn 9.4

verd gue ésta es una ecuacién razonable para p(¢).]

(a) Encuentre Iim,_.. p(f).

(b) Halle la rapidez de esparcimiento del rumor.

(c} Dibuje p para el casoen que a = 10, k= 0.5, con ¢
medido en horas, Use la grdfica para estimar cuiinto tiempo
transcurrird para que ¢l 80% de la poblacidn escuche el
rumor.

83

+

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta con
desplazamiento s(#), velocidad u(r), y aceleracién a(f).
Pemuestre que

alf) = v(f) jf

Explique la diferencia entre los significados de los derivados
du/dt y dv/ds.

Se bombea aire dentro de un globo esférico para el clima. En cual-
quier tiempo ¢, el volumen del globas es V(1) y su radio es 1{£).
{a) ;qué representa las derivadas dWedr y dV/di.
{b) Expres dV/dr en terminos de di/dt.

85. El flash {unidad de destello) de una cdmara fuaciona mediante
el almacenamiento de carga en un capacitor y su liberacion
repentina cuando se lanza el destello. Los datos siguientes descri-
ben la carga que queda en el capacitor {en microcoulombs, pC)
en el instante ¢ (en segundos}

I 0.00 (.02 0.04 0.66 0.08 (110

676

0 10030 SLE7 | 6703 ¢ 5488 ¢ 4403

(a) Halle, usando una calculadora graficadora o una
computadora, un madelo exponencial para la carga.

(b} La derivada Q'(¢) representa la corriente eléctrica (en
microamperes, (LA} que fluye del capacitor hacia e] bulbo de
Ia limpara de destello. Con el resultado del inciso (a),
estime Ja corriente cuando ¢ = .04 s. Compare la
respuesta con el resultado del ejemplo 2 de Ia seccién 2.1.
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86.

89.
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En la tabla se da la poblacién de estadounidenses, desde 1790
hasta 1860.

Ao Poblacion Afo Poblacion
1790 3928000 1830 12861 000
1800 5308000 1840 17063000
1810 72404000 1850 23192000
1820 9639000 1860 31443000

(a) Use una calculadora graficadora o una computadora para
hacer coincidir una funcién exponencial con los datos.
Dibuje Tos puntos correspondientes a los datos y el modelo
exponencial. ;Qué tan bien coinciden?

(b} Estime las proporcién de incremento de Ia poblacién en 1800
y 1850 promediando las pendientes de las rectas secantes.

(c) Use el modelo exponencial del inciso (a) para estimar Jas
proporciones de crecimiento en 1800 y 1850. Compare
estas estimaciones con fas del inciso (b).

(d} Utilice ¢l modelo exponencial para predecir a poblacién
en 1870. Compare con la poblacién real de 38 358 CO0.
(Puede explicar la discrepancia?

Los sisternas algebraicos para computadora (CAS) tienen
comandos que derivan funciones, pero fa forma de la
respuesta quizd no convenga, como consecugncia, pueden ser
necesarios otros comandos para simplificarla.

(a) Use un CAS para hallar la derivada del ejemplo 5 y
compdrela con la respuesta en ese ejemplo. Enseguida, use
el comando de simplificacién y vuelva a comparar.

(b} Utilice un CAS para derivar la funcién del gjemplo 6. ; Qué
sucede si usa el comando de simplificacidn? ;Qué ocurre si
emplea el comande de factorizacién? ;Cudl forma de la res-
puesta serfa la mejor para localizar las tangenies horizontales?

(2) Use un CAS para derivar la funcidn

xt—x+1

Fo =TT

y simplificar el resultado.
(b (En dénde tiene la grifica de f tangentes horizontales?
(c) Trace las grificas de f y f”en la misma pantalla. ;Son
coherentes las grificas con su respuesta al inciso {b)?

Mediante la regla de la cadena demuestre lo siguiente.
(a) La derivada de una funcidn par es una funcién impar.
(b) La derivada de una funcién impar es una funcién par.

PROYECTO D&

90,

91.

92.

Aplique la regla de la cadena y la regla del producto para
obtener ofra demostracién de ka regla del cociente.

[Sugerencia: escriba F(x)/ g(x) mf(x)[g(-‘f)]—i-]

{a) Sin es un entero positivo, demuestre gue

d e~ 1
o {sen"x cos nx} = nsen” 'x cos{n + I)x
by
(b) Plantee una férmula para la derivada de y = cos"x cos nx
que es similar a la del inciso (a).

Suponga que y = f(x) es una curva que siempre queda
arriba del eje x y nunca tiene una tangente horizontal,
donde f es derivable en todos los puntos. ;Para qué valor
de v Ia relacién de cambio de y® con respecto a x es 80
veces la fasa de cambio de v con respecto & x7

Use la regla de la cadena para demostrar que si  se mide en

94

95.

96.

grados, después

d a
s (gE01 ) = == c0s 0
de 180
(Esto da una razén para la convencidn de que siempre se use ¢l
radidn cuando se manejen funciones trigonométricas en el cileu-
loz las formulas de derivacion no serfan tan
sencillas si usara el grado.)

(a) Escriba | x| = /x y aplique Ia regla de la cadena para
demostrar que >
d H X
L=
dx .‘c!

{b) Si f{x) == | sen x|, encuentre f(x) y trace las grificas de f
y 7. (En dénde f no es derivable?

{¢) Si g{x) = sen | x|, halle g’(x) vy dibuje g y ¢". ;En ddnde g
no es derivable?

Siy = f(u) yu=g(x), fygson funciones derivables dos
veces, demuestre gue

&y &y fan)
dx dit \dx
Siy = f{u) y u= g{x),donde f y ¢ tienen tercera derivada, ha-

llar una formula por €°y/dx® parecida a ta que se proporciona en
el ejercicio 93

du ax*

;DONDE DEBE UN PILOTO INICIAR UN DESCENSO!

APLICACION

En la figura se muestra una trayectoria de aproximacién para el aterrizaje de un avidn que satisface
las condiciones siguientes:

(1) La altura de crucero es h, cuando se inicia €l descenso a una distancia € del punto de contacto

con la pista en el origen.

(ii) El piloto debe mantener una rapidez horizontal constante # a todo lo largo del descenso.
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{iii) El valor absoluto de la aceieracion vertical no debe sobrepasar una constante & (1a cual es mu-
cho menor que la aceleracién debida a la gravedad).

1. Encuentre un polinomio ciibico P{x) = ax® + bx* + cx + d que satisfaga la condicidn (i), im-
poniendo condiciones adecuadas sobre P(x) y P'{x) en el inicio del descenso y €l contacto con
la pista.

2. Use las condiciones (ii) y (iif) para demostrat que

6ho*

=N

pz
3. Suponga que una aerolinea comercial decide no permitir que la aceleracitn vertical de un avidn sea
mayor que k& = $60 mi/h®, Si la altitud de crueero de ur avién es de 35 000 pies y la rapidez de 300
mifh, ;a2 qué distancia del acropuerto debe €l piloto iniciar el descenso?

| ~ . . .. 4 P .
9 4. Trace la grdfica de la trayectoria de aproximacidr, si se satistacen las condiciones que se

enuncian en el problema 3.

3.5| DERIVACION IMPLICITA

La mayor parte de las funciones vistas pueden describirse expresando una variable explici-
tamente en términos de otra variable; por gjemplo,

yoe= oyt + 1 o bien y = xsenx

o0, en general, y = f(x). Sin embargo, algunas funciones se definen implicitamente por
medio de una relacidn entre x y y como

1] Ayt =25
0 bien
g (2] x' 4y =6y

En algunos casos, es posible resolver una ecuacién de ese tipo para ¥ come una funcidn
explicita (o varias funciones) de x. Por gjemplo, si resuelve la ecuacidn | para y, obtie-
ne vy = /25 — x* de modo que dos de las funciones determinadas por la ecuacidn
implicita | son f(x) = /25 — x?y g(x) = —/25 — x° Las grificas de fy g son los se-

micirculos superior e inferior del cfrculo x* + ¥? = 25. (Véase la figura 1.)

¥ ¥4 ¥
\

A

FIGURA 1 (a) i+ y =125 (b) Flxy=25— v (€) gler= =25~ x

No es fécil resolver a mano la ecuacién 2 para v explicitamente como funcién x. (Con
un sistema algebraico para computadora no hay dificultad, pero las expresiones que se
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eyt =oay

N

FIGURA 2 Folio de Descartes

obtienen son muy complicadas.) Pero {2) es la ecuacidn de una curva llamada folio .
Descartes, que se ilustra en la figura 2 y, de manera implicita, define y como varias fu
ciones de x. En la figura 3 se muestran las grdficas de esas tres funciones. Cuando se di
que f es una funcién definida implicitamente por la ecuacion 2, se da a entender que
ecuacidn

x4 [f()] = 6xf(x)

es verdadera para todos los valores de x en el dominio de f.

2 | -

AN

FIGURA 3 Gréficas de tres funciones definidas por el folio de Descartes

Por fortuna, no es necesario resolver una ecuacidn para y €n términos de x con
fin de hallar la derivada de y. En lugar de ello, aplica el método de derivacién img
cita. Este consiste en derivar ambos miembros de la ecuacién con respecto a X y
continuacién, resolver la ecuacién resultante para y’. En los ejemplos y ejercicios
esta secci6n, siempre se supone que la ecuacién dada determina y implicitamente ¢
mo una funcién derivable de x, de modo gue puede aplicarse el métedo de derivaci
implcita. '

£72 EJEMPLO

. 2 2 f)‘
{a) 8ix” + y° = 25, encuentre —.
x

(b) Encuentre la ecuacidén de la tangente al circulo x* + y* =25, enel punto (3, 4).

SOLUCIGH |
(a) Derive ambos miembros de la ecuacién x* + y* = 23:

d ., , d
= (x* + 7)) = —(25)
dx dx

d d
e 4+ — )2 =0
Rty

Recuerde que y es una funcién de x, aplique la regla de la cadena y tendra

d d .. dy dy
—— () = ——(p*) —— == Py —
dx ™) dy ) dx Y dx
Por lo tanto ' 2x + 2y A 0
. dx’

Ahora, se resuelve esta ecuacion para dy/dx:

& _ X

dx ¥
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- (b) En el punto (3, 4), tiene x = 3y y = 4, de modo que

dy _ 3

dx 4
Por lo tanto, una ecuacion de la tangente al circulo en (3, 4) es
y—4=—-3x~3) o bien 3x + 4y =25
SOLUCION 2
(b) Al resolver la ecuacién x* -+ y* = 25, obtiene y = +./25 — x2, El punto
(3, 4) se encuentra en el semicirculo superior y = /25 — x? y, por consiguiente,

considere la funcidn f(x) = /25 — x2. 8i al aplicar la regla de la cadena
deriva f, tiene

fllx) = %(25 - xz)“_‘”% (25 — x%)

1 1y-1/2 R X
=:(25 — x (—2x) = ————
: ) ) 25 — x?
En el ejemplo 1 se ilustra que incluso D d j'I‘S) 3 3
] e modo que = m—
cuando es posible resciver una ecuacion V25 —- 3° 4
explicita para yen términcs de x puede ser
mds facil splicar Ia derivacin implicita ¥, como en la solucién 1, la ecuacién de la tangente es 3x + 4y = 25. O
‘ ] - ., . 3 .
[_#0TA1 | Laexpresién dy/dx = —x/y en la solucién 1 da la derivada en términos tan-

to dé x comlo de y. Esto es correcto sin importar cual funcién y queda determinada por la
ecuacion dada. Por ejemplo, para y = f{x} = /25 — 2

dy x x
dx ¥ V25 — 2t
en tanto que, para y = glx) = —./25 — x?
dy  x _ X _ X
dx v —J25 —x2 /25 — 1P

y

EIEMPLO Z

(a) Encuentre y' si x* + y* = 6xy.

(b) Halle la tangente al folio de Descartes x* -+ y* == 6xy, en el punto (3, 3).

(c) ;En cudles punios de lIa curva se tiene que la recta tangente es horizontal o vertical?

SOLUCION
(a) Sise derivan ambos miembros de x* + y* = 6xy con respecto a ¥, considerando

¥ como funcidn de x, y usando la regla de Ia cadena en el término y° y la regla del
producto en el término 6xy, obtiene

3x7 + 3yty = 6xy’ + 6y

o bien x4y =20 + 2y
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FIGURA 4

4

I “
oy

0 4

FIGURA 5

= El matematico noruego Niels Abel probs en
1824 que no se puede dar una formuia general
para las raices de una ecuacion de quinto
grado. Tiempo después, el matemético francés
Evariste Galois probd que es imposible hallar
una formula general para las rafces de una
ecuacién de n-8simo grado {en términes de
cperaciongs algebraicas sobre los cosficientes),
si 17 es cualquier entero mavyor que 4.

E

1
Ahora resuelva para ¥': yiy = 2xy = 2y — &7

(y* = 2x)y" = 2y — x?

>

. 2y —x”
Vo=t
¥ 2x
(b)) Cuando x = y = 3,
, 2:-3-3%
V m—ﬂ——-——-—:—i
; 3—-2-3

un vistazo a la figura 4 confirma que éste es un valor razonable para la pendiente en (3, 3)
De este modo, una ecuacién de la recta tangente ai folio en (3, 3) es

¥y=3=-Hx—3) obien x+y=6

{c) La recta tangente es horizontal si y* = 0. Si utiliza la expresion para y’ del inciso
(a), y' = 0 cuando 2y — x* = 0. (siempre que y* — 2x # 0). Al sustituir y = ix’enla
ecuacion de la curva, obtiene

lo cual se simplifica para quedar x* = [63°. De modo que x # 0. en el primer cuadrant
o bien, x* = 16. Si x = 16"% = 2" por lo tanto y = 3(2%*) == 25", Por esto, la tangen
te es horizontal en (0, 0) y en (2%, 2%%), 1o cual es aproximadamente (2.5198, 3.1748). A
estudiar la figura 5, es claro que la respuesta es razonable. {

{ KOTA 7 | Existe una fdrmula para las tres raices de una ecuacidn ciibica, que es seme

jante a la férmula cuadritica pero mucho mds complicada. Si usa esta férmula (c'un sis
tema de cémputo algebraico) para resolver la ecuacion x* + y* = 6xy, para y en término

de x, obtiene tres funciones determinadas por la ecuacion:

yoe= ) = -t VIS 8 + \3/“%)(3 - f1x® — 8x*

y= %[”f(i') * \/:‘3(\1/—%3:3 + /ixt — 8x% \3/—%.\‘3 — +ix® - 8x3)]

(Estas son las tres funciones cuyas graficas se muestran en la figura 3.) Usted pued
ver que e} método de la derivacidn implicita ahorra una cantidel] enorme de trabajo, e
casos como éste. Es mds, la derivacidn implicita funciona con igual facilidad para fun
ciones como

v 3Ry 5t =12
las cuales son imposibles de resolver para y en términos de x.

EJEMPLO 3 Encuentre ¥’ sisen(x + y) = y* cos x.

SOLUCION Si deriva implicitamente con respecto a X y recuerda que y es una funcién de x,
obtiene

cos(x -+ v) - (1 + y')-m ¥y —senx) + (cos xH2yy")
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{Note que en el lado izquierdo aplica Ia regla de la cadena y, en el derecho, la regia de la cade-

2
7 / na y la del producto.) Si agrupa los términos que contienen y', obtiene

cos(x + y) + y?sen x = (2ycos x)y' — cos{x + ¥) - ¥

5 2 2 .
-2 = sen x -+ cos(x + ¥
Por fo que y o= - ( )

B 2ycos x — cos(x + v)

En la figura 6 dibujada con el comando de construir grificas en forma implicita de un

-2 sistema de cdlculo algebraico, se muestra parte de la curva sen{x + ¥) = y* cos x.
RA 6 Como comprobacién del cdlculo, advierta que y' = —1, cuando x = y = O yen la
FIGU grifica parece que la pendiente es alrededor de —1 en el origen. o

El siguiente ejemplo muestra cdmo encontrar la segunda derivada de una funcién si es
definida implicita.

EjEMPLO 4 Hallar y” sf x* + y*) = I6.

SOLUCION Derivando la ecuacién de manera implicita con respecto a x, obtiene

4 + 4viy' =0

Resolviendo para y’

3
3
3] ¥=-—
= La figura 7 muestra la grafica de la curva 3
1 + v* = 16 de! ejemplo v chsarve que su
versin def circulo s2 extiende y se zchata Para hallar y” derive esta expresién para v* aplicando la regla del cociente recordando que
x% -+ ¥ = 4. Por esta razon algunas veces v es una funcién de
se fe llama circulo grueso, inicia muy escarpador ’
3 la izquierda pero rapidamente se hace muy 4 3 3 3 3
plano. Se puede ver de la expresion. - __‘!_ L Y {didelx’) — N dldx)(y)
) dr e (+)?
, x x Y _ Y3 - PGy
) = — _'i = e — == — ’f;
-‘)) }7 .\
3 16 Si ahora sustituye la ecuacién 3 dentro de esta expresion, obtiene
X ¥y =
2 e
35y - 3)52},2(“,, —m;)
V” —_ y.
v }‘(‘
0 2 % L - 5 )
¥ v
Pero el valor de x y y debe satisfacer la ecuacién original x* + y* = 16. De esa manera la
respuesta se simplifica a

FIGURA 7 L 3x{16) x°
e —’—7-'-----‘ —— Bt

3

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas inversas se repasan en la seccién 1.6, En la seccién 2.5
analizé su continuidad y en Ia seccién 2.6 sus asintotas. Aqui se usa la derivacion implici-
ta para hallar las derivadas de las funciones trigonométricas inversas, porque $e supone que
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estas funciones son derivables. [En efecto, si f es una funcién derivable uno a uno, se pued
demostrar que su funcién inversa f - también es derivable, excepto donde sus tangente
son verticales. Esto es posible porque la grifica de una funcién derivable no tiene vértices 1
bucles y, de este modo, si Ia refleja con respectoa y = X, la grdfica de su funcidn invers
tampoco tiene vértices ni bucles.]

Recuerde la definicién de la funcién arco seno:

-t . T T
y=sen 'x significa  seny=x Yy ——i—s_y:-:—z—

Al derivar implicitamente sen y = X con respecto & X, obtiene

dy dy 1
- cos y 2. 1 0 bien L
dx dx  cosy

Ahora cos y = 0, debido a que —7/2 = y < =/2, de modo que

cosy = /1 — senZy = /I — x*

dy 1 i
= El mismo método puede utilizarse para ha- De manera que == =
tar una farmula para la derivads de cuaiguier dx cos ¥y V1= a2
funcion inversa. Véase el ejercicio 67.
d 1
— (sen"lx) = —p—r
dx 1 —x*
= En a figura 8 se muestra la gréfica La férmula para la derivada de la funcidn arco tangente se obtiene de manera semeja
de f(x) = tan”'xy su derivada te. Si y = tan"! x, en tal caso tan y = x. Si se deriva esta tiltima ecuacién implicitamer
Fix) = /(1 + x°). Advierta que f &3 con respecto a x, tiene
creciente y () siempre es positiva, El hecho P ’
de que tan "'y —> /2 como x — ko se dy
refleja en el hecho de que F{x) — 0 cuande sec’y — =1
X — Eoc, dx
L3 dy 1 1 |
2., 1, 2
E % Totan s dx  secy 1 + tan”y b+
= 1+ x? i
- 6
6 L 2 (tanty
— (tan"'x) = ——~
dx 1+ x?
=15 e
) 1
FIGURA 8 % EIEMPLG 5 Derive (a) y = peweI y {b) f(x) = xarctan Jx.
SOLUCION
dy d , d
{a) o (sen™'w)"! == —(sen”y) " — (sen”'x
dx dx ( ) dx ( )
- 1
(sen”'xPT — x? 1
. i
& Recuerde que arctan v 85 ung natacion (b) fx)=x—r—=7 (3x7V 3+ arctan/x
alterna para tan ™ 'x. 1+ (\/I)

Vx
= + y "
20+ 9 arctan\/}:
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Las funciones trigonométricas inversas que se generan con mayor frecuencia son las
que acaba de analizar, Las derivadas de las cuatro restantes se presentan en la tabla siguien-
te. Las demostraciones de las formulas se dejan como ejercicios.

d -
— (sen”'x) =
g Las formulas de las derivadas de dx
cse "y see” e dependen de las ;
definiciones que se_ ap[i;an parz estas A (cos™ 'x) -
funciones. Véase ejercicio 58. dx
d
— {tan"'x) =
dx

DERIVADAS DE FUNCIORES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1 d 1
—— - ) e
V1= Xl dx (ese™t) XX — 1
o ER

V1= x2 dx l xafxt =1
1 d 1
R — R t*l O R,
I+ x° dx (cot™) 1+ x?

EJERCICIOS

.35

-4

ta) Encuentre y' por derivacién implicita.

{b) Resuelva en forma explicita la ecuacion para y y derive para
obtener y' en términos de x.

(c) Compruebe que sean coherentes sus soluciones a los incisos
{a) y (b) sustituyendo la expresidn para y en su solucién del in-
ciso (a).

Loay+2¢+3x7=4 2. 4x? + 9y = 36

1 1
?+—=] 4. cosx-i-ﬁ#ﬁ
c v

520 Encuentre dy/dx por derivacién implicita.

b 2Jx +y =3

B 24 Py~ =2
10,
12.

5.oxt+yi=]

”

L+ xy—yl=

9. ¥ x+ )=y 3xr— Y+ xlyi =1+ yet

N, 2y + xseny =4 1+ x = sen(x)’)
14. y sen{x") = x sen(y”)

Vo F e aly?

13. 4cosxseny = |

5] e =x+y 16.

2 ¥
. Jxy=1+x% 18, tan(x — y) = ——
1+ a7

19 e'cosx= [ + sen{xy) 20, senx + cosy = senx cos y

. Sif(x) + 22 [f(0)]) = 10y F(1) = 2, encuentre F'{1).
22. Siglx) + xsen g{x) = x?% determine ¢'(0).

13~24 Considere a y como la variable independiente y a x como
la variable dependiente, y aplique la derivacién implicita para

Bty =2y + 2y =0 24, ysecx = xtany

caleular dx/dy. s (b) Hustre el inciso (a) dibujando la curva y fa recia tangente en

25-30 Utilice la derivacidn implicita para encontrar una eenacion
de la recta tangente a la curva en el punto dado.

(L 1)

26, x*+ 2xy — Y4 x =2,

B+ xy+ =3, (elipse}
(1.2) (hipérbola)
Ay =2 2y - ) 28 M+ M=y

{0.2) (-=3v3,1)

(cardioide} (astroide)

YA

oo A
=

0\

29, 2x* o+ p7)? = 25(x7 — y?)
(3. 1)
(lemniscata)

30, Y - = - 5)
0, -2)
(curva del diablo)

¥a

31. (a) La curva con ecuacién y* = 5x* — x* se llama kampila de
Eudoxo. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a esta
curva en el punto (1, 2).

una pantalla comin. (Si su aparato graficador puede trazar
las grificas de curvas definidss implicitamente, después
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utilice esa capacidad. Si no es asi, puede dibujar esta curva
trazando sus mitades superior e inferior por separado. )

32. (a) La curva con ecuacién y* = x* + 3x7 se llama cibica de
Tschirnhausen. Encuenire una ecuacin de la recta tangente
4 esta curva, en el punto (1, —2).
(b) ;En cudles puntos esta curva tiene una tangente
horizontal?
A () Tiustze ios incisos (a} y {b) dibujando la curva y las rectas
tangentes en una pantalla comuin.

33-36 Hallar por derivacién implicita
M. Sk Sy=1

36, 2+ y =4

33, 0r + 32 =0
Bty =1

[U; 37. Se pueden crear formas caprichosas con las capacidades de
construir grificas en forma implicita de los sistemas algebraicos
para computadora (sistema de computo algebraico).

(2) Trace ia grifica de la curva con ecuacin

y{y? = 1y — 2) = xlx ~ Dix = 2)

;En cusatos puntos esta curva tiene tangentes horizontales?
Estime fas coordenadas x de estos puntos.

(b} Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes en los
puntos (0, 1) y (0, 2).

(c) Haile las coordenadas x exactas de los puntos mencionados
en el inciso (a).

(d) Cree curvas incluso mds caprichosas modificando la ecuacion
del inciso ().

{(a%] 38, (a) La curva con ecuacidn

2}.3 + },: - _\,5 =yt — 2 4 gt
se ha ligado a un carretén que rebota. Utilice un sistema de
computo algebraico para ditmjarla y descubra por qué.

(b) ;En cudntos puntos esta curva tiene tangentes horizontales?
Encuentre las coordenadas x de estos puntos.

Halle los puntos de la lemniscata del ejercicio 29 donde la
tangente sea horizontal.

40. Demuestre por derivacion implicita que Ja tangente a la elipse

2 + A 1
a’ b*

en el punto (¥, yu) €3

Ao Yo¥
a’ b?

41. Formule una ecuacién para la tangente a la hipérbola

=1

en el punto (X, vo).
42 Pemuestre que la suma de las interseccjones x y ¥ de cualquier
recta tangente a ln curva \/.; + \/; = ﬁ es igual a e.

43, Mediante la derivacién imphcita demuestre que cualquier
tangente en un punto P a una circunferencia con centro O es
perpendicular al radio OF.

44, La regla de la potencia se puede demostrar por medio de la
derivacién implicita para el caso donde # es un niimero
racional, n = p/g, y se presupone que y = f(x)} = x" es una
funcién derivable. Si y = x™, entonces y7 = x’. Mediante la
derivacién implicita demuestre que

b 2ot

q

¥

45-54 Halle la derivada de la funcién. Simplifique donde se pueda.
45, y = tan"'/x 46. y = Jtan'x

47.) y = sen'(2x + 1) 48. glx) = & — Isec™'x

49, G(x) = /1 — © arcos x 50. y = tan"}{x — 1 + +7)
51. () = cot™ (1) + cot™}(1/n) 352. F(#) = arcsin Asen @

1 —x
1 +x

53. y = cos”'(e™) 54. y == arctan

55-56 Bncuentre f'(x). Compruebe si su respuesta es razonable
gomparande las grificas de f y f.

55. fix} = /1 — Farcsenx 56, f(x} = arctan = x)

57. Compruebe las férmulas (d/edx)(cos™'x) y (d/dx)(sen™ x) por
medio del mismo método.

58. (a) Una manera de definir sec™'x es decir que
y=seclx <> secy=xy0=y<a/2 o0bien,
a7 = y < 377/2. Demuestre que con esta definicién.

i

o1

{b) Otro modo de definir sec™'x que se utiliza a veces es decir
quey=sec’'yx <> secy=xylsysmy#0Q
Demuestre gue con esta definicion

i

< (sec™'x)
—8eC X)) = opasmem—
dx ! [a]/xt =1

:%j {sec™ix) =

59-62 Dos curvas son ertogonales si sus lineas tagentes son
perpendiculares en cada punto de interseccién. Demuestre que las
familias dadas de curvas son trayectorias ortogonales entre si, es
decir, cualquier curva en una familia es ortogonal a cualquier curva
en la otra familia. Dibuje ambas familias de curvas usando los
mismos ejes de coordenadas.

59, k' + ¥ =10r% axt+by=0
60, >+ yP=ax. xT+y=0by
ye=ext xtEi=k

62, y=ax®, P +3'=1b

La ecuacidn x* — xy + y* == 3 representa una “elipse girada™;
es decir, una elipse cuyos ejes no son paralelos a los ejes de
coordenadas. Encuentre los puntos en ¢ue esta elipse cruza el
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eje x y démuestre que ks rectas tangentes en estos puntos son (b)Y Sifld) =5y fldy = i, encuentre (FY(5).

paralelas. i
68. (a) Demuestre que f(x) = 2x + cos X €5 110 2 uno.

64. (a) ;Doénde la recta normal a.la elipse x* — xy + y" =3, enel (b} ¢Cudl es el valor de £~'(1)?
punto {—1, 1) cruza la elipse por segunda vez?

@ {(b) llustre el inciso (a} dibujando fa elipse y la recta () Use la f6rmuta del cjercicio 67(a) para ballar (77)'(1).
normal. 69. En la figura se muestra una ldmpara colocada tres unidades ha-
cia la derecha del eje y y una sombra creada por la regién
eliptica x* + 4v” == 5. Si el punto (—35, 0) esté en el borde de
la sombra, ;qué tan arriba del eje x estd colocada la limpara?

65. Encuentre todos fos puntos de fa curva x°y* + xy = 2 donde Ia
pendiente de la recta tangente es — 1.
66. Halle las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse
x* + 4y* = 36 que pasen por el punta (12, 3).
67, (a) Suponga que f es una funcién derivable uno a uno y que su
funcidn inversa £~ también es derivable. Utilice 1a deriva-
cién implicita para demostrar que '

'

1
FU)

siempre que el denominador no sea §. ™

(F Y@ =

3.6 | DERIVADAS DE FUNCIONES LOGARITMICAS

En esta seccidn se usa Ia derivacidn implicita para hallar las derivadas de Ias funciones lo-
garftmicas y = log,x v, en particular, de la funcidn logaritmo natural y = In x. [Suponga
que las funcicnes logaritmicas son derivables; ciertamente esto es plausible a partir de sus
graficas (véase la figura 12 de la seccidn 1.6).]

-
d 1
] T (log, x) =

xInea

DEMOSTRACION Sea v = log, . Por lo tanto
a’ == x

w La formula 3.4.5 expresa que Si se deriva esta ecuacidn de manera implicita con respecto a x. mediante la férmula (3.45)

d obtiene
g ¥ ) = g* Ina
dx , oy

a‘llna) ——=1

dy i |
y por consiguiente = —_

¥ - {:]
dx a‘lna xlna

Sien la formula (1) pone a = e, en tal caso el factor In a en el lado derecho se convier-
te en Ine = | y obtiene la férmula para la derivada de la funcién Jogaritmica natural
log.x = Inx:

d 1
— (Inn x} = -
2 d‘x(nl) X
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En la figurz 1 se muestra la grafica de la fun-
cign f del gjemplo 5, junto con la gréfica de su
derivada. Proporciona una comprobacion visual
de! calculn. Advierta que f(x) es grande ne-
gativa cuando f esta decreciendo con rapidez.

¥

FIGURA 1

Si se comparan las formulas (1) y (2), aparece una de las razones principales por la que
se usan los logaritmos naturales (fogaritmos con base e) en el cdleulo. La férmula de deriva-
cién es mds sencilla cuando ¢ == ¢, porque In e = 1.

©3 EJEMPLO 1 Derive y = In(x* + 1).

S0LUCIGH Para apiicar la regla de la cadena, se hace i = x* + 1. Por lo tanto y = In u, de
modo que ’
dy _dydu  lde 1 3

= = 3 -2} =
dr  din dx  uwde  x+] (357 x4

En general, si combina la férmula (2) con la regia de la cadena como en el ejemplo 1
obtiene

d 1 du . d g'(x)
3] T (In u e o bien e [in g{x)] 7
d
EJEMPLO 2 Encuentre o In{sen x}.
dx
SOLUCIH Al aplicar (3), tiene
o 1
— In{sen x) = —(senx) = cos x = cot x [
x sen x dx sen x

EJEMPLO 3 Derive f(x) = VInx.

SOLUCION En esta ocasion el logaritmo es la funcién interior, de modo que la regla de la
cadena da

EJEMPLO 4 Derive f(x) = log(2 + sen x).

$oLUCIOn Siseusalaférmula 1 cona = 10

d 1 d
(x) = — logp(2 + sen x) = — (2 + senx
S0 = 5 lognl2 + sen x) (2 + senx) In 10 dx (2 + sen x)

4

_ cos X
(2 + senx) In 10

EIEMPLO 5 Er entedi xt
hcuentre — In —=——.
dxr  Jx— 2
SOLBCION 1
dl x+1 1 d x+1
“ - L
dx = Jx—2 x+ 1 dr Jx—-2
x— 2
_ V221 (x4 D3}z — 2712
x+1 x—2
x—=2—3x+ 1) x—35

(x+ Dx—2) 20+ Dx—2)




a En la figura 2 se muestra la gréfica de la
funcién f(x) = In | x| del ejemple B y

fa de su derivada f'(x) = 1/x. Note que
cuando x &5 pequefio, la gréfica de y = In | x|
estd inclinada v, por o consiguiente, () es
grande {positiva o negativa).

FIGURA 2
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SOLUCION 2 Si en primer lugar simplifica la funcién dada aplicando Jas leyes de los loga-
ritmos, entonces la derivacién se vuelve mds fécil:

d x+ 1 d 1
s —_— e + -3 —
Py e s [in(x + 1) = 3 In(x - 2)]

N
x+1 2 \x-2

(Esta respuesta se puede dejar como estd pero, si usara unt denominador comiin, veria
que da la misma respuesta gque en la solucién 1.) O

B2 EJEMPLO 6 Encuentre f'(x) si. f(x) = In |x]|.
S0LUCION Puesto que

Inx si x>0
In{—x} six<0

o=
se concluye que
- si x>0

flx) =

1 1
e (1) = —  six <0
—x x

Por esto, f'(x) = 1/x paratodox # 0 . 0

Vale la pena recordar el resultado del gjemplo 6:

Ly af = 2
dx X

DERIVACION LOGARITMICA

Con frecuencia, el célculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro-
ductos, cocientes o potencias se puede simplificar tomando logaritmos. EF método que se
aplica en el ejemplo siguiente se llama derivacién logaritmica.

x3/4 .‘xz + 1

EJEMPLO 7 Derive y = — 27—
X

S0LUCION Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuacién y aplique las leyes de los
logaritmos para simplificar:

}n}::%lnx-l-%ln(xz‘l‘ 1) —51n(3x-§-2)

Al derivar implicitamente con respecto a x, resulta

_I- 2x _ s 3
2 xT4+1 3x ok 2

I
I
2w
%«l»—-
+



= Sino hubiera utilizado la derivacion
logaritmica en el ejemplo 7, habria tenido que
aplicar tanto la reglz del cociente como la regla
det producto. El calcuio resultante habria sido
horrendo.

# Six = 0 puede demostrar que £1(0) = 0,
para n > 1, de modo directe a partir de la
definicion de derivada.
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Al resolver para dy/dx obtiene
v 3 X 15
=Yt + 5 P
oy 4 x4+ 1 3x+2

Como tiene una expresién explicita para y, puede sastituir y escribir

dy x3/4m( 3 x 15 )

dr  (Gx+2 \dx a4 1 3x+2

PASOS EM LA DERIVACION LOGARITMICA

1. Tome logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacién y = f(x) y utilice
las leyes de los logaritmos para simplificar.

2. Derive implicitamente con respecto a x.

3. Resuelva la ecuacion resultante para y'.

Si f(x) < 0 para algunos valores de x, después In f(x) no estd definido, pero puede e
cribir | y| = | f(x)| y aplicar la ecuacién (4). Se ilustra este procedimiento probando ]
versidn general de la regla de la potencia, segin se prometié en la seccidn 3.1.

REGLA DE LA POTENCIA S n es cualquier nimero real y f(x) = x", en seguida

Fix) = nx"!

DEMOSTRACION  Sea y = x" y aplique la derivacién logaritmica:

Inly|=Inlx|"=naln|x] x+#0
’
¥ n
Por lo tanto, = —
y X o
. f ,\'”
De donde, y =n oo x”!
x X

Debe distinguir con cuidado la regia de la potencia [(x¥)" = nx""'], donde la bas
es variable ¥ el exponente constante de la regla para derivar funciones exponenciale
I{aY)' = g*In a], donde la base es constante y el exponente es variable,

En general, se tienen cuatro casos para exponentes y bases

{
1. i {@®y=10 {a y b son constantes)

d b b~1 rr
2. — LA)" = bLATF(x)

d _ ‘
3. — [a"] = a""(In a)g'(x)

dx
4. Para hallar {d/dx)[ f(x)]*"™, se puede aplicar la derivacién logaritmica, como en el

gjemplo que sigue:
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- &% EJEMPLO 8 Derive y = x¥

SOLUCIOK | Con la derivacién logaritmica tiene

Iny=Inx"=xlnx

[a—

& la figura 3 ilustra el ejemple 8 mostrando ¥ 1
las graficas de F(x) = xF y sy derivada, 7 = X < + (Inx) T

P

! 1 In x 2+ Inx

v oo k) ()

SOLUCION 2 Otro método es escribir x¥* = (g *)¥%:

d /v d \/— - d
— ({x¥*) = e [ tlnx =eﬁln.¥_ vlnx
0 x dx ( ) dx ( ) dx (\/_ )
a2t Inx y .
FIGURA 3 = VN — feomoe en la solucion D O
2/x
EL NUMERO e COMO LIMITE
Se ha demostrado que si f(x) = In x, después f'(x) = 1/x. Por esto, f'(1} = I. Aplique
ahora esto para expresar el nimero ¢ como un lmite.
A partir de la definicién de derivada como un lmite, tiene
1+ h}— f(1 1+ x)—f(1
=0 h x>0 X
In{l + x) — In i |
ST ) Rl L I R
x—0 X x—0 X
= Hm In(1 + )
| ¥ x—0
|
IV Ya que f'(1) = 1, tiene
i = )
P ol y={+x)
|
SRS lm In(1 + x|
| x>
i { X
| Luego, por el teorema 2.5.8 y la continuidad de la funcién exponencial, tiene
FIGURA 4 e = el _— ell'mxﬂohlilt\')m —_ h’mn ein(l+x)m - 111‘1‘6 (1 -+ x)}j.\'
X (1 + x"
0.1 2,59374246 i3] e =1m (1 + )"
0.01 270481383 '
0.601 271692393
0.0001 271814593 . . . . . - <
0.00001 5 ;::ii g 3; En la figura 4 se ilustra la férmula (5) mediante la grafica de la funcién v = (1 + x)"*y una
{J:()O{)OOE 57 185303? tabla de vlaloreF para va'lores pequeidios de x. Con esto se ilustra el hecho de que es correc-
0.0000001 271828169 to hasta siete cifras decimales
0.00000C01 71828181
e == 27182818
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Si hace r = 1/x en la férmula (5), en seguida n — o cuando x — 07 y, por consiguiente
una expresion alternativa para e es

[ andad i

1 H
e = lim (1 + —)

3.6| EJERCICIOS

1. Expligue par qué en cdlculo se usa con mucha mds frecuencia 33-34 Determine una ecuacion de la tangente a la curva en un
la funcién logaritmica natural, ¥y = In x, que las otras funciones punto dado.
logaritmicas, y = log, x. .
33, y = In(xe%), (1.1) Moy=hix*-7, 2,0
2-22 Derive la funcién.

2. fla) = Inlx® +10) 35. Si f{x) = sen x + In x, encuenire f'{x). Compruebe si su res-

3. fx) = sen(ln x) 4. f(x) = In(seni) puesta es razonable comparando las gréificas de fy f'.
[ -
5. Flx) = logs(] ~ 3x 5 3 = Joad et 36. Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la curva
0 8l %) S gsle’) y = (In x)/x, en los puntos (1, 0} y (e, I/e). Hustre lo anterior
7. flx) = ¥Inx 8 fy=mmyx dibujando la curva y sus rectas tangentes.
9. f(x) = sen x In(5x) 10. f(n) = l+lns 37-48 Aplique la derivacién logaritmica para hallar la derivada de
1 —Inz ;
, fa funcidn.
(2r + 1)
. F)=in— 12, B{x) = Inlx + /x* =1 .
( (3r — 1) ) ( ) 37,y = (2x + 1P(x* — 3)° 38y = et @+ "
13. 5(x) = In(x /%% ~ 1) . F(y) = yIn(l + &) %0, v = senv tan'y 0o e
15, ) = 0 o v L YT GE R SR VP
S T T x
41 y=x" 42, y = xo
17. v =In |2 — x — 5x* 1. Hiz)=1In
43 y = yon M.y = Jx*
y = In{e”* + xe™*) 20, y={In(1 + ¢")]*
- 45, v = {cos x)* 46. v = (sen x)'*
N.x= 2x10g10\/; 22, y = log(e ™" cos mx) = ) y= )
47, y = {tan ) 48. y = (In x)==*
23-26 Encuentre ¥ y y",
23. v = x* In(2x) M. y= ln:x' 49. Encuentre y’ siy = In(x* + y%).
P
25. vy = Inf{x + 1 + &° 26. v = In{sec x + tan x) 30 Halle y' si x> = y*.
51. Encuentre una férmula para f“(x) si f(x} = In{x — 1).
27-38 Derive f y encuentre su dominio. d°
| 52. Encuentre = (x%1n x). -
x
27 Flx) = ——ir 28. = e
f(l) I = in{x — 1} S P+ 1lnx . .
33,1 Use la definicidn de derivada para probar que
29. flx) = In(x* - 2x) 30. f(x) = Inlnlnx
+ ’_
lfn}] In(1 : x) 1
. In x . A *
31, Si f(x) = ——, determine f(1).
2

x "
5 . 2, i +—F =e" ier x > 0.
32. Si F(x) = In(l + ¢*), determine £(0). 52, Demuestre que ’}1)‘:1 (I n) " pera cualquier x > 0
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3.7 | RAZONES DE CAMBIO EN LAS CIENCIAS NATURALES Y SOCIALES

Sabe que si y = f(x), en seguida la derivada dy/dx se puede interpretar como Ia razén de
cambio de y con respecto a x. En esta seccién se analizan algunas de las aplicaciones
de esta idea a la fisica, la quimica, la biologia, la economia y otras ciencias.

Con base en la seccién 2.7, recuerde la idea bdsica que se encuentra detrés de las razo-
nes de cambio. Si x cambia de x| a x», por lo tanto el cambio en x e

Ax = x; — x|
y el cambio correspondiente en y es

Ay = f(x2) — flx:)
El cociente de diferencia

&y fle) = fxw)

Ax Xz = X

es la razén promedio de cambio de y con respecto a x en el intervalo [x), x:] vy se pue-
de interpretar como la pendiente de la recta secante PQ de la figura 1. Su limite, cuando
Ax > 0 es la derivada f'(x;), la cual, por lo tanto, puede inerpretarse como la razén de
cambio instantinea de y con respecto a x, o sea, la pendiente de la recta tangente en
P(xy, f{x1)). Si se usa la notacién de Leibniz, escriba el proceso en la forma

dy Ay

-

dx  ax—0 Ay

ipg = relacion promedio de cambio
m = f'x) = relacidn de cambio
instantdnea

Siempre que la funcidn y = f{x) tenga una interpretacion especifica en una de las cien-
cias, su derivada tendrd una interpretacion especifica como razdn de cambio. (Como se
analizé en la seccién 2.7, las unidades de dy/dx son las unidades correspondientes a y
FIGURA 1 divididas entre las de x.) Vea ahora algunas de estas interpretaciones en las ciencias natu-
rales y sociales.

FISICA

Si s = f(2) es Ia funcidn de posicién de una particula que se mueve en linea recta, por lo
tanto As/At representa la velocidad promedio en un periodo Af, y v = ds/df representa la
velocidad instantdnea (la razén de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo).
La razén de cambio instantdnea de la velocidad con respecto al tiempo es la aceleracidn:
a(f) = p'(1) = s"(t). Esto se vio en las secciones 2.7 y 2.8; pero ahora que conoce Ias
fdrmulas de derivacion, es capaz de resolver los problemas de velocidades con mayor
facilidad.

B2 EJEMPLG | La ccuacidn siguiente da la posicién de una particula
s ) =1 — 617 + 9t

donde ¢ se mide en segundos y s en metros.

(a) Encuentre la velocidad en el instante £.

(b) (Cudl es la velocidad después de 2 y 4 87

(¢} (Cudndo estd en reposo la particula?

(d) ;Cudndo se mueve hacia adelante (es decir, en direccién positiva)?

(e} Dibuje un diagrama que represente el movimiento de la particula.

(f) Encuentre la distancia total recorrida por la particula durante los primeros cinco
segundos.
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/@\

=0
5s=0

FIGURA 2

¢) Hallar la aceleracién en el tiempo ¢ y después de 4 s.
(hy Grafique las funciones posicién, velocidad y aceleracidn para 0 < ¢ = 5.
(iy ;Cudndo incrementa se rapidez la particula? jcudndo la disminuye.

ey
(a) La funcidn velocidad es la derivada de la funcidn de posicidn.

s=f)=1— 61+ 01

ds
=— =3 - 12t +
#(t) 7 3r r+9

(by La velocidad después de 2 s significa la velocidad instantinea cuando ¢ = 2; es decir,

#(2) = % =3(20 ~ 12(2) + 9= —3m/s

La velocidad después de 4 s es
v(4) = 34" — 12(4) + 9 = 9m/s
(c) La particula estd en reposo cuando v(#) == 0, esto es,
32— 12t +9=3"-dt + 3 =30—- Dt —3) =0

y esto se cumple cuando ¢ = 1 o ¢ = 3. Por lo tanto, la particula estd en reposo después
de 1 s y después de 3 s.

¢d) La particula se mueve en direccién positiva cuando »(f) > 0, es decir,
32— 12t +9 =30t — Dt —3)=>0

Esta desigualdad se cumple cuando ambos factores son positivos (¢ > 3) o cuando los
dos son negativos (¢ << 1), Asi, la particula se mueve en direccion positiva en los periodos
t << 1yt >3 Semueve hacia atrds (en la direccidn negativa) cuando 1 < ¢ < 3.

{e) En la figura 2, se esquematiza el movimiento de la partfcula hacia atrds y hacia
adelante a lo largo de una recta (el eje 5), aplicando la informacién del inciso (d).

(£) En virtud de los incisos (d) y (e}, necesita calcular las distancias recorridas durante los
periodos [0, 13, [1, 3] y [3, 5], por separado.
La distancia recorrida en el primer segundo es

A —fO)|=[4—0|=4m
Def=1at =3, ladistancia recorrida es

[f3) ~f)]|=]0—4]|=4m

Det = 3 at =35, la distancia recorrida es
f(5) = f(3)] = |20 — 0] = 20m

La distancia total es 4 + 4 + 20 = 28 m. O
g) La aceleracién es la derivada de lafuncién velocidad:

ds dv
== =6t 12
dr*  dt

a{d) = 6(4) - 12 = 12 m/s’

a (t)
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FIGURA 3

; En Medule 3.7 puede ver una ani-
macion de fa figura 4 con una expresion
para § que selecione,

FIGURA 4

FIGURA 5
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{(h) La figura 3 escribe las grificas de s, v y a.

(i) Elincremento de la rapidez de la particula cuando la velocidad es positiva y
creciente (¢ y @ son positivas) y también cuando la velocidad es negativa y decreciente
(v y a son negativas). En otras palabras, el aumento en la rapidez cuando la velocidad y
la aceleracién tiene el mismo signo. (La particula es empujada en la misma direccién
en que s¢ estd moviendo.) De la figura 3 se ve que ésta sucede cuando 1 < r < 2 y cuando
t > 3. La particula disminuye su rapidez cuando # y a tienen signos opuestos, es decir,
cuando O = ¢ << | y cuando 2 <<t < 3. La figura 4 resume el movimiento de la particula

- /
a
+ op
54 hy
P
0 el ]
5
hacia hacia hacia
adefante atras adelante
: i

disminuye aumenta disminuye awmenta
su rapidez su rapidez su rapidez su rapidez

EJEMPLG 2 Siuna varilla o un trozo de alambre son homogéneos, por 1o tanto su densi-
dad lineal es uniforme y se define como la masa por unidad de longitud (g = m/1) y se
mide en kilogramos por cada metro. Pero suponga que la varilla no es homogénea sino
que su masa medida desde su extremo izquierdo hasta un punto x es m = f(x), como se
muestra en la figura 5.

1
|
.

- X X
Esta purte de Iz varilla
tiene una masa f{.x).

L4 masa de la parte de la varilla que se encuentra entre ¥ = x; y X = X, se expresa con
Am = f(x2) — f(x;), de modo que la densidad promedio de esa seccién es

densidad promedio = Am = L) = fx)

Ax A — X

Si ahora hace que Ax — 0 (es decir x, — x,), calcula la densidad promedio sobre un
intervalo cada vez mds pequeiio. La densidad lineal p en x, es el limite de estas densidades
promedio cuando Ax — 0; es decir, la densidad lineal es la razén de cambio de la masa
con respecto a la longitud. En forma simbdlica,

. Am dm
p= lim — = —
av—0 Ax dx

De este modo, la densidad lineal de la varilla es la derivada de la masa con respecto a la
longttud.
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Por ejemplo, si m = f(x) = +/x, en donde x se mide en metros y m en kilogramos,
después la densidad promedio de la parte de la varilladadapor 1 s x =< 1.2 es

Am  fl2)-F)  Ji2-1
A 121 T o2 " 048ke/m

en tanto que la densidad en x = | es

L
p dx r=| 2\/-; =

-

= 0,50 kg/m

§% EJEMPLO 3 Hay corriente siempre que las cargas eléctricas se mueven. En la figura 6
se muestra parte de un alambre con electrones que cruzan una superficie plana som-
breada. S1 AQ es la carga neta que pasa por esta superficie durante un periodo At, en
FIGURA & tal caso la corriente promedio durante este intervalo se define como

. A0 O -0
corriente pfomedlo T s I e mnm—
At h—h

Si toma el limite de esta corriente promedio sobre lapsos mds y mds pequefios, obtiene
lo que se llama corriente [ en un instante dado r,:

I=1f AQ _ 40
= lfm —= = 2%
-.\r—n}t) At di

Por esto, la corriente es la rapidez con que la carga fluye por una superficie. Se mide
en unidades de carga por unidad de tiempo (a2 menude coulombs por segundo, llamados
amperes). ~

La velocidad, la densidad y la corriente no son las tnicas razones de cambio de impor-
tancia para la fisica. Otras incluyen la potencia (la rapidez a la cual se consume trabajo), la
relacién de flujo de calor, el gradiente de temperatura (la razén de cambio de la temperatu-
ra con respecto a la posicién) y la razén de decaimiento de una sustancia radiactiva en la
fisica nuclear.

QUIMICA

EJEMFLO £ El resultado de una reaccidn guimica en la formacién de una o mds sustan-
cias (llamadas productos) a partir de uno o mds materiales (reactivos). Por ¢jemplo, la
“ecuacion”

2H3 + Og—> QHEO

indica que dos moléculas de hidrégeno y una de oxigeno forman dos moléculas de agua.
Considere Ia reaccitn

A+B—-=C

donde A y B son los reactivos y C es ¢l producto. La econcentracién de un reactivo A es
el nimero de moles {1 mol = 6.022 X 10* moléculas) por litro y se denota con [A]. La
concentracién varfa durante una reaccidn, de modo que [A], [B] y [C] son funciones
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del tiempo (¢). La velocidad de reaccién promedio del producto C en un intervalo de
tiempot; < t = fes

ALC] _ [C() — [C(s)

Af fg_ﬁ

Pero los quimicos tienen mds interés en la velocidad instantinea de reaccién, la cual se
obtiene tomando el limite de la velocidad promedio de reaccidn conforme el intervalo Ar
tiende a O:

velocidad de reaccién = lim _A[C] - d[C]
Ar—0 Ay dt

Como la concentracién del producto aumenta a medida que la reaccién avanza, la derivada
d[C]/dt serd positiva, y asf la velocidad de reaccion de C es positiva. Sin embargo, las
concentraciones de los reactivos disminuyen durante la reacci6n; por eso, para que
las velocidades de reaccién de A y B sean niimeros positivos, ponga signos negativos

delante de las derivadas d{A]/dt y d[B]/dr. Dado que [A] y [B] disminuyen con la mis-
ma rapidez que [C] crece, tiene

dlCc] _  d[A] _  d[B]
a dt ar

velocidad de reaccién =
De modoe mds general, resulta que para una reaccidn de la forma

aA + bB —cC + dD

fiene

_ldal 1 4d[B]
a dt b dr

d[c] _ 1 d[D]
dt d dt

~ 1
C

La velocidad de reaccién se puede determinar a partir de datos y con métodos grafi-
,zg cos. En algunos casos existen férmulas explicitas para las concentraciones como

funciones del tiempo, que permiten calcular la velocidad de reaccién (véase el

ejercicio 22). 3

EJEMPLO 5 Una de las cantidades de interés en termodindmica es la compresibilidad. Si
una sustancia dada se mantiene a una temperatura constante, en tal caso su volumen V
depende de su presién P. Puede considerar la razén de cambio del volumen con respecto
a la presion: a saber, la derivada dV/dP. Cuando P crece, V decrece, de modo que
dV/dP < 0. La compresibilidad se define al introducir un signo menos y dividir esta
derivada entre el volumen V:

1 4V
compresibilidad isotérmica = 8 = Ty

En estos términos, 8 mide cudn rdpido, por unidad de volumen, decrece el volumen de
una sustancia a medida que la presién aumenta, a temperatura constante.

Por ejemplo, se encontrd que la siguiente ecuacion relaciona el volumen V (en metros
ctbicos) de una muestra de aire a 25°C se encontrd que estd relacionada con la presién P
(en kilopascales) mediante la ecuacién.

5.3
V—_—-_
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FIGURA 7

Una curva uniforme que se hace
€ON una aproximacion a unz
funcién de crecimiento

La razén de cambio de V con respecto a P, cuando P = 50 kPa, es

av|  _ 33
dF | peso P? L peso
5.3
= 3500 = ~{.00212 m*/kPa
La compresibilidad a esa presion ¢s
I dv 0.00212
I v =" = 0.02 (m%/kPa)/m’
VaP|n 53 (m’/kPa)/ o
50

BIOLOGIA

EJEMPLO & Sea n = [t} el nimero de individuos de una poblacién de animales o plantas
en el tiempo t. Bl cambio del tamafio de la poblacién entre los tiempos £ == f; y I = /288
An = f(t) ~ f(n). de modo que la rapidez de crecimiento promedio durante el periodo
fi == t= hes

_éil_ﬁ Fiy — fn)

rapidez de crecimiento promedio = A .
L =0

La rapidez instantdnea de erecimiento se obtiene a partir de esta rapidez promedio al
hacer que el periodo At tienda a 0:

dez d mient it An dn .
rapidez de crecimiento = lim — = —— y
P a—0 A dt -

En términos estrictos, esto no es muy exacto porque la gréfica real de una funcién de
poblacién n = (1} serfa una funcién escalén que es discontinua siempre que ocurre
un nacimiento o una muerte y, por lo tanto, no es derivable. Sin embargo, para una

poblacién grande de animales o plantas, es posible reemplazar la grfica con una curva
de aproximacién uniforme como en la figura 7.




FIGURA 8
Flujo de sangre dentro de nna arteria

% Para informacidn méas detalladas, véase W,
Nichols y M. 0"Raurke {eds.), McDanatd”’s Blood
Flow in Arteries: Theoretic, Experimental and
Glinical Principles, 4th ed, (Nueva York: Oxfard
University Press, 1998).
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Para ser mids especificos, considere una poblacidén de bacterias en un medio nutriti-
vo homogéneo. Suponga que, por medio de la toma de muestras de la poblacidn a ciertos
intervalos, se determina que esa poblacidn se duplica cada hora, Si la poblacisn inicial
es 1y v el tiempo £ se mide en horas, en consecuencia

f(I) = 2f(0) = Zny
F(2) =2/(1) = 2°ny
J3)y=2f(2) = 23,

y, en general,
fle) = 2'ny

La funcion de poblacién es n = ny2’,
En la seccidn 3.4 se demostrd que

— (@Y =a'lna
dx

Por eso, la rapidez de crecimiento de la poblacién de bacterias, en el tiempo ¢, es

dn d
"EE‘ = E‘: (?1{]2’) = }1()2' In2

Por ejemplo, suponga que inicia con una poblacidn inicial de ny = 100 bacterias. En
consecuencia, la rapidez de crectmiento después de 4 horas es

in
A = 100-2'In2 = 160010 2 =~ 1109
dt |y

Esto significa que, después de 4 horas, la poblacién de bacterias crece en una cantidad de
casi | 109 bacterias por hora. O

EJEMPLC 7 Cuando considera el flujo de la sangre por un vaso sanguineo, como una ve-
na o una arteria, puede tomar la forma de este vaso como el de un tubo cilindrico con
radio R y longitud /, como se ilustra en [a fizara 6.

Debido a la friccidn en las paredes del tubo, la velocidad » de 1a sangre es maxima a lo
largo del eje central del propio tubo y decrece conforme aumenta la distancia r al eje, hasta
que ¢ se vuelve 0 en la pared. La refacién entre v y + estd dada por la ley de! flujo laminar
descubierta por el fisico francés Jean-Louis-Marie Poiseuille en 1840. En ésta se afirma que

P, 2
=—R-—- s
1] v 41?l,( r?)

donde 7 es la viscosidad de la sangre y P es la diferencia en la presién entre los extre-
mos del tubo. Si P y [ son constantes, en ial caso ¢ es funcién de r, con dominio [0, k).
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La razén de cambio promedio de la velocidad, al moverse de r = r, hacia afuera,
hastar = raes

A _ o) = o)

Ar 2 —

y si hace que Ar — 0, obtiene el gradiente de velocidad, es decir, la razén de cambio
instanténea de la velocidad con respecto a r:

gradiente de velocidad I —AU _dv
radiente idad == Hm =
& ars0 Ay dr
Al aplicar la ecuacién (1) obtiene
d: P P
_1.’_=_~(0 — ) = _fr
dr  4nl nl

Para una de las arterias humanas mds pequefias, puede tomar n = 0.027, R = 0.008 cm,
[ = 2cmy P = 4000 dinas/cm’, lo cual da

4000

— L (0.000064 — 1
v 4(0.027)2( 00064 — )

~ 1.85 X 107(6.4 X 107% — %)

En r = 0.002 cm la sangre fluye a una rapidez de
2(0.002) = 1.85 X 10°(64 X 107 — 4 % 107)
= 1.11 cm/s

y el gradiente de velocidad en ese punto es

dv __ 4000(0.002) _
dr r=0,002 2(0027)2

—74 (cm/s)/cm

Para tener una idea de lo que esto significa, cambie las unidades de centimetros a
micrémetros (1 cm = 10 000 wm). Por lo tanto el radio de la arteria es de 80 ym. La
velocidad en el eje central es de 11 850 wm/s, la cual disminuye hasta 11 110 pm/s a
una distancia de r = 20 wm. El hecho de que do/dr = —74 (pm/s) /v significa que
cuando r = 20 wm, la velocidad disminuye en una cantidad de casi 74 wm/s por cada
micrémetro que se aleja del centro. i

ECONOMIA

i7 EJEMPLO 8 Suponga que C(x) es el costo total en que una compaiifa incurre al produ
cir x unidades de cierto articulo. La funcién C se llama funcién de costo. Si el nimer
de articulos producidos se incrementa de x; hasta x», el costo adicional es AC = C(x:
— ¢(x\) y la razén de cambio promedio del costo es

AC Clxa) — Clxy))  Clxi + Ax) — Clxy)
Ax X2 — X - Ax
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Los economistas llaman costo marginal al limite de esta cantidad, cuando Ax - Q es decir,
la razdn de cambio instantdnea del costo con respecto al nimero de articulos producidos:
. . AC dC
costo marginal = lim —~—— = —
Ax—0 Ax dx
[Como x suele tomar sélo valores enteros, quizd no tenga sentido hacer que Ax tienda a
0, pero siempre podréd reemplazar C(x) con una funcién suave de aproximacién uni-
forme, como en el gjemplo 6.]
Si se toma Ax = 1 y n grande {de modo que Ax sea pequefio en comparacion con 1),
tiene

Cln)=Cn+ 1) — Cln)

Asi entonces, ¢l costo marginal de producir # unidades es aproximadamente igual al cos-
to de elaborar una unidad més {la (n + 1)-ésima unidad}.
A menudo, resulta apropiado representar una funcidn de costo total con un polinomio

Clx)=a+ bx + cx® + dx?

donde a representa el costo de los gastos generales (renta, calefaccién, mantenimiento) y
los demés términos representan el costo de las materias primas, la mano de obra y demds.
(El costo de las materias primas puede ser proporcional a x, pero los costos de la mano de
obra podrian depender en parte de potencias mayores de x, debido a los costos del tiempo
extra y de las faltas de eficiencia relacionadas con las operaciones a gran escala.)

Por ejemplo, suponga que una compaiifa ha estimado que el costo {en délares) de

producir x articulos es
-y

- 2
C(x) = 10 000 + 5x + 0.0147

En tal caso la funcién de costo marginal es
C'(x) =5+ 0.02x
El costo marginal en el nivel de produccién de 500 articulos es
C'(500) = 5 -+ 0.02(500) = $15/articulo

Bsto da fa cantidad a la cual se incrementan los costos con respecto al nivel de produc-
cién, cuando x = 500, y predice el costo del artfculo 501.
] costo real de producir el articulo 501 es

C(501) — (300} = [10000 + 5(501) + 0.01(501)*]
— [10000 + 5(300) + 0.01(500)°]
= $15.01
Advierta que C'(500) = C(501) — C(500). O

Los economistas también estudian la demanda, el ingreso y la utilidad marginales, que
son las derivadas de las funciones de demanda, ingreso y utilidad. Estas se consideran en
el capitulo 4, después de desarrollar las técnicas para hallar Jos valores médximos y mini-
mos de funciones.

OTRAS CIENCIAS

Las razones de cambio se presentan en todas las ciencias. Un gedlogo se interesa en cono-
cer la rapidez a la cual una masa incrustada de roca fundida se enfria por conduccion del
calor hacia las rocas que la rodean. Un ingeniero desea conocer la proporeidn a la cual
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el agua fluye hacia adentro o hacia afuera de un depésito. Un gedgrafo urbano se interesa e
la razén de cambio de la densidad de poblacién en una ciudad, al aumentar la distancia af
centro de la propia ciudad. Un meteorGlogo siente interés por la razén de cambio de Ia
presion atmosférica con respecto a la altura, (Véase el ejercicio 17, de Ja seccidn 38) °

En psicologfa, quienes se interesan en la teorfa del aprendizaje estudian la curva del:
aprendizaje, la cual presenta en forma de gréfica el rendimiento P(¢) de alguien que apren-
de una habilidad, como funcién del tiempo de capacitacién £. Tiene un interés particular la.
rapidez a la cual mejora el rendimiento a medida que pasa el tiempo; es decir, dpjdt.

En sociologfa, el cilculo diferencial se aplica al andlisis del esparcimiento de rumores
{0 de innovaciones. novedades o modas). Si p(¢) denota la proporcién de una poblacién
que conoce un rumor en el momento 7, por lo tanto la derivada dp/dt denota la rapidez de
esparcimiento de ese rumor. (Véase el gjercicio 82 de la seccién 3.4.) '

UNA SOLA IDEA,VARIAS INTERPRETACIONES

3.7 | EJERCICIOS

La velocidad, Ia densidad, la corriente, la potencia y el gradiente de temperatura, en fisica: la
velocidad de reaccion y la compresibilidad, en quimica; 1a rapidez de erecimiento y el gradi-
ente de velocidad de la sangre, en biologifa; el costo marginal y la utilidad marginal, en eco-
nomia; Ia rapidez de flujo del calor, en geologia: la rapidez de mejora del rendimiento, en
psicologia, y la rapidez de esparcimiento de un rumor, en sociologia, son casos especiales
de un concepto matemdtico: la derivada.

Esta es una ilustracién del hecho de que parte del poder de las matemdticas descansa er
su abstraccion. Un solo concepto matemdtico abstracto (como la derivada} puede tenes
interpretaciones diferentes en cada ciencia. Cuando desarrolle las propiedades del con
cepto matemdtico, de una vez y por todas, podrd dar la vuelta y aplicar estos resultados ¢
todas tas ciencias. Esto es mucho mds eficiente que desarrollar propiedades de concepto:
especiales en cada una por separado. El matemético francés Joseph Fourier (1768-1830
io expresé de manera sucinta: “Las matemdticas comparan los fendmenos més diversos
descubren las analogfas secretas que los unen.”

I~4 Una particuls se mueve segdn una ley del movimiento s = f(1). (a) €A (b) "4
¢ = 0, donde r se mide en segundos ¥ § en pies.

(a)
(b)
(©)
()
(e)

{

Encuentre la velocidad en el instante .

;Cuil es la velocidad después de 3 s?
;Cuiindo estd ta particula en reposo?

;Cudndo se mueve hacia Ja direccién positiva?
Encuentre la distancia total recorrida durante los

primeros 8 s.

o{\"? 0{:\:

6. Se exhiben las funciones de posicién de dos p\é}(cu]as. donde 1 ¢

Dibuje un diagrama, como el de la figura 2. con el fin de ilustrar mide en segundos ;Cudndo incrementa su rapidez cada una de k

el movimiento de la particula.

articula? ; cudndo la disminuyen? Expligue.
& P

(g) Hallar ta aclaracion en el tiempo £y después de 3 s,

paa =<8

(h) Grafique las funciones de posicitn, velocidad, yaceleracién () 5% (b) ¥4

(i} ;Cuéndo aumenta su rapidez la particula? ;cudndo

disminuye. . : :
L I ! (U H
(7] f0 =7 - 126 + 300 2 f(1) = 0017 = 0.047"
= ol 7 = . = fo - . .. .
3. fl = costaid). =10 4 fl) = e 7. La funcién de posicion de una particula estd dada por
s=t' =457 ~Tt=0
5. Se exhiben las grificas de los funciones velocidad de dos particu- {a) ;Cudndo alcanza la partfcula una velocidad de 5 m/s?
las, donde t se mide en segundos ;Cudndo incrementa su rapidez (b) ;Cudndo la aceleracion es 07 ;Cudl es ¢l significado de ¢!

cada particula? Cudndo disminuyer: su rapidez? Explique valor de 1?
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8. Si se empyja una pelota de modo que alcance una velocidad

inicial de 5 m/s hacia abajo a lo largo de cierto plano inclinado,
en tal caso [a distancia que ha rodado después de ¢ segundos es
s =5t + 3.

{a) Encuentre ia velocidad una vez que transcurren 2 s.

(b) (Cudnto tiempo tarda para que la velocidad sleance 35 m/s?

Si se lanza una piedra hacia arriba verticalmente desde la

superficie de Ia Luna, con una velocidad de 10 m/s, su altura

{en metros) después de 1 segundos es i = 10r ~ 0.831°,

() ;Cudl es la velocidad de la piedra después que transcurren
35?7

(b) ¢ Cudl es la velocidad de la piedra una vez que se ha
elevado 25 m?

Si se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 80 fi/s, en seguida su altura después de ¢
segundos es s = 80r ~ 164,

{a) ;Cudl es la altura médxima que alcanza la pelota?

{b) (Cudl es la velocidad de 1z pelota cuando estd 96 pies arriba de
fa superficie de la tierra en su trayectoria hacia arriba y luego
hacia abajo?

{a) Una compaiifa fabrica chips para computadora a partir de
placas cuadradas de silicio. Se desea conservar la longitud
del lado de esas placas muy proxima a 15 mm y, asimisme,
suber como cambia el drea A{x) de ellas cuando cambia
la longitud x def lado. Encuentre A'{15} y explique su
significado en esta situacidn,

(b) Demuestre gue la rapidez de cambio del drea de uno de los
cuadrados con respecto & la longitud de su lade es la mitad
de su perimetro. Intente explicar geométricamente por qué
esto es cierto, dibujando un cuadrado cuya longitud x
del lado se incremente en una cantidad Ax. ;Cémo puede
obtener una aproximacién del cambio resultante en el drea,
AA, st Ax es pequeiio?

. {a} Es facil hacer crecer cristaies de clorato de sodio en forma

de cubos dejando que una solucién de esta sal en agua se
evapore con lentitud. Si Ves el volumen de uno de esos
cubos, con longitud x del lado, calcule dV/dx crando x = 3
mmn y explique su significado.

(b) Demuestre que la razén de cambio del volumen de un cubo
con respecto a la longitud de su arista es igual a la mitad del
drea superficial de ese cubo. Explique geométricamente por
qué este resultado es cierto; bisese en ¢l ejercicio 1| (b) para
establecer una analogfa.

{(a) Encuentre la razén de cambio promedio del drea de un
circulo con respecto a su radio », cuando éste cambia de
(i) 2a3 (if) 2a23 (i) 2 & 2.1

(b} Encuentre la razén de cambio instantinea cuando r = 2.

(c) Demuestre que ia razén de cambio del drea de un
circulo con respecto a su radio (a cualquier r) es igual a la
circunferencia del circulo. Intente explicar geométricamente
por qué esto es cierto dibujando un circulo cuyo radio se
incrementa en una cantidad Ar. ; Cémo puede obtener una
aproximacidn del cambio resultante en el drea, AA, si Ares
pequefio?

Se deja caer una piedra en un Jage que crea una onda circuiar

que viaja hacia afuera con una rapidez de 60 cm/s. Encuentre la

proporcién a la cual aumenta el drea dentro del circulo después

de {a) 1, (b) 3 sy (c) 5s. ;Qué puede concluir?

/ )

I 23t

[15] Se esti inflando un globo estérico. Encuentre Ja proporcidn de

17

18

aumento del drea superficial (§ = 4m57) con respecto al
radio r, cuando éste es de (a) I pie. (b) 2 pies y (¢) 3 pies.
A qué conclusjones llega?

(a) El volumen de una célula estérica en crecimiento es
v = {4, donde el radio r se mide en micrémetros
(1 wm = 10°*m). Encuentre la raz6n de cambio
promedio de V con respecto a r, cuande éste cambia de
(i) 528 um (i} Sa6pm {iiy 5a5.i pm

(b} Haile la razén de cambio instantdinea de ¥ con respecto a r,
cuando v = 5 wm.

(¢} Demuestre que la razén de cambio del volumen de una
esfera con respecto a su radio es igual a su drea superficial.
Explique geométricamente por qué esto s clerto. Argumente
por anatogia con el ejercicia 13(e).

La masa de parte de una varilla metélica que se encuentra entre
su extremo izquierdo y un punto x metros z la derecha es 337
kg. Encuentre la densidad lineal (véase el ¢jemplo 2)

cuando x es (a) 1 m, (b) 2 m y (¢) 3 m. ;En dénde es mis
alta ia densidad y dénde es més baja?

Si un tanque contiene 3 000 galones de agua. la cual se drena
desde el fondo del tanque en 40 min, en tal caso la ley de
Torricelli da el volumen V de agua que queda en el tanque
después de f minutos como

1 2
V= 1 -—
500{)( 40)

Encuentre la cantidad de drenado después de (a) 5 min. (b) 10
min, (¢) 20 min y {d) 40 min. ;En qué momento fluye el
agua mds rdapido hacia afuera? ;Con mayor lentitud? Resuma
sus hallazgos.

0=1=40

La cantidad de carga, £}, en coulombs {C) que ha pasado por

20.

umn punto de un alambre hasta ¢l tiempo £ (medido en segun-
dos) se expresa con Q{f) = 3 — 2r* + 6+ + 2. Encuentre la
corriente cuando (a) f = 0.5 s y (b} ¢ = 1 5. [Véase el ejemplo
3. La unidad de corriente es el ampere

(1 A = | C/s).] ;En qué momento la corriente es ta mds baja?

La ley de Newton de la gravitacidn afirma que la magnitud F
de la fuerza ejercida por un cuerpo de masa m sobre otro de
masa M es
GmM
Foe

B

=

donde G es la constante gravitacional v » es la distancia entre

los cuerpos.

(1) Encuentre dF/dr y explique su significado. ;Qué indica el
signo menos?

(b) Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con una
fuerza que disminuye en proporcidn de 2 N/km, cuando
r = 20000 km. ;Con gué rapidez cambia esta fuerza
cuando » = 10 000 km?

[iﬂ La ley de Boyle expresa que cuando se comprime ung muestra

de gas a una temperatura constante, el producto de la presion y
el volumen se mantiene constante; PV = C.
{a) Encuentre I razén de cambio del volumen en relacion con

Iz presion. -
%
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(b) Una muestra de gas estd en un recipiente a baja presion y
se le comprime paulatinamente a temperatura constante
durante 10 minutos. ;El volumen disminuye con mayor
rapidez al principio o af final de los 10 minutos? Explique.

¢c) Pruebe que la compresibilidad isotérmica (véase el
ejemplo 3) se expresa mediante 8 = 1/P.

22, Si en el ejemplo 4 se forma una molécula del producto C a
partir de una molécula del reactivo A y una molécula del
reactivo B v las concentraciones iniciales de A y B tienen un
valor comtn [Al = [B] = a moles/L, después

[C] = a’ktf(akt + 1)

donde % es una constante.
(a) Halie la velocidad de reaccién en el instante £.
(b} Demuestre que si x = [C], en seguida

dx R
w— = kg — x)°
dr (
{c) ;Qué sucede con ka concentracién cuando ¢ —* w?
(d) ;Qué ocurre con fa velocidad de reacci6n cuando ¢ ~> «?
(e) ;Qué significan en términos pricticos los resultados de los
incisos {c) y (d)?

23. En el ¢jemplo 6 considerd una poblacién de bacterias que se
duplican cada hora. Considere que otra poblacién de bacterias
se triplica cada hora y se inicia con 400 bacterias. Hallar una
expresién para el nimero 1t de bucterias después de thoras y
aplique para estimar Ja rapidez de crecimiento de la poblacién

después de 2.5 horas

24, El ntimero de células de levadura en un cultive de laboratorio
se incrementa rapidamente al principio pero los niveles con el
tiempo terminan. La poblacidn se modela por fa funcién

a
n=flo) = 1 + be ™

donde ¢ se mide en horas. En el tiempo 1 = 0 Ia poblacién es de

20 células y se incrementa en una proporcién de 12
célulasfhora. Hallar los valores de a y b. De acuerdo a este
modelo, ; finaimente que sucede a la poblacién de levadura?

25. La tabla proporciona la poblacidn del mundo en el siglo xx.

Poblagidn Poblacitn

Afio {en miilones) Afio {en milflones)
1900 1650 1960 3046
1910 1730 1970 3710
1920 1860 1980 4450
1930 2070 {990 3280
1940 2300 2060 6080
1950 2560

{a) Bstime la rapidez de crecimiento de la poblacién en 1920 y
1980 promediando las pendientes de dos rectas secantes.

(b) Use un dispositivo graficador o una computadora para
encontrar una funcién ctibica (un polinomio de tercer grado)
que modele los datos.

{c} Aplique su modelo del inciso (b) para encoatrar un modelo
para la rapidez de crecimiento de la poblacién en €] siglo XX.
(d)} Use el inciso (c) para estimar las rapidez de crecimiento €n
1920 y 1980. Compare sus estimados con los del inciso (a). F |
(e) Estime la rapidez de crecimiento en 1985.

26. La tabla muestra cémo vari6 la edad promedio en que Jas
mujeres japonesas contraen matrimonio por primera vez a lo
largo de la segunda mitad del siglo xx.

[ AlN ! Al
1950 230 1980 252
1935 238 1985 233
1960 24.4 1990 159
1965 4.5 1995 26.3

1970 242 2006 270
1975 24.7

(a) Use una calculadora graficadora o una computadora para
modelar estos datos con un polinomio de cuarto grado.

{b) Recurra al inciso (a) para encontrar un modelo para A'(D).

(¢) Estime la razén de cambio de I edad én que contraen
matrimonio las mujeres durante la década de 1990.

{d) Dibuje los puntos correspondientes a datos asi como los
modelos para A y A’

97. Remitase a la ley de flujo laminar que se da en el ejemplo 7.
Considere un vaso sanguineo con radio 0.01 cm, longitud 3 cm,
diferencia de presién 3 000 dinas/cm?’, y viscosidad n = 0.027.
(a) Halle la velocidad de la sangre a lo largo de la linea central

r = 0, en el radio » = 0.005 em, y en la pared

r=R =001 cm
{b} Encuentre e] gradiente de velocidaden r = 0, r = 0.005, y
r=0.01.

(c) jAdonde es mixima la velocidad? ; Adénde cambia en
mayor medida?

La frecuencia de las vibraciones de una cuerda vibrante de un
violin se expresa por medio de

1 T

T L p

donde L es 1a longitud de Ja cuerda, T es su tensidn y p &s su

densidad lineal. [Véase el capitulo 11 en D. E. Hall, Musical

Acoustics, 3a. ed. (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2002).]

{a) Encuentre la rapidez de cambio de la frecuencia con
respecto a

(i) La longitud {cuando T y p son constantes).
(i) La tensién (cuando L y p son constantes).
(iil) La densidad lineal (cnando Ly T son constantes ).

{b) El tono de una nota (qué tan alto o bajo suena) estd determi-
nado por la frecuencia f {entre mds alta es la frecuencia més
alto es el tono). Use los signos de las derivadas del inciso (a)
para hallar qué sucede en el tono de una nota

(i) cuando se disminuye la longitud efectiva de una cuerda
colocando un dedo sobre ésta de modo gue vibre una
parte mds corta de la misma,

(i) cuando se aumenta la tensién haciendo girar una de las
clavijas,

(iid) cuando se incrementa la densidad lineal al cambiar
hacia otra cuerda,



179, El costo, en dolares, de producir x yardas de una cierta tela es

Clx) == 1200 + [2x — 0.1x* + 0.0005x°

{a) Hallar la funcién costo marginal.

{b) Hallar C'{200) y explique su significado. ; Qué predice?

(c) Compare C'(200} con el costo de fabricacién de la yarda 201
de tela.

30. La funcién de costo para la produccién de una mercancia es

C(x) = 339 + 25x — 0.09x* + 0.0004x°

{1) Hallar e interpretar C{100).
{b) Comparar C'(100) con el costo de producir el articulo 101,

B Si p(x) es el valor total de la produccién cuando se tienen x
trabajadores en una planta, por lo tanto la productividad
promedio de la fuerza de trabajo en la planta es

plx)

X

Alx) =

{a} Encuentre A’'(x). ;Por qué la compaiifa desea contratar mids
trabajadores s1 A'(x) > 0?

(b) Demuestre que A'(x) > 0 si p'(x) es mayor que la
productividad promedio.

32. Si R denota la reaccién del cuerpo ante cierto estimulo de
intensidad x, la sensibilidad S se define como la razdn
de cambio de la reaccién con respecto a x. Un ejemplo
especifico es cuando aumenta el brillo x de una fuente de
luz, el ojo reacciona disminuyendo el drea R de la pupila. La
férmula experimental

40 24
1+ 4x%

se ha utilizado para modelar la dependencia de R con respecto

a x cuando R se mide en milimetros cuadrados y x se mide en

unidades de brillo adecuadas.

{a) Encuentre la sensibilidad.

{b) Ilustre el inciso (a) dibujande tanto R como S come funcién
de x. Comente acerca de los valores de R y S en los niveles de
brillo mds bajos. ;Es esto lo que esperaba?
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33. Laley de los gases para un gas ideal a la temperatura absoluta
T (en kelvin), la presion P (en atmdsferas) y el volumen V (en
litros) es PV = nRT, donde n es el nimero de moles del gas
v B = 0.0821 es la constante del gas. Suponga que, en cierto
instante, P = 8.0 atm y aumenta en una de 0.10 atm/min y
V= {0 L y disminuyen proporcién de 0.13 L/min. Encuentre la
razén de cambio de T con respecto al tiempo en ese instante sj
n =10 mol.

34, En una granja piscicola se introduce una poblacidn de peces en
un estanque y se cosechan con regularidad. Un modelo para la

razén de cambio de la poblacién se expresa con la ecuacion

dP ( P{Y)
— == l I
P(‘

dr

)P(!) — BP{)

donde ryes Ia rapidez de nacimientos, £ es la poblacién mixima

que el estanque puede sostener (llamada capacidad de conten-

cidn} y B es el porcentaje de la poblacién que se cosecha.

() ;Cuél valor de dP/dt corresponde a una poblacién esiable?

{b) §i el estanque puede sostener 10 000 peces, la rapidez de
nacimiento &s del 3% vy la cantidad de cosecha es del 4%,
encuentre el nivel estable de la pobluacion.

(c) ¢Qué sucede si B se eleva hasta el 3%7?

En el estudio de los ecosistemas, a menudo se usan los madelos
depredador-presa para estudiar la interaccion entre las especies.
Considere una poblacién de lobos de la tundra, dada por W{t), y
de caribiies, dada por C{¢), en e norte de Canad4. La interaccion
se ha modelado mediante las ecuaciones

W
K _ - bew LY o W+ dCW
dt dt

{a) ;Cudles valores de dC/dt y dW/dt corresponden & pobla-
ciones estables?

(b} ;Cémo se representaria matemdticamente la afirmacién “los
cariblies van hacia la extincién™?

(¢} Suponga que a = 0.05, b = 0001, ¢ = (.05 y d = 0.0001.
Encuentre todas las parejas de poblaciones (€, W) que con-
ducen a poblaciones estables. De acuerdo con este modelo,
;es posible que las especies vivan en armonia o una de
ellas, o ambas, s extinguiran?

3.8| CRECIMIENTOQ Y DECAIMIENTO EXPONENCIAL

En muchos fenémenos naturales, las cantidades crecen o decaen en una cantidad propor-
cional a su tamafio. Por ejemplo, si y = f(¢) es el nimero de individuos en una poblacién
de animales o bacterias en el tiempo 1, por lo tanto, parece razonable esperar que la rapidez
de crecimiento f'{r) es proporcional a la poblacién f(1); es decir, f'(r) = kf(¢) por algu-
na constante k. A propdésito, bajo condiciones ideales (ambientes sin limite, nutricidn ade-
cuada, inmunidad a las enfermedades) el modelo matemdtico conocido por la gcuacidn
F'(t) = kf(?) sin duda predice lo que realmente sucede con precision. Otro ejemplo suce-
de en fisica nuclear donde la masa de una sustancia radiactiva decae en una cantidad pro-
porcional a su masa. En quimica la velocidad de una reaccién de primer orden unimolecu-
lar es proporcional a la concentracién de la sustancia. En finanzas, el valor de una cuenta
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de ahorros con interés compuesto se incrementa de manera continua en una cantidad pro
porcional a ese valor.

En general, si y() es el valor de una cantidad y en el tiempo ¢ y si la razén de cambi
de y con respecto a ¢ es proporcional a su tamaiio y(¢) en cualquier tiempo, en tal caso

@
M dr_ky

donde k es una constante. Algunas veces la ecuacién 1 se le llama ley de crecimiento na- -
tural (si k£ > 0) o la ley de decaimiento natural (si k < 0). Se le denomina una ecuacién
diferencial porque involucra una funcién desconocida y y su derivada dy/dr. '

No es dificil pensar una solucién de la ecuacidén 1. Esta ecuaci6n pregunta hallar una
funcién cuya derivada es un maltiplo constante de si mismo. Conocerd tales funciones en ;'
este capitulo. Cualguier funcion exponencial de la forma y(¢) = Ce", donde C es una cons-
tante, que satisface

¥ (1) = Clke) = KCe") = ky(®)

Verd en la seccién 9.4 que cualguier funcién que satisface dwdt = ky es de la forma ¥ = Ce*.
Para ver el significado de la constante C, observe gue

y0) = Ce' =C

En consecuencia C es el valor inicial de la funcién

TEOREMA Las tinicas soluciones de la ecuacidn diferencial y dwdr = ky son
las funciones exponenciales

¥ty = y(0)e"

CRECIMIENTO DE POBLACION

;Cuidl es el significado de la constante de proporcionatidad k? En el panorama del crecimien-
to de la poblacién, cuando P(f) es el tamafio de una poblacién en el tiempo ¢, escriba

dP 1 dP
3 — = kP — =k
di ° P
La cantidad
1 4P
P dt

es la rapidez de crecimiento dividido entre el tamafio de la poblaci6n; a esto se le deno-
mina la rapidez de crecimiento relativo. De acuerdo a (3), en lugar de decir “la rapidez
de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacién” podria decir “Ja rapidez de cre-
cimiento relativo es constante.” Por lo tanto, de acuerdo a (2) dice que la poblacién con
rapidez de crecimiento relativo k aparece como el coeficiente de 7 en la funcién exponen-
cial Ce*. Por ejemplo, si

dP
— = (}.02P
dt




FIGURA |
Un modelo del crecimiento
de la poblacién mundial en la
segunda mitad del siglo xx
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f se mide en afios, en tal caso la rapidez de crecimiento relativo es k == 0.02 y el crecimien-
to de poblacidn relativa de 2% por cada afio

P(f) = Poe®™

£ EJEMPLO 1 Use el hecho de que la poblacién mundial fue 2 560 millones en 1950 y
3 040 millones en 1960 para modelar la poblacién del mundo en la segunda mitad del
siglo xx. (Suponga que la razén de crecimiento es proporcional al tamafio de la pobla-
cién. ;Cudl es la razén de crecimiento relativo? Aplique el modelo para estimar la po-
blacién mundial en 1993 y del mismo modo predecir la poblacién en el afio 2020.

SOLUCION Mida el tiempo ¢ en afios y sea que £ = ¢ en el afio 1950, Mida la poblacién P(f)
en millones de personas. Por o tanto, P(0) = 2 560 y P(10) = 3 040. Ya que estd su-
poniendo que dP/dt = kP, del teorema 2 proporciona

P(1) = P(0)e" = 2560¢"

P(10) = 2560¢'" = 3040

1 3040
k= Eln 2560 0.017183

La rapidez de crecimiento relativo es casi 1.7% por cada afio y el modelo es
P(r) = 2560471
Se estima que en 1993 la poblacién mundiat fue
P(43) = 2560784 = 5360 millones
Fl modelo predice que en 2020 la poblaci6n serd
P(70) = 2560e""'71%09 = 8524 millones

La grifica en la figura 1 muestra que el modelo ya es exacto para finales del siglo xx (los
puntos representan la poblacién actual), de esta manera la estimacién para 1993 es com-
pletamente confiable. Pero la prediccidn para 2020 es aventurado.

P

6000

— GOI7185
Poblacién P=2560¢

{en millones)

20 40 t
Afios desde 1950 O

DECAIMIENTO RADIACTIVO

Una sustancia radiactiva decae emitiendo radiacién de manera espontdnea. Si #1(7) es la
masa que queda a partir de una masa inicial my de la sustancia después de tiempo ¢, por lo
tanto, se ha encontrado de manera experimental que la rapidez de decaimiento

L dn

m dr
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refativa es constante. (Ya que ¢m/dt es negativo, la rapidez de desintegracion relativa es pg-
sitiva.) Lo que permite que

dm k

—— = K

dt
donde £ es una constante negativa. En otras palabras, las sustancias radiactivas decaen en
una cantidad proporcional a la masa restante, Esto significa que puede usar (2) para-de.-
mostrar que fa masa decae de manera exponencial:

mlt) = nge™

Los fisicos expresan la relacién de decaimiento en términos del tiempo de vida media,
el tiempo que se requiere para que la mitad de cualquier cantidad conocida se desintegre.

B4 EJEMPLG 2 El tiempo de vida media del radio-226 es 1 590 afios.

(a) Una muestra de radio-226 tiene una masa de 100 mg. Hallar una formula para la ma-
sz de la muestra que permanece después de 7 afios.

{b) Hallar la masa después de 10} afios exacto a lo mds cercanc de los miligramos.

{c) ;Cuvdndo se ha reducido la masa a 30 mg?

SOLUCION
{a) Sea m(r) la masa de radio-226 (en miligramos) que permanece después de ¢ afios. En
tal caso dm/dt = km y y(0) = 100, de tal manera gue (2) proporciona

m(f) = m(0)e" = 100"

Con la finalidad de establecer el valor de &, aplique el hecho de de que y(1590) = lg {100).

En estos términos,

1009 =50 o 90 = _i_

y 1590k =1In 5 =~ In2
LY
1590
En consecuencia m(t) = 100g™"m B30

Podria aplicar el hecho de que ¢"* = 2 y escribir la expresién para m(z) de forma alterna

mf) = 100 x 274859
(b) La masa después de 100 afios es

m(1000) = 100~ 20 = 65 mg

(c) Busque el valor de f tal que mf{f) = 30, es decir,
1006—(In 590 - 30 o bien e—[ln 21590 0 3
Resuelva esta ecuacion para ¢ tomando el logaritmo natural de ambos lados:

In2
1590
In0.3
In

t=1In0.3

Por esto t=— 1590 == 2762 afios 0
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FIGURA 2
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Para una verificacién del ejemplo 2, aplique un dispositivo gréfico para dibujar ia ori-
fica de m(r} en la figura 2 junto con la linea horizontal m == 30. Estas curvas cruzan cuando
t = 2800, y estd de acuerdo con la respuesta del inciso (c).

LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

La ley de enfriamiento de Newton establece que la rapidez de enfriamiento de un objeto
es proporcional a la diferencia de temperatura entre el objeto y sus alrederores, siempre
que esta diferncia no sea muy grande (ademds esta ley se aplica al calentamiento.) Si per-
mite que 7(¢} sea la temperatura del objeto en el tiempo ¢ y T, la temperatura de los alre-
dedores. En seguida, puede formular la ley de enfriamiento de Newton como una ecuacion
diferencial:

dT
— = - T
dr T )

Donde & es una constante, Esta ecuacién no es completamente la misma que Ia ecuacién 1, de
tal manera que el cambio de variable y(t) = T(t) — T.. Ya que T, es constante, y'(r) = T'(1)
¥ de este modo la ecuacidn se convierte en

dy
dt ky

Por lo tanto puede usar (2) para hallar una expresion para y, de la que puede encontrar 7.

EJEMPLO 3 Un recipiente con una bebida gasificada a temperatura ambiente (72°F) se
coloca dentro de un refrigerador donde la temperatura es 44°F, Después de media hora Ia
bebida se ha enfriado hasta 61°F.

(a) ¢Cudl es la temperatura de la bebida después de la otra media hora?

{b) ;Cudnto tardar4 la bebida en enfriarse a 50°F?

SOLUCION
(a) Sea T{(r) ia temperatura de Ia bebida después de r minutos. La temperatura de los alre-
dedores es 7, = 44°F, por consiguiente la ley de enfriamiento de Newton establece que

dr
e k(T — 44)

Si permite que vy = T — 44, en seguida y(0) = 7(0) — 44 = 72 — 44 = 28, de este mo-
do y satisface que

dy
—_— ’ ] = 2
o ky  y(0) 8

y mediante (2) tiene

¥() = y(0)e" = 28¢"

Entonces 7(30) = 61, igualmente y(30) = 61 — 44 = 17 y

28%% = 17 &% = -2%

Tomando logaritmos, tiene
¥
In ()

30

= —0.01663
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Por esto

y(f) — 288*0.0266&

T(t) = 44 + 28€f0‘01663r

T(60) = 44 + 28e™ 0¥ ~ 543

Asf después de la otra mitad de la hora, la bebida se ha enfriado a casi 54°F.
(b} Tiene T(r} = 50 cuando

44 + 28001 = 50

-0 ]
e 01663t

28

m(E)
=066 = 2

i

La bebida se enfria a 50°F después de casi 1 hora 33 minutos.

Observe que en el ejemplo 3

lim T(7} = }1_m (44 + 280068 == 44 + 28 -0 = 44

e

lo que se esperaba. La grdfica de la funci6n temperatura se muestra en 1a figura 3.

FIGURA 3

INTERES COMPUESTO CONTINUAMENTE

EJEMPLO 4 Si se inverten 1000 ddlares al 6% de interés anual compuesto, entonces,
después de 1 afio la inversién es valorada en 1000(1.06) = 1060 délares, después de

2 afios su valor es [1000(1.06)] 1.06 = 1123.60 délares y después de ¢ afios su valor es
1000(1.06) r délares. En general, si se invierte una cantidad Ao con una tasa de interés
r(r = 0.06, en este ejemplo), entonces después de ¢ afios su valor es de Ag{1 + r). No
obstante, por lo general con més frecuencia el interés es compuesto, s¢ dice, 1 veces el
afio. Por lo tanto en cada periodo combinado la tasa de interés es r/n y existe nz periodo:

" combinados en ¢ afios, de este modo el valor de la inversidn es

R
Au(l + L)
F13

Por ejemplo, una inversion de 1000 délares después de 3 afios al 6% de interés estaré
valorados en

$1000(1.06)° = $1191.02 con combinacién anual

$1000(1.03)° = $1194,05 con combinacién semestral

$1000(1.015)" = $1195.62 con combinacion trimestral

$1000(1.005)* = $1196.68 con combinacién mensual

O 06 3653
$1000(1 + %) = $1197.20 con combinacidn diaria
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Puede ver que el pago del interés se incrementa cuando el nimero de periodos combina-
dos (1) se incrementa. St permite que n — o en consecuencia, estard combinando e interés
de manera continua y el valor de la inversicn serd
r afr trr
1+ -
i

H—pzm Hh—x

r 1
1 nze i

) A
= Ao[hm (l + —) jl (donde m = a/r)
M —3e 7

Pero el limite en esta expresién es igual al nimero e. (Véase la ecuacidn 3.6.6). Asi,
con la combinacion continua del interés en la tasa de interés r, 1a cantidad después de
! afios es

A(D) = lim AO(E + i) = Iim 4p
n

Alr) = Age”
Si deriva esta fancién, obtiene

/A
fi_t = rAge” = rA(r)

la cual dice que, con combinacién continua de interés, la proporcion de incremento de una
inversidn es proporcional a su tamafio.

Regresando al ejemplo de 1000 délares invertidos por 3 afios al 6% de interés, con
combinacién de interés, el valor de la inversién seré

A(3) = $1000e9° = $1197.22

Observe cdmo se acerca a la cantidad calculada por combinacién diaria, 1197.20 délares.
Pero es més ficii calcular la cantidad si aplica combinacion cantinua. -

3.8 | EJERCICIOS

1. Una poblacién de protozoarios se desarrollan en una razén de
crecimiento relativo constante de 0.7944 por miembro por cada
dia. En el dfa eero la poblacién consiste de dos miembros. Ha-
llar el tamafic de la poblacién después de seis dias.

F-d
.

Un habitante comiin del intestino humano es la bacteria

Escherichia coli. Una célula de esta bacteria en un caldo

nutriente se divide en dos células cada 20 minutos. La

poblacién inicial de un culiivo es de 60 células

(a) Hallar la razén de crecimiento relativo.

(b) Encontrar una expresién para el nimero de células después
de r horas.

(c) Caleular el ndmero de células después de 8 horas.

(d )Establecer la razén de crecimiento después de § horas.

{e );Cudndo la poblacién aleanzard 20 000 células.

@ Un cultivo de bacterias al inicio contiene 100 células y crece en
una cantidad proporcional a su tamafio. Después de 1 hora la
poblacién se ha incrementado & 420,

(ay Establecer una expresion para el nimero de bacterias
después de ¢ horas.

(b) Calcular el niimero de bacterias después de 3 horas.

{c) Encuentre la tasa de crecimiento después de 3 horas.

(d) ¢Cudndo la poblacidn alcanza 10 000?

4. Un cultivo de bacterias crece con una rapidez de crecimiento
relativo constante. Después de 2 horas existen 600 bacterias y
después de 8 horas la cuenta es de 75 000,

{a) Hallar la poblacién inicial.
{b )Establecer una expresién para la poblacién después de
t horas.
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(¢) Calcular el nimero de células después de 5 horas.
{d) Establecer la rapidez de crecimiento después de 5 horas.
{e} ;Cudndo la poblacién alcanzard 200 00G?

[5] La tabla proporciona estimados de la poblacién mundial, en
millones, desde 1750 hasta 2000

Afio Poblacidn Afio Poblacién
1750 790 1900 165G
1800 980 1930 2360
1850 1260 2000 6080

{a) Aplique el modelo exponencial y las cifras de poblacién
para 1750 y 1800 para predecir la poblacién mundial en
1900 y en 1950, Compare con las cifras actuales.

(b) Utilice el modelo exponencial y las cifras de poblacién para
1850 v 1900 para predecir la poblacién mundial en 1950.
Compare con la poblacién actual.

(¢) Emplee el modelo exponencial y las cifras de poblacién de
1600 y 1950 para predecir la poblacién mundial en 2000.
Compare con la poblacién actuat ¢ intente explicar la dis-
crepancia.

6. La tabla proporciona la poblacién de Estados Unidos, en millo-
nes, para los afios 1900-2000.

Afio Poblacion Afio Pablacidn
1900 76 1960 173
1910 92 1970 203
1920 HUg 1980 227
1930 123 199G 250
194G 131 2000 215
1950 150

{a) Aplique ¢l modelo exponencial y las cifras de censo para
1900 y 1910 para predecir ka poblacién en 2000. Compare
con las cifras actuales e intente explicar la discrepancia.

{b) Use e} modelo exponencial y las cifras del censo para 1980
y 1990 para predecir la poblacidn en 2000. Compare con la
poblacién actual. A continuacién aplique este modelo para
predecir 1a poblacién en los afios 2010 y 2020.

(c) Grafique ambas funciones exponenciales de los incisos
{a) y (b} junto con una grifica de la poblacién actuai.
;Alguno de estos modelos es razonable?

I\s experimentos muestran que si la reaccién quimica.
i
N105 — 2N03 + ”5“03

e / se realiza a 45°C, la velocidad de reaccion del pentéxido de di-
nitrégeno es proporcional a su concentracién como sigue:

1[N:O
- dINOd 0.0005[N:0s]

(a) Hallar una expresién para la concentracién {N.Os] después
de ¢ segundos si la concentracion inicial es C. ‘

(b} ;Cudnio tiempo ha de transcurxir para reducir la concentra- .
cién de NaOs a 90%% de su valor ortginal?

8. El bismuto-210 tiene un tiempo de vida media de 5.0 dias.
(a) Una muestra tiene originalmente una masa de 800 mg.
Establecer una formula para la masa que resta después
de t dias.
(b} Calcular la masa que esta después de 30 dias.
{c) ;Cudndo se reduce la masa a | mg?
{d YBosquejar la grifica de la funcidn masa.

El tiempo de vida media del cesio-137 es de 30 afios. Considere
una masa de 100 mg.
{a) Establecer la masa que permanece después de r afios.
(b )¢ Cudnto de la masa permanece después de 100 afios?
(¢) ;Después de cuanto tiempo permanece Unicamente 1 mg?

10. Una muestra de tritium-3 se desintegré a 94.5% de su cantidad

original después de 1 afio.

(a} ;Cudl es el tiempo de vida media del tritium-37?

(b );Cudnto tardaria en decaer a 20% de su cantidad original?
11. Los cientificos pueden establecer la edad de objetos antiguos
mediante el métode del carbono. El bombardeo de la atmosfera
superior por los rayos césmicos convierte al nitrégeno en un
is6topo radioactivo de carbeno, MC, con un tiempo de vida media
aproximado de 5730 afios. La vegetacion absorbe didxido de
carbono a través de la atmGsfera v la vida animal asimila "C a
través de la cadena alimenticia. Cuando una planta o un animal
mueren, se detiene la sustitucién de su carbono y la cantidad de
M inicia su disminucidn a través de la desintegracién radiactiva.
En consecuencia el nivel de radiactividad también decae de
manera exponencial.,

Fue descubierto un fragmento de pergamino que tiene casi

74% de “C tants radiactividad como el material de fa planta en
la tierra hoy en dia. Estimar la edad del pergamino.

-

12. Una curva pasa a través det punto (0, 5) y tiene Ia propiedad de
que la pendiente de la curva en cualquier punto £ es dos veces
la coordenada y de P. ;Cudl es la ecuacidn de la curva?

@ De un horno se toma un pavo rostizado cuando su ternperatura
ha alcanzado 185°F y se coloca sobre una mesa en un espacio
donde la temperatura es 75°F.

{a) Si la temperatura del pavo es 150°F despuds de media hora:
scudl es la temperatura 45 minutos después?
(b };Cudndo se enfriard el pavo a 100°F?

14. Se toma un termémetro de una habitacién donde la temperatura
es 5°C. Un minuto después la lectura en el termémetro es de
12°C.

{a) ¢ Cudl serd la lectura en el termémetro unos minutos
después?
(b ;. Cudndo la lectura del termémetro serd 6°C?

15. Cuando se toma una bebida fria del refrigerador, su temperaturt
es 5°C. Después de 25 minutos dentro de una habitacidn a 20°C
su temperatura se incrementa a 10°C.

{2) ;Cudl es Ia temperatura de la bebida 50 minutos después?
(b };Cudndo su temperatura serd de 15°C?
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16, Una tﬂZi‘l ttc. ’café recién hecha tiene 95°C de temperatura en (b) Considere que se prestan 1000 délares y el interés es com-
una habitacidn a 20°Q. Cuando la temperatu‘ra as de 70°C, se puesto de manera continaa. Si A{f) es la cantidad que se debe
enfria en una proporcién de 1°C por cada minuto. ;Cudndo ¢ afios después, donde 0 < 1 < 3, grafique A(7) para cada una
sucede esto? de las tasas de interés 6%, 8% y 10% en una pantalla comin.
17. La razon de cambio de la presién atmosférica P con respecto a (a) Si invierta 3000 délares al 3% de interés, calcule el valor de
la altitud & es proporcional a P, considere que la temperatura es la inversitn al final de 5 afios si el interés es compuesto (i)
constante. En 15°C Ia presién es 101.3 kPa al nivel del mar y anual, (i) semestral, (iii) mensual, (iv) semanal, (v) por dia, y
g7.14 kPaen i = 100 m. (vi) de manera continua.
{a) Cudl es la presion en una altitud de 3000 m? (b )Si A(1) es fa cantidad de la invesién al tiempo ¢ para el caso
{b };Cudl es la presidn en la cima del monte McKinly, en una de combinaci6n continua, escriba una ecuacion diferencial
altitud de 6 [87 m? y una condicidn inicial que satisfaga A(f).
18, (a) Si se prestan 1 000 délares al 8% de interés, calcular la canti- 20. (a) ;Cudnto transcurrird para que una inversion se duplique en
dad que se debe al final de 3 afios si el interés es compuesto. valor si la tasa de interés es de 6% compuesto de manera
(1) anual, (i) trimestral, (iii) mensual, (iv) semanal, (v} diario, continua?
{vi) por hora, y (vii) de manera continua. (b) ;Cudl es la tasa de interés anual equivalente?

3.9, RELACIONES AFINES

Si estd inflando un globo, tanto su volumen como su radio se incrementan y sus proporciones
de incremento estdn relacionadas entre si. Pero es mucho mdés fiicil medir de modo directo
Ja proporcién de aumento de volumen que la proporcién de incremento del radio.

En un problema de relaciones afines, la idea es calcular la relacién de cambio de una can-
tidad en términos de la relacién de cambio de otra cantidad, la cual, ademds, se podria medir
con mis facilidad. El procedimiento es determinar una ecuacién que relaciona las dos canti-
dades y aplicar la regla de la cadena para derivar ambos miembros con respecto al tiempo.

£2 EJEMPLO | Se infla un globo esférico y su volumen se incrementa en una proporcion de
100 em/s. ;Qué tan rdpido aumenta el radio del globo cuando el didmetro es de 50 cm?

@ De acuerdo con los principios de la resolucion  SOLUCION Empiece por identificar dos aspectos:
de probiemas estudiados en Ja pagina 76,

gl primer paso es entender el problema. Ani la informacion que se proporciona:

esta Incluida I lectura cuidadosa def problerra,
Iz identificacion de los datos con Gue se cuenta
y lo que se desconoce v Ia introduccidn de una
notacion convenignte.

la proporci6n de incremento del volumen del aire es 100 cm¥s
v lo que se desconoce: :
la rapidez de incremento del radio cuando el didmetro es 50 cm

Con objeto de expresar estas cantidades en forma matematica, introduzea una nofa-
cign sugerente:

Sea V el volumen del globo y r su radio.

La clave que hay que tener presente es que las razones de cambio son derivables. En este
problema, tanto el volumen como el radio son funciones del tiempo 7. La proporcion de
incremento del volumen con respecto al tiempo es la derivada dV/dt, y la rapidez del in-
cremento del radio es dr/dr. Por lo tanto, replantee lo que conoce y lo que desconoce de
la manera siguiente:

Vv
Conocido: = 100 cms
dt

Codr
Desconocado:z cuando r = 25 cm
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= La segunda etapa de I3 resalucion de problemas
es pensar en up plan para refacionar la informacion
conocida con iz desconosida.

Dbserve que aunque 4V/dt es constante,
dr/dr no'loes.

urQ

10

M

piso

FIGURA 1

FIGURA 2
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Con objeto de relacionar dV/dt y dr/dt, primero relacione V'y r mediante la férmula
del volumen de vna esfera:

’7TI'3

V=

LR

Para utilizar la informacién dada, derive con respecto a f a ambos miembros de la ecua-
cidn. Para derivar el lado derecho necesita aplicar la regla de 1a cadena:

dV  dV dr , dr
£ Y A sl
dt dr dt ™

Ahora resuelva para la cantidad desconocida:

dr i dv

dr 4art dr

Si sustituye r = 25 y dV/dr = 100 en esta ecuacicn, obtiene

dr 1 1
—_— 1 —_
dt 47(25)7 0o 257
El radio del globo se incrementa en una proporcién de 1/(257) = 0.0127 cm/s. O

EJEMPLO 2 Una escalera de 10 pies de largo estd apoyada contra un muro vertical. Si
la parte inferior de la escalera se desliza alejdndose de la pared en una proporcion de

1 pie/s, ;qué tan rapido la parte superior de la escalera resbala hacia abajo por la pared
cuando la parte inferior de la escalera estd a 6 pies del muro?

$0LUCI6Y Primero dibuje un esquema y ponga los datos como se muestra en la figura 1.
Sea x pies la distancia desde la parte inferior de la escalera al muro y y pies la distan-
cia desde la parte superior de la escalera al piso. Observe que x ¥ y son
funciones del tiempo ¢ (tiempe que se mide en segundoes)

Sabe que dx/dr = 1 piefs y se pide determinar dy/dr cuando x = 6 pies {véase figura 2).
En este problema, la relacidn entre x y y Ia define el teorema de Pitdgoras:

x?+ y? =100
Al derivar con respecto a r ambos miembros aplicando Ia regla de la cadena

2w P g
[P
dt ¥

y al resolver esta ecuacidn para determinar la relacién deseada

dy _ _xdx

dt v dt

Cuando x = 6, el teorema de Pitdgoras da y = 8 y al sustituir estos valores y dx/dr = 1,
llega a

6 3 .
=3 (1) = vy pies/s

4y
dt
El hecho de que dy/dt sea negativa quiere decir que la distancia desde la parte superior

de la escalera al suelo decrece una proporcién de 2 pie/s. En otras palabras, la parte supe-
rior de la escalera se resbala hacia abajo de la pared una proporcion de 2 pie/s. 3
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- EJEMPLO 3 Un depdsito para agua tiene la forma de un cono circular invertido; el radio
de la base es de 2 m y la altura es de 4 m. Si el agua se bombea hacia e] depdsito a una
razén de 2 m’/min, determine la rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el agua
tiene 3 m de profundidad.

50LUCI68 Primero elabore un diagrama del cono y anote la informacién como en la figura
3. Sean V, r vy i el volumen del agua, el radio de la superficie circular y la altura en el
tiempo ¢, donde r se mide en minutos.

Sabe que dV/dt = 2 m*/min y se pide determinar dh/dr cuando k es 3 m. Las can-
tidades V y k se relacionan mediante la ecuacién

V= imrh

pero es muy 1til expresar V sélo en funcién de /. Con objeto de eliminar r, recurra a los

FIGURA 3 tridngulos semejantes en la figura 3 para escribir
¥ 2 h
2 R
h 4 2

y la expresién para V se vuelve

Ahora puede derivar con respecto a ¢ cada miembro:

av. _m . dh

dt 4 ! dr

g d di 4 dV
ue —= e

¢ mocodq dt ah? dt

Al sustituir 1 = 3 m y dV/dt = 2 m’/min obtiene

dh 4 _ 8
d 3¢ Qar
El nivel del agua sube a razén de 8/(94) = 0.28 m/min. ]
Reflexione. ;0ué ha aprendides de los ESTRATEGIA  Es il recordar algunos de los principios para resolver problemas que se
gjemplos 12 3 que le ayude a resolver encuentran en la pagina 76 y adaptarlos a las razones relacionadas luego de lo que

7 .. . ;
prablemas futuros? aprendié en los ejemplos 1 a 3:

1. Lea con cuidado el problema.
2. Si es posible, dibuje un diagrama.

3. Introduzca la notacién. Asigne simbolos a todas las cantidades que estdn en funcién
del tiempo.

4, Exprese la informacion dada y la relacién requerida en términos de derivadas.

%] ADVERTEMCIA: Un error comdn es la
sustitucion de la informacién numérica conocide 5. Escriba una ecuacion que relacione las diferentes cantidades del problema. Si es
(por cantidades que varian con &l tiempo) muy necesario, aplique las propiedades geométricas de la situacién para eliminar una

pronto. La sustitucidn se efectua sbla después de las variables por sustitucién, como en el ejemplo 3
de la derivacidn. {El paso 7 va después del paso 8.) P ’ jemp !

Es decir, en el ejemplo 3 se tratan valores 6, Aplique la regia de la cadena para derivar con respecto a t ambos miembros de la
generales de & hasta que finalmente sustituye ecuacion.

A = 3 en la dltims etapa. (Si hubiera 7. Susti 12 inf 60 dad ! .. ltant determine la proporcion
sustituido & = 3 desde antes, hebria ohtenide . Sustituya la informacidn dada en la ecuacion resultante y determi prop

dV/dr = 0, To cual es evidentemente errdneo.} desconocida.

Los ejemplos siguientes son otras ilustraciones de la estrategia.
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v

i% EJEMPLO 4 El automdvil A se dirige hacia el oeste a 50 millas/h y el vehiculo B viaja
hacia el norte a 60 millas/h. Ambos se dirigen hacia la interseccién de los dos caminos.
. Con que rapidez se aproximan los vehiculos entre si cuando el automévil A estd 4 0.3
millas y el vehiculo B estd a 0.4 millas de la interseccién?

S0LUCON Dibuje la figura 4 donde C es la interseccitn de los caminos. En un tiempo dado
t, sea x la distancia entre el automévil A y C, sea y la distancia desde el automévil B a C,
y sea z la distancia entre los vehiculos, donde x, v y z se miden en millas.

C x A Sabe que dx/dr = —50 millas/h y dy/dr = —60 millas/h. Las derivadas son negativas
porque x y y son decrecientes. Se pide calcular dz/dr. La ecuacién que relaciona x, y y z la
proporciona el teorema de Pitdgoras:

), i
B ZZ = xZ + yZ
Al derivar ambos lados con respecto a f obtiene
FIGHRA 4
dz dx dy
27— = 2y — + 2y —
Tar T a T
dz 1 dx + ey
I R BT
dt z a dt
Cuando x = 0.3 millas y y = 0.4 millas, el teorema de Pitdgoras da z = 0.5 millas, de
modo que
2 L [03(-50) + 0.4(~60)]
d 057 ’
= —78 millas/h
Los vehiculos se aproximan entre s a razén de 78 millas/h. o

EZ gJerPLO 5 Un hombre camina a lo largo de una trayectoria recta a una rapidez de
4 pies/s. Un faro estd situado sobre el nivel de la tierra a 20 pies de la trayectoria y
se mantiene enfocado hacia el hombre. ;Con que rapidez el faro gira cuando el hombre
estd a 15 pies del punto sobre la trayectoria mds cercana a la fuente de luz?

SOLBCOH Trace la figura 5 y haga que x sea la distancia desde el hombre hasta el punto
sobre la trayectoria que esté mds cercana al faro. Sea 8 el dngulo entre el rayo desde el
faro y la perpendicular a la trayectoria.

Sabe que dx/dr = 4 pies/s y se pide calcular d6/dr cuando x == 15. La ecuacién que
relaciona x y 6 se puede escribir a partir de la figura 5:

X
—_— = = 7 &
20 tan & x=20tan 0

Al derivar con respecto a r ambos miembros obtiene

1 s dx 1 N 1 5
=20 cosf)dt =0 cos 6(4)m5c036

FIGURA 5 d_x bt fﬁ
dt dt
8

por lo que

dr
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Cuando x = 15, la longitud del rayo es 25, por eso cos 0 = iy

do_1{4\ 16
— = =—— =012
dt 5\5 75 128

El faro gira con una rapidez de 0.128 rad/s. ]

3.9 | EJERCICIOS

1. Si V es el volumen de un cubo que mide por lado x y, ademds,
el cubo se expande a medida que transcure el tiempo, calcule
dV/dt en términos de dx/d.

2. (a) 8i A es el drea de un circule cuyo radio es r y el circulo se
amplia 2 medida que pasa e! tiempo, determine dA /dr en
términos de di/dr.

(b} Suponga que el aceite se derrama de un depdsito agrietado
¥y que se extiende seglin un patrén circular. Si el radio del
derrame de aceite se incrementa a una proporcién constante
de | m/s, ;qué tan rdpido se incrementa el drea del derrame
cuado el radio es de 30 m?

3. Cada lado de un cuadrado se incrementa a razén de 6 cm/s.
¢En gue proporcién se incrementa el drea del cuadrado cuando
el drea del cuadrado es de 16 cm??

4. El largo de un rectdngulo se incrementa a razén de
§ cm/s y el ancho en 3 cnws. Cuando la fongitud es 20 cm v
el ancho es 10 cm, ;qué tan rdpido se incrementa el drea del
rectingulo?

5. Un tanque cilindrico con 5 m de didmetro se estd lfenando con
aguz a razén de 3 em¥min. ;Qué tan rdpido se incrementa fa
altura de agua’?

6. El radio de una esfera se incrementa a razén de 4 mnys. (Qué
tan ripido se incrementa el volumen cuando el didgmetro es
de 80 mm?

T. Siy =x*+ 2xy dx/dt = 5, determine dy/dr cuando x = 2.
8. Six* + y* = 25y dy/dt = 6, determine dx/dt cuando y =4,

9. Sizt =+ y% dx/dr = 2,y dy/dr = 3, encuentre dz/ds
coandox =5y y =12,

—
=

Una particuia se desplaza a lo largo de la curva y = /1 + ©2.
Cuando alcanza el punto (2, 3), la coordenada ¥y se incrementa
a una rapidez de 4 cm/s. ;Qué tan répido cambia la coordenada
x del punto variable en ese instante?

=14

(a) ¢Qué cantidades se proporcionan en el problema?

() ;Qué se desconoce?

(¢} Trace un diagrama de la sitnacién en cualquier tiempo .
{d) Plantee una ecuacién que relacione las cantidades.

(e} Termine de resolver el problema.

| 1-/Un avidn que vuela horizontalmente a una altitud de 1 milla

"y auna rapidez de 500 millas/h pasa directamente sobre una
estacion de radar. Calcule la rapidez a la cual la distancia desde el

avidn a la estaci6n se incrementa cuando estd a 2 millas de la
estacidn,

Si una bola de nieve se funde de tal modo que el drea superficial
disminuye a razon de [ cm?/min, calcule la rapidez a Ia cual dis-
minuye ¢l didmetro cuando éste es 10 em.

13. Una ldmpara estd instalada en lo alto de un poste de 15 pies de
altura. Un hombre de 6 pies de estatura se aleja caminando desde
el poste con una rapidez de 5 pies/s a lo largo de una trayectoria
rectilinea. (Qué tan rdpido Ia punta de su sombra se desplaza
cuando estd a 40 pies del poste?

14. A mediodia, un barco A estd a 150 km al oeste del barco B. EI
barco A navega hacia el este a 35 km/h y el barco B navega
hacia el norte a 25 km/h. ;Qué tan rdpide cambia Ia distancia
entre los barcos a las 4:00 pm?

15.] Dos vehiculos parten desde el mismo punto. Uno se dirige hacia
el sur & 60 millas/h y el otro hacia el oeste a 25 millas/h. ;En
que proporeién se incrementa la distancia entre los vehiculos
dos horas después?

16. Una luminaria sobre el piso ilumina una pared a 12 m de
distancia. $i un hombre de 2 m de estatura camina desde la
luminaria hacia el edificio 4 una rapidez de 1.6 m/s, jqué
tan rdpido disminuye la longitud de su sombra sobre el muro
cuando estd a 4 m del edificio? >

17. Un hombre empieza a caminar hacia el norte a 4 pies/s desde el
punto £. Cinco minutos mds tarde, una mujer empieza a caminar
hacia el sur a 5 pies/s desde un punto a 500 pies directo al este
de P. ;Con qué rapidez se estdn separando las personas 15 min
después de que la mujer empez6 a caminar?

13. Un diamante de béisbol es un cuadrado de 90 pies por lado. Un
bateador golpea la pelota y corre hacia la primera base con una
rapidez de 24 pies/s.

(a) {En qué proporcién su distancia desde la segunda base
decrece cuando estd a medio camine de la primera base?

(b) ;En qué proporcidn su distancia desde la tercera base se
incrementa en el mismo momento?
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La altitud de un tridngulo se incrementa a razén de 1 cm/min
mientras que el drea del tridngulo aumenta en una proporcion de
2 cm*/min. {En qué proporeién cambia la base del tridngulo
cuando fa altitud es de 10 cm y el drea es de 100 cm®?

20. Una embarcacion se jala hacia un muelle mediante una soga
unida a la proa del bote ¥ pasa por una polea gue se encuenira
instatada en el muelle a2 1 m mds arriba que la proa del bote.
Si la soga se jala & una rapidez de 1 m/s, jqué tan ripido se
aproxima al muelle cuando estd a 8 m de éste?

21. A mediodia, el barco A estd a 100 km al oeste del barco B. El
barco A se dirige hacia el sur a 35 km/h y el barco B va hacia el
norte a 25 km/h. ;Qué tan tdpido se modifica la distancia entre
los barcos a las 4:00 pm?

22

Una particula se desplaza a lo largo de la curva y = /x. Cuando
pasa por el punto (4, 2}, su coordenada x se incrementa en una
propercién de 3 cmy/s. (Qué tan rdpido cambia la distancia de
la particula al origen en ese instante?

3. El agua sale de un depésito en forma de cono invertido a una
relacién de 10 000 cm®/min al misme tiempo que se bombea
agua al depésito a una proporeién constante, El depdsito
mide 6 m de alto y el didmetro en la parte superior es de 4 m.
Si el nivel del agua se eleva a una relacion de 20 cm/min
cuando la altara del agua es de 2 m, calcule la proporeitn a
la cual el agua esti siendo bombeada hacia el tanque.

24. Un canalén mide 10 pies de largo y sus extremos tienen

la forma de un trigngulo isésceles; el ancho del canalon es

de 3 pies, lo que serfa la base del tridngulo, y la altura es de 1
pie. 8i el canalén se llena con agua a razén de 12 pies ciibicos
por minuto, ;qué tan tdpido sube el nivel del agua cuando ésta

tiene una profundidad de 6 pulg?

@ Un canal de agua mide 10 pies de largo y su secci6n transversal
tiene la forma de un trapezoide isdsceles que tiene 30 cm de
ancho en el fondo, 80 cm de ancho en la parte superior y
mide 50 cm de alto. Si el canal se estd Ilenando con agua
a razén de 0.2 m*/min, ;qué tan rdpido sube el nivel del agua
cuando ésta tiene 30 cm de profundidad?

Una piscina mide 20 pies de ancho, 40 pies de largo y 3 pies en
el extremo polo prufindo, y tiene 9 pies de fondo en fa parte
més profunda. En la ligura se ilustra una seccion transversal

de 1a piscina. §i ésta se llena a razén de 0.8 pies ciibicos/min,
2qué tan rdpido sube el nivel del agua cuando la altura def agua
en el punto mds profundo es de 5 pies?

26

6 12 16 6

Se entrega grava por medio de una cinta transportadora & razon
de 30 pies cibicos por minuto; las dimensiones de sus fragmen-
tos permiten formar una pila en forma de cono cuyo didmetro y

aleura son siempre iguales. (Qué tan ripido se incrementa
la altura de a pila cuando ésta mide 10 pies de alto?

28. Un papalote que estd a 100 pies por arriba de 1a superficie de
la tierra se desplaza en forma horizontal a una rapidez de 8 pies/s.
.En que proporcién disminuye el dngulo entre lacuerday ia
horizontal cuando se han soltado 200 pies de cuerda?

29. Dos lados de un tridngulo miden 4 y 5 m, y el dngulo entre
elios se incrementa a razén de 0.06 rad/s. Calcule la proporeidn
a la cual el frea del tridngulo se incrementa cuando el dngulo
entre los lados de longitud constante es de =/3.

30. ;Con qué rapidez cambia el 4ngulo entre el muro y la escalera
cuando la parte inferior de la escalera estd a 6 pies del muro?

Bj:] La ley de Boyle establece que cuando una muestra de gas se
comprime a temperatura constante, la presién P y el volumen
V cumplen la ecuacién PV = , donde € es una constanie.
Suponga que en un cierto instante el volumen es de 600 em?,
la presi6n es de 150 kPa y que la presién se incrementa una
cantidad de 20 kPa/min. ;En que proporcion disminuye ¢l
volumen en este instante?

32. Cuando el aire se expande en forma adiabdtica, es decir, no
gana ni pierde calor, su presién P y su volumen V se relacionan
mediante la ecuacién PV = C, donde C es una constante.
Suponga que en un cierto instante el volumen es 400 cm® y
que la presién es 80 kPa y estd disminuyendo en una cantidad
de 10 kPa/min. ;En que proporcién se incrementa el volumen

en este instante?

33. Si se conectan dos resistencias R, y Ra en paralelo, como se
ilustra en la figura, por lo tanto la resistencia total R, medida en
ohms {{}) es

1 i

1
R Rk

Si R, vy R, se incrementan en proporcion de 0.3 O/s ¥ 0.2 0/,
respectivamente, jqué tan rdpido cambia R cuando R, = 80 Q
¥y Ry = 100027

|
l |

El peso B del cerebro en funcién del peso del cuerpo W
en los peces ha sido modelado inediante la funcidn potencia
B = 0.007W*?, donde B y W se dan en gramos. Un modelo

34
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para el peso corporal en funcién de Ia longitud del cuerpo L en (b) Si la cdmara de televisién se mantiene dirigida hacia e

! ¢ — 253 g : = . . . ;
centimetros, es W= 0.12L**. Si en 10 millones de afios la cohete, jqué tan rdpido cambia el dngulo de elevacion de Ia
longitud promedio de ciertas especies de peces evolucionaron cdmara en ese momento?

desde 15 cm a 20 em 4 una proporcidn constante, (qué tan
rdpido creci6 el cerebro de estas especies cuando la longitud
promedio era de [8 cm?

38. Un faro se localiza en una pequeiia isla a 3 km del punio mds
cercano F que se encuentra en una playa recta; la ldmpara det

faro da cuatro revoluciones por minuto. ;Qué tan rdpido se mueve

35, Los lados de un tridngulo tienen longitudes de 12 m y 15 m. El el haz de luz a lo largo de la playa cuando estd a 1 km de P2
dngulo entre ellos se incrementa a razén de 2°/min Qué tan y . .
ripido se incrementa la tongitud del tercer lado cuando el 39. Un avidn vuela hOleOntalmcntf: en una altitwd de 5 km y pasa
Angulo entre los fados de fongitud fija es de 60°7 directamente sobre un telescopio de seguimiento en la superficie
i . de la tierra, Cuando el 4ngulo de elevacién es 7/3, este dngulo
36. Dos carros A y B estdn conectados por medio de una soga de 39 estd disminuyendo en una prororcién de 7/6 rad/min. :En ese

pies de longitud que pasa por una polea P (véase la figura). Ei instante con que rapidez estd viajando el avién?
punto & estd en el suelo a 12 pies directamente abajo de P y entre a0

los carros. El camro A es jalado a partir de O a una rapidez de 2
pies/s. ;Qué tan ripido se mueve el carro B hacia O en el
instante en que el carro A estd a 5 pies de (7

Una rueda de la fortuna de [0 m de radio estd girando con una
proporcidn de una revolucién cada 2 minutos. ; Qué tan rdpido
se estd elevando un pasajero cuando su silla estia 16 m arribg
del nivel de la superficie de Ia tierra?

41. Un avidn que vuela con rapidez constante de 300 km/h pasa
sobre una estacidn terrestre de radar a una altitud de 1 km y
se eleva con un dngulo de 30°. ;En que proporcidn se incrementa
la distancia del avién a la estacién de radar un minuto m4s

tarde?

' B. o 42. Dos personas parten del mismo punto. Una camina hacia el
oo este a 3 millas/h y Ia otra camina hacia el noreste a 2 millas/h.
¢ Qué tan rdpido cambia Ia distancia entre las personas después
de 15 minutos?

37 Se instala una cdmara de television a 4000 pies de la base de
una plataforma de fanzamiento de cohetes. Bl dngulo de elevacion
de la cimara tiene que cambiar con la proporcitn correcta con
¢l objeto de tener siempre a la vista al cohete. Asimismo, el
mecanismo de enfoque de la cdmara tiene que tomar en cuenty
la distancia creciente de la cdmara al cohete que se eleva.

Un individuo corre por una pista circular de 100 m de radio a una
rapidez constante de 7 m/fs, Un amigo del corredor estd parado
a una distancia de 200 m del centro de 1a pista. ;Qué tan rdpido
cambia [a distancia entre los amigos cuando la distancia entre
ellos es de 200 m?

Suponga que el cohete se eleva verticalmente ¥ Gue su rapidez 44. La manecilla de los minutos de un reloj mide 18 mm de largo y

es 600 pies/s cuando se ha elevado 3 000 pies. la manecilla de las horas mide 4 mm de largo. ;Qué tan rdpido

(2) (Qué tan ripido cambia la distancia de la cdmara de cambia la distancia entre las puntas de las manecillas cuando es
televisién al cohete en ese momento? : la I de la tarde?

3.10|_APROXIMACIONES LINEALES Y DIFERENCIALES

Ya vio que una curva se encuentra muy cerca de su recta tangente cerca del punto de tan-
gencia. De hecho, al realizar un acercamiento hacia el punto en la grifica de una funcién
derivable, advirtio que la gréfica se parece cada vez mds a su recta tangente. (Véase la
figura 2 en la seccién 2.7.) Esta observacién es Ia base de un método para hallar valores
aproximados de funciones. :

La idea es que puede resultar ficil calcular un valor fla) de una funcién, pero dificil (si
no es que imposible) calcular valores cercanos de f. Por Io tanto, recurra a los valores calcu-
lados fédcilmente de fa funcién lineal 7. cuya grdfica es la recta tangente de f en (a, f(a)).
{Véase la figura 1.)

En otras palabras, use la recta tangente en (a, f(a)) como una aproximacidn a la cur-
va y = f{x) cuando x estd cerca de a. Una ecuacién para la recta tangente es

y=fla) + fla)x — a)

P
1
o]

x ¥ la aproximacién

HIGURA | | m J0) = f@) + F@(x - a)
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se conoce con el nombre de aproximacion lineal o aproximacion de la recta tangente:
de f en a. A la funcitn lineal cuya grifica es su recta tangente, s decir,

2! L(x) = fla) + fia)x — a)

se le llama linealizacién de f en a.

2 EJEMPLO | Encuentre la linealizacion de la funcién f(x) == /x + 3ena = 1y dsela
para obtener una aproximacién de los nimeros J/3.98 y /4.05. ;Estas aproximaciones
son sobrestimaciones o subestimaciones?

SOLUCION La derivada de f(x) = (x + 3)* es

3] N =172 1
f (-Y)—z(-\+3) Y 2m

y, de este modo se tiene fly=2y fQ)= 1. Si se ponen estos valores en la ecuacidon
(2) la linealizacién es

X

L) = F1) + Fie = =2+ ix = 1) =%+ .

La aproximacion linea] correspondiente (1) es

5
x 3= 1_ + (cuando x esta cerca de 1)

x
4

En particular, tiene

308 =]+ B =1995 y 405 =1+ 4P = 20125

¥ En la figura 2 se ilustra la aproximacién lineal. En efecto, la aproximacién de Ia

, recta tangente funciona para la funcién dada cuando x estd cerca de 1. También que
hs . . . .

y=37%3; =z las aproximaciones son sobrestimaciones porque la recta tangente se encuentra por

/ (1,2 _v\= \f;;g arriba de la curva,
Por supuesto, una calculadora podrfa dar aproximaciones para J3.98 y +/4.05, pero’

—

T t

-3 o X aproximacién lineal da esa aproximaci6n sobre un intervalo completo.

FIGURA 2 En la tabla siguiente se compara las estimaciones de la aproximacién lineal del ejemplc
con los valores reales. Advierta en esta tabla, y asimismo en la figura 2, que fa aproximach
de la recta tangente da buenas estimaciones cuando x esta cerca de 1 pero la precision de
aproximacion disminuye cuando x estd mds lejos de 1.

x A partir de L{x) Valor real

V3.9 0.9 1,975 197484176, ..
NEXH 0.98 1.995 1.99499373 . ..

A | 2 2,00000000 . . .
JE05 1.05 2.0125 201246117 . ..
JaT 1.1 2.025 2.02484567 . ..
&) 2 2,25 2.23606797 ...
NG 3 2.5 244948974 . ..




FIGBRA 4
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£Qué tan buena es la aproximacion obtenida en el ejemplo 27 El ejemplo siguiente mues-
tra que usando una calculadora graficadora o una computadora es posible determinar un
intervalo a lo largo del cual una aproximacién lineal proporciona una precisién especificada.

EJEMPLO | jPara cudles valores de x la aproximacion lineal

70X
Vx+3=—+—
4 4
es exacta con una diferencia menor que 0.57 ; Qué puede decir de una exactitud con una
diferencia menor que 0.17

SOHICION Una exactitud con una diferencia menor que 0.5 significa que las funciones
deben diferir en menos de 0.5:

4

7 X
m—(z+l) < 0.5

De modo equivalente pedria escribir

7 X
\/x+3“0.5<z+1<\/x+3+0.5
Con esto se expresa que la aproximacién lineal debe encontrarse entre las curvas que se
obtienen al desplazar la curva y = /x + 3 hacia arriba y hacia abajo en una cantidad
de 0.5. En la figura 3 se muestra la recta tangente y = (7 + x)/4 que interseca la curva
superior y = /x + 3 + 0.5 en Py en Q. Al hacer un acercamiento y usar el cursor,
estima que la coordenada x de P se aproxima a —2.66 v la coordenada x de () es mds o
menos 8.66. Por esto, con base en la gréfica, la aproximacién
7 x
Jr 4 3 s — -
4 4
es exacta con una diferencia menor que (.5, cuando —2.6 < x < 8.6. (Se ha redondeado
para quedar dentro del margen de seguridad.)
De manera andloga, en la figura 5 la aproximacién es exacta con una diferencia menor
que 0.1 cuando —1.1 < x < 3.9. 0

APLICACIONES EN LA FiSICA

Las aproximaciones lineales se usan con frecuencia en la fisica. Al analizar las consecuencias
de una ecuacién, a veces un fisico necesita simplificar una funcién sustituyéndola con una
aproximacion lineal. Por ejemplo, al derivar una férmula para el periodo de un péndulo, los
libros de texto de fisica obtienen la expresién ar = —g sen 8 para la aceleracién tangencial y
luego sustituyen sen # por 6 haciendo la observacién de que sen # estd muy cerca de 6 si § no
es demasiado grande. [Véase, por ejemplo, Physics: Calculus, 2a. edicién, por Eugene Hecht
(Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), p. 431.] Puede comprobar que la linealizacién de la
funcion f(x) = sen x en a = 0 es L{x} = xy asi la aproximacién lineal en 0 es

senx = Xx

(véase el gjercicio 42). Por consiguiente, en efecto, la derivacién de la férmula para el
periodo de un péndulo utiliza la aproximacién a la recta tangente para la funcién seno.

Otro ejemplo se preseata en la teorfa de la Gptica donde los rayos de luz que llegan con
dngulos bajos con relacidn al eje dptico se llaman rayos paraxiales. En la dptica paraxial
{0 gaussiana) tanto sen § como cos 8 se sustituyen con sus linealizaciones. En otras pala-
bras, las aproximaciones lineales

sen f = @ y cos f = |
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# Sidy % 0, puede dividir ambos lados de la
ecuacion 3 entre dx para obtener

dy

- =f’(,t)

dx
Antes ha visto ecuaciones similares, pero
ahora el lado izquierdo puede interpretarse
an forma genuina como una relacidn de
diferenciales.

¥

g R

N
/E dy
- E.l\

s 1
2| i S
/ | dx=Ax ;
Vi 1 H
0 / X x+AY X
{y=F)

FIGURA 5

# En la figura 6 se ilustra la funcin del ejemplo 3
y una comparacion de dy y Ay cuando ¢ = 2. El
rectangule de visién es [ 1.8, 2.5] por {6, 181,

|
I
|
i
i
;

2.9

FIGURA 6

se usan porque & estd cerca de 0. Los resultados de los cdlculos que se efectian con estas apro-
ximaciones se convierten en la herramienta tedrica bdsica que se utiliza para disefiar lentes,
[Véase Optics, 4a. edicién, por Eugene Hecht (San Francisco: Addison Wesley, 2002}, p. 154]

En la seccién 11.11 aparecen varias aplicaciones de la idea de las aproximaciones fi-
neales a la fisica.

DIFERENCIALES

Las ideas detrds de las aproximaciones lineales en ocasiones se formulan en la terminolo-
gfa y la notacién de diferenciales. Si y = f(x), donde f es una funcién derivable, entonces
la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es cualquier nimero real. La
diferencial dy se define por lo tanto en términos de dx mediante la ecuacién

dy = f'(x) dx

De modo que dy es una variable dependiente; depende de los valores de x y dx. Si a dx se
le da un valor especifico y x se considera como algin niimero especifico en el dominio de
f, en seguida se determina el valor numérico de dy.

En la figura 5 se muestra el significado geométrico de los diferenciales. Sean P(x, f(x))
y Ox + Ax, flx + Ax)) puntos sobre la grdfica de f y sea dx = Ax. El cambio correspon-
diente en y es

Ay = flx + Ax) = f(x)

La pendiente de la recta tangente PR es la derivada f'(x). Por esto, la distancia dirigida
de §a Res f'(x) dx = dy. Por consiguiente, dy representa la cantidad que la recta tangen-
te se levanta o cae (el cambio en la linealizacién), en tanto que Ay representa la cantidad
que la curva y = f(x) se levanta ¢ cae cuando x cambia en una cantidad dx.

EJEMPLO 2 Compare los valores de Ay y dy si y = f(x} = x* + x* — 2x + 1 y x cambia
(a)de2a2.05y(b)de2a2(l.

S0L9TI0H
(a) Tiene
fRy=22+2~22)+1=9
F(2.05) = (2.05)° + (2.05)° — 2(2.05) + 1 = 9.717625
Ay = £(2.05) — f(2) = 0.717625
En general, dy = f(x)dx = (3x* + 2x — 2)dx

Cuando x = 2y dx = Ax = (.03, esto se transforma en
dy = [3(2F + 2(2) — 2]0.05 = 0.7
(b F(2.01) = (2.01)° + (2.01) — 2(2.01} + 1 = 9.140701
Ay = f(2.01) — f(2) = 0.14070}

Cuando dx = Ax = 0.01,

L

dy = [3(2 + 2(2) ~ 2]0.01 = 0.14
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Advierta, en el ejemplo 3, que Ta aproximacién Ay = dy mejora a medida que Ax se ha-
ce mds pequefia, Observe también que es mds fAcil de calcular dy que Ay. En el caso de
funciones mis complicadas serfa imposible calcular exactamente Ay. En estos casos, ka apro-
ximacién mediante diferenciales es especialmente 1til.

En la notacién de diferenciales, la aproximacién lineal (1) se puede escribir como

fla + dx) = fla) + dv
Por ejemplo, para la funcién f(x) = /x + 3 del ejemplo 2, tiene

dx

dr=f(x)dxm2—;\/7—3

Sia=1ydx= Ax= 005, después

0.05
dy == 2—\/—17_—? = 00125

y VEDS = F(1.05) = F(1) + dy = 2.0125

igual a lo que hallé en el ejemplo 1.
El ejemplo final ilustra el uso de diferenciales al estimar los errores que ocurren debi-
do a las mediciones aproximadas.

E{EMPLO 4 Se midi6 el radio de una esfera y se encontré que es 21 cm con un posible
error en medicién de cuanto mucho 0.05 cm. ;Cudl es el error méximo al usar este valor
del radio para calcular el volumen de la esfera?

S6Luti0N Si el radio de la esfera es r, por lo tanto el volumen es V = 3 7+, Si el error en
el valor medido de r se denota por medio de dr = Ar, luego el error correspondiente en el
valor calculado de Ves AV, el cual puede aproximarse mediante el diferencial

dV = daridr
Cuando r = 21 y dr = (.05, esto se convierte en
dV = 47(21)°0.05 = 277
El error mdximo en el volumen calculado es de alrededor de 277 cm?® il

["H%h | Sibienel posible error en el ejemplo 4 puede parecer bastante grande,
el error relative ofrece un mejor panorama del error; se calcula dividiendo el error
entre el volumen total:

AV dV _ 4nridr dr
1% Vo $ar r
Por esto el error relativo en el volumen es aproximadamente tres veces el error relativo en el
radio. En el ejemplo 4, el error relativo en el radio es dr/r = 0.05/21 = 0.0024 y produce un
error relativo de alrededor de 0.007 en el volumen. Los errores pueden expresarse asimismo
como errores de porcentaje de 0.24% en el radio y 0.7% en el volumen.
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3.10{ EJERCICIOS

1-4 Encuentre la linealizacién L{x) de la funcién en «.

1 flx=a"+37a=-1 2 flx)=lnx, a=1
flx) =cosx, a=m/2 W s =" a=16

» . .. . - ‘.
IA4 5. Encuentre Ia aproximacion lineal a la funcion f(x) =1 — x
en ¢ = 0 y dsela para hacer una aproximacién a los nimeros

J0.9 y /0.99. Tlustre dibujando f y la recta tangente.

M 6. Encuentre la aproximacidn lineal de la funcion g(x} = 1 + xen
¢ = Oy apliquela para hacer una aproximacidn a los nlmeros
0.95 y 1.1, Tustre dibujando g y la recta tangente.

FE 710 Compruebe la aproximacién lineal dada en a = 0. A continua-
cién determine los valores de x para los cuales 1a aproximacion lineal
es exacta hasta un valor menor gue Q.1

7. VT —x=1-3x
/(0 + 2x) = 1 ~ 8x

g unx=x

10. e" =1 +x

11-14 Caleule la diferencial de las funciones.
() y=Inyi +¢*

(b) y=e “cosu

11, {a) vy = 2’ sen 2x

12. (a) y = si{l + 25)

+ 1
(a))’:-z-jg

14, (a) ¥ o= gmat

o) y=1{( -+

(b y=+vI1+inz

15-18 () Calcule la diferencial de dy y (b) evaliie dy para los valores
dados de x y dx.

5] y =¥, xs=0, dx=01

16y =+ 1), x=1 dx=—001
V. y=lanx, x= a4, dyx= —0.1
18, v =cosx, x=7/3, dx=005

19-22 Calcule Ay y dy para los valores dados de x y dx = Ax.
Luego elabore un esquema como el de la figura 5 en el que se
muestren lo§ Segientos lincales con fongitudes dx, dy y Ay.
19 y=2 = k=2 Ax=-04

2‘0. ,\-’=\/._\‘, x=1 Ax=1|

AR =2x. x=4, Ax=1
22, y=¢', x=0, Ax=05

e TP AR Poaaves b s s AL it
23-2% Aplique la aproximacion ineal o.bien las diferenciales para
estimar.el mimero dado,, ., j

23. (2.0017°

L1

jatery

25, (8.06Y7%
27. tan 44°

26. 1/1002
28. /908

79-31 Explique, en términos de aproximaciones lineales o
diferenciales, por qué es razonable la aproximacion.

sec 0.08 = 1
31 In 1.05 = 0.05

ki
30. (1.01)° =~ 1.06

32, Sean Fla) = (x = 1)° glx) = e

y h(x) =1+ In{l — 2x)

(2) Encuentre la linealizacidn de fgy fena = 0. gJQué
advierie? ;,C6mo explica lo que sucedid?

(b) Dibuje f g y # y su aproximacién lineal. ;Para cudi funcién
es mejor la aproximacion lineal? Explique.

@ Se encontrd que la arista de un cubo es 30 cm, con un error
posible en la medicién de 0.1 cm. Utilice diferenciales para
estimar el error posible méximo, error relativo, y el porciento
de error al calcular {a) ! volumen del cubo y (b) el drea
superficial del cubo.

34

Se da el radio de un disco,circular como de 24 ¢m, £oD un ereor

méximo en la medicién de 0.2 cm.

{a) Utilice diferenciales para estimar ei error méximo en ei
irea calculada del disco.

(b) ;Cuil es el error relativo? ;Cudl es el error en porcentaje?

© 1.a circunferencia de una esfera se midid como 84 cm, con un
* error posible de (0.5 cm.
(a) Use diferenciales para estimar el error miximo en el drea
superficial caleutada. ;Cudl es el error relativo?
(b} Use diferenciales para estimar el error méximo en el volumen
calculado. ;Cudl es el error relativo?

36

b

Utilice diferenciales para estimar la cantidad de pinturs
necesaria para aplicar una mano de 0.05 cm de espesor a un
domo hemisférico que tiene un didmetro de 50 m.

37. (a) Aplique diferenciales para determinar una formula para el
volumen aproximado de un cascarén cilindrico de altura h,
radio interno r y espesor Ar.

(b) ;Cudl es el esror que hay al utilizar la férmula del

inciso (a)?

.

38. Se conocen un lado de un tridngulo rectdngulo de 20 ¢m de

longitud y se mide el dngulo opuesto de 30°, con un error

posible de =1°.

(a) Use diferenciales para estimar el error médximo en el drea
superficial calculada. ;Cudl es el error relativo?

(b) Use diferenciales para estimar el erroy mdximo en el volumel

caleulado. ;Cudl es el error relativo?



39. Siuna corriente f pasa através de un resistor con resistencia
R la ley de Ohm establece que la caida de voltaje es V = RI.
Si Ves constante y R se mide con un cierto error, aplique
diferenciales para mostrar que el cdlculo de / es aproximadamente
el mismo {en magnitud) que el error relativo en R.

40. Cuando la sangre fluye por un vaso sanguineo, ¢l flujo F
(el volumen de sangre por unidad de tiempo que corre por
un purite dado) es proporcional a la cuarta potencia del radio
R de ese vaso:

F=LkR*

{Esta se conoce como ley de Poiseuille; en la seccién 8.4
se muestra por qué es verdadera.} Una arteria parcialmente
obstruida se puede expandir por medio de una operacién
llamada angioplastia, en Ia cual un catéter provisto de un
globo en la punta se infla dentro del vaso con el fin de
ensancharlo y restituir el flujo sanguineo normal.

Demyesire que el cambio relativo en F es alrededor de cua-
tro veces el cambio relativo en R. ;Coémo afectard un aumento
del 5% en el radio al flujo de sangre?

41. ‘Deduzca las reglas siguientes para trabajar con diferenciales,
donde ¢ s una constante y « y » son funciones de x).
(a) de =0 (b) dicu} = ¢ du

(b) duw)

(b i + ) = du + dv wdv + vdu

di — ud
() d(i) = % (b) d(x") = nx""'dx

v v
42, En la pigina 431 de Physics: Calenlus, 2a. edicién, por Euge-
ne Hecht (Pacific Grove, CA: Brooks/Cole, 2000), mientras se

deriva la formula T = 29+/L /g para el periodo de un péndulo

1
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de duracién L, el autor obtiene la ecuacién ar = —gsen 8 para
fa aceleracion tangencial del breve movimiento del péndulo.
Luego dice “para dngulos pequefios, el valor de 8 en radianes
estd muy cerca del valor de sen 8; difieren menos que 2% hasta
alrededor de 20°.

(a) Compruebe la aproximacién lineal en O para la funcion seno:

S5€en X = ¥

I (b) Use un dispositivo graficador para determinar los valores
de x para los cuales sen x y x difieren menos de 2%.
Enseguida compruebe la afirmacién de Hecht convirtiendo
de radianes a grados.

Suponga que [2 dnica informacitn acerca de una funcién
fes que f{I) = 3 y la grifica de su derivada es como se
ilustra.

(a) Use una aproximacion lineal para estimar £(0.9) y £{1.1),
{b} ¢Sus estimaciones para el inciso (a) son demasiado grandes o
demasiado pequeiias? Explique.

V

A\

NG

0 i x|
|

44. Suponga que no tiene una férmula para g(x) pero sabe que
g(2) = —4 y g'{x) = ¥x* + 5 para toda x.
(a) Use una aproximacién fineal para estimar g(1.95)
y g{2.03).
{b) ;Sus estimaciones para el inciso (a} son demasiado grandes
o demasiado pequenas? Explique.

POLINOMIOS DE TAYLOR

LABORATORIO

La aproximacitn de la recta tangente L{x} es la mejor aproximacidn de primer grado (lineal)

a f(x), cerca de x = a, porgue f(x} y L{x) tienen fa misma relacién de cambio (derivada) en a.
Para tener una aproximacidn mejor que una lineal, intente una aproximacién de segundo grado
{cuadrdtica) P(x). En otras palabras, aproxime una curva mediante una pardbols en lugar de por
una recta. Para tener la seguridad de que la aproximacion es buena, estipule lo siguiente:

(i) Pla) = fla)
{iiy Pa) = f"a)

(iii)y P"{a) = f"(a}

(P y f deben tener el mismo valor en «.)
{Py f deben tener la misma relacién de cambio en a.)

(Las pendientes de Py f deben tener la misma relacion de cambio en a.)

1. Encuentre la aproximacién cuadritica P(x) = A + By, + Cx? para la funcitn f(x) = cos x,
que satisfaga las condiciones (i), {ii) y (iii), con 2 = 0. Dibuje P, f v la aproximaeidn
lineal L{x) = 1, en una pantalla comtn. Comente cudn bien las funciones P y L se

aproximan a f.

2. Determine los valores de x para los que la aproximacién cuadrdtica f(x) = P(x) del
problema 1 es exacta con una diferencia menor que 0.1. [Sugerencia: Dibuje v = P(x),
y=cosx—0.1yy=cosx+ 0.l en una pantalla comiin.]
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3. Para obtener una aproximacion de una funcidn f mediante una funcién cuadritica P cerca de
un niimero a, lo mejor es escribir P en la forma

P(x)=A+ Blx — a) + Clx — a)?

Demuestre que la funcidn cuadritica que satisface las condiciones (i), (ii) y (iii} es

P(x) = fla) + fla)(x ~ a) + if"(a)x — @)

Y

Encuentre la aproximacién cuadritica para f(x} = +/x + 3, cerca de a = 1. Trace las grifi-
cas de [, la aproximacién cuadritica y la aproximacién lineal del ejemplo 2 de la seccion
3.10 en una pantalla comiin. ;Qué podria concluir?

&=

5. En lugar de quedar conforme con una aproximacién lineal o una cuadritica para f(x), cerca
de x = a, intente hallar mejores aproximaciones, con polinomios de grado mds alto. Busque
un polinomio de r-ésimo grado

T =g talx—aF+arx—a +alx—a+ - +elx—al

tal que 7., y sus » primeras derivadas tengan los mismos valores en x = a como f y sus n

primeras derivadas. Derive repetidas veces y haga x = ¢, para demostrar que estas condi-
. . . !

ciones se satisfacen si co = fla), ¢, = fla), ¢2 = 5 f"(a) y, en general,

. 0}
ST
donde &t ==} -2+-3+-4 - --- .k Elpolinomio resultante
, " a . tn} (l)
1,09 = @) + Pl = ) + L= ap b s L gy

se llama polinomio de Taylor de n-ésimo grade, de f, con centro en a.

&

Encuentre el polinomio de Taylor de octavo grado, con centro en a = 0, para la funcién
f{x) = cos x. Dibuje f y los polinomios de Taylor Ta, Ty, Ty, Ti, en rectdngulos de
visualizacién [~—5, 5] por [—1.4, 1.4} comente cudn bien se aproximan a f.

FUNCIONES HIPERBOLICAS

=

Ciertas combinaciones de las funciones expdnenciaies ¢* y ¢ surgen tan a menudo en Ia
matemdtica y sus aplicaciones que merecen recibir un nombre especial. En muchos aspectos
son similares a las funciones trigonométricas v tienen la misma relacién con la hipérbola que
1as funciones trigonométricas tienen con la circunferencia. Por esta razén se les ilama en
forma colectiva funciones hiperbélicas y de manera individual se les conoce como seno
hiperhélico, coseno hiperbélico y asi sucesivamente.

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
e¥ — g™t 1
senhxy = ——— cschxy = ———
2 senh x
e’ +e™ i
cosh x = — sech x = e
2 cosh x
senh x cosh x
tanh x = ——— coth x == =
cosh x senh x




FIGURA 1

I
y=senhr= 5¢

FIGURA 4
Catenaria y = ¢ -+ a cosh{x/aq}

FIGURA 5
Ola en el mar idealizada
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Las grdficas del seno hiperbélico y del coseno hiperbélico se pueden delinear mediante
suma grifica como en las figuras 1 y 2.

r = cosh x
J A

FIGURA 2 FIGURA 3

-

y=coshx= —é e+ %e ) y=tanhx

Observe que el dominio de senh es R y el intervalo es R, pero que cosh tiene por do-
minio R y intervalo [1, ). En la figura 3 se muestra la grifica de tanh. Esta tiene las
asintotas horizontales y = +1. (Véase ejercicio 23.)

Algunos de los usos matemdticos de las funciones hiperbdlicas se tratan en el capitulo 7.
Las aplicaciones en la ciencia y la ingenieria se tienen siempre que una entidad, como
luz, velocidad, electricidad o radiactividad se absorbe o se extingue en forma gradual,
puesto que el decaimiento se puede representar mediante funciones hiperbélicas. La apli-
cacidn mds famosa es el uso del coseno hiperbdlico para describir la forma de un cable
colgante. Se puede demostrar que si un cable pesado y flexible (como los que se usan
para Jas lineas telefénicas o eléctricas) se tiende entre dos puntos a la misma altura, en
tal caso el cable toma la forma de una curva con ecuacién y == ¢ - a cosh(x/a) que se
denomina catenaria (véase figura 4). (Esta palabra proviene de la palabra latina catena
que significa “cadena”.)

Otras aplicacion de las funciones hiperbélicas suceden en la descripeién de los olas
del mar: La velocidad de una ola con longitud L que se traslada através de un cuerpo de
agua con profundidad & se modela por la funcién

donde g es la aceleracién debido a la gravedad (véase figura 5 vy ejercicio 49.)

Las funciones hiperbdlicas satisfacen un mimero de identidades que son similares a las
muy bien conocidas identidades trigonométricas. A continuacién se listan algunas de
ellas y la mayoria de las demostraciones se deja para fos ejercicios.

IDENTIDADES HIPERBOLICAS

senh(—x) = ~senh x cosh(—x) = cosh x
cosh’s — senh®y = | 1 — tanh®x = sech®x
senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y




® 2006 Getty images

El arco Gateway en St. Louis se
disefd aplicando una funcidn cosenc
hiperbdlico {ejercicio 48).

y
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7 EJEMPLO 1 Demuestre (a) cosh® — senl’x == [ y (b) I — tanh®x = sechx.

soLuCioH

P a2 X vy 2
(a) cosh®y — senh’x = (%) - (E—EE_)

_ e’.’..t + 2 + 6—2.\' el\ _ 2 + emz_\- _i____ 1
4 4 4

(b) Empiece con la identidad demostrada en el inciso {(a):

cosh’x — senh’x = 1
Si divide los dos lados por cosh’x, obtiene

_osenh’x
cosh®  cosh®v

o bien, 1 ~ tanh®r = sech® i

La identidad demostrada en el ejemplo 1{a) proporciona una pista sobre el nombre de
funciones “hiperbdlicas™:

Si r es coalquier nimero real, después el punto P(cos ¢, sen 7) queda en el circulo uni-
tario x* + ¥? = | porque cos’t + sen’s = 1. En efecto, ¢ se puede interpretar como la
medida en radianes de £ZPOQ de la figura 6. Esta es la razén por la que las funciones
trigonométricas se denominan algunas veces funciones circulares.

De manera similar, si t es cualquier niimero real, en seguida el punto P{cosh ¢, senh 1)
queda en la rama derecha de la hipérbola x* — y* = 1 porque cosh’t — senh™ = 1 y
cosh t 2 1. Pero ahora f no representa la medida de un dngulo. Resulta que r representa el
doble del drea del sector hiperbdlico sombreado de la figura 7, de la misma manera como
en el caso trigonométrico ¢ representa el doble del drea del sector circular sombreado en la
figura 6.

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas son féciles de calcular. Por ejemplo,

f[ d e.\’ — e*.l‘ e.( + e“.(
&;(senh,\}—-}};( 5 )—— 2 = ¢cosh x

Se da una lista de las férmulas de derivacion de las funciones hiperbélicas en la tabla 1 si-
guiente. El resto de las demostraciones se dejan como ejercicios. Observe la similitud con
las férmulas de derivacidn de las funciones trigonométricas, pero advierta que los signos
son diferentes en algunos casos.

m DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

d d
— {senh x) = cosh x — {esch x) = —ocsch x coth x
dx dx

d d
~ (cosh x) = senh x —— {sech x) = —~sech x tanh x
cx dx

d R i y

— (tanh x} = sech’x < (coth x) = —csch'x

x dx
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EJEMPLO 2 Cualquiera de estas reglas de derivacion se puede combinar con la regla de la
cadena. Por ejemplo,

d d senh 4/ x
Z(cosh\/})msenh\/}'gﬁ=2—\/§/—m ]

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

De acuerdo con las figuras 1 y 3, senh y tanh son funciones uno a uno por lo que tienen fun-
ciones inversas denotadas por senh™ y tanh ™", En la figura 2 se observa que cosh no es uno
a uno, sino que cuando queda restringido al dominio [0, %) se transforma en uno a uno. La
funcidn coseno hiperbdlico inversa se define como la inversa de esta funcion restringida.

(2] y=senh™'x <> senhy=x

f

y=cosh"'x <> coshy=x y y=0

I

y=tanh™'x < tanhy=x

Las funciones hiperbdlicas inversas que faltan se definen de manera similar (véase ejerci-
cio 28).

Las funciones senh ™', cosh™ y tanh™' se grafican en las figuras 8, 9, y 10 con ayuda de
fas figuras 1, 2 y 3.

¥ i ¥ ;
\ | t
) | I
| {
| I
o/ |
Y x -1} I} ¥
; 4 | |
of \ | !
| |
| |
| |
FIGURA 8 y=senh™'x FIGURA 9 y=cosh™'x FIGURA 10 y=rtanh™'x
dominio = R rango =R dominio = [1,} rango = [0, ) dominio = (~1,1} rango =R

Puesto que jas funcienes hiperbdlicas se definen en términos de las funciones exponen-
ciales, no sorprende enterarse que las funciones hiperbélicas inversas se pueden expresar
en términos de logaritmos. En particular, tiene que:

senh 'x=In{x+V*+1) xR

@ Laformula 3 se demuestra en ef efemplo 3, En

%08 efercicios 26y 27 se piden las demastraciones cosh™x = In{x + x¥ — l) x = |
de las férmulas 4 v 5.
- N | +x
(5] tanh™'x =5 1In ] -1 <x<1
- X

EJEMPLO 3 Demuestre que senh™'x = In{x + /%% + 1),

S0LUCION Sea y = senh”'x. En tal caso

e
x = senh y ==
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= {bserve que, al parecer, las fdrmulas para las
derivadas de tanh"'x y coth ™ 'x son idénticas,
pero los dominios de estas funciones na tienen
nimeros comunes: tanh™'x se define por
{x| < 1, mientras que coth™x se define
porfx| = L.

por lo que gt~ Iy —e¥ =10
o bien, si multiplica por e”,
¥ ~2xe* —1=0
Esto es ni mds ni menos que una ecuacién cuadritica en e:
(e*)? — 2x(e*) — 1 =10

Al resolver la ecuacién cuadritica

’i 2..;,‘
o 2T NAT T4 ‘/24’C4=m e

Observe que e’ > 0, perox — /22 + 1 <0 (porque x < /x* + I). Por esto, el signo
menos es inadmisible y

e=x+ /a2 +1
Por lo tanto, y=In(e*) = In{x + /2T + 1)

{Refiérase al ejercicio 25 donde se ilustra otro método.)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS
d 1 d 1
e h'y) = ——— - hly) = — ———eee
dx (senh™) 1+ x2 dx {esch™lx) |xi/x?+ I
d 1 d 1
o h™iy) = —— - holx) = ——
dx (cosh™x) Ax? -1 dx (sechlx) x4l — X7
d 1 ‘) 1
— {tanh™'x) = - £ {coth™'x) = ~———
dx - x° dx 1 —x°

Las funciones hiperbdlicas inversas son derivables porque las funciones hiperbélicas
son derivables, Las férmulas de la tabla 6 se pueden demostrar por el método de las fun
ciones inversas 0 mediante la derivacién de las férmulas 3, 4 y 5.

d 1
27 £jEMPLO 4 Demuestre que — (senh™'x) = ———.
: oA ( & VI +x2

OLUCI0N | Sea y = senh™'x. Por lo tanto senh y = x. Si deriva esta ecuacién en forma
implicita con respecto a x, obtiene

dy
cosh v L A 1
dx

Puesto que cosh’y ~ senh®y == 1 y cosh y = 0, tiene cosh y = /1 -+ senh?y, de
modo que .

Cdy 1 1 R
dx  coshy /1 +senh®y 1 + 12
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S0LUCION 2 De acuerdo con la ecuacién 3 (demostrada en el ejemplo 3) obtiene

) !
é;(senh“*x) = rf—ln(x +JxF+ 1)

dx

I d

AT Ta Tl

1 X
= 1+
x+\/x3+1( \/x3+1)
x4+l 4+

(x 4+ X7+ Do+ 1
1

d
£ EJEMELO § Determine rm [tanh™'(sen x)].
X

SOLU06E Con ayuda de la tabla 6 y de la regla de la cadena obtiene

d 1 d
- [tanh™'(sen x}] = ———— — (sen x
dx [ ( )] 1 = (sen x)* dx ( )
1 cos x
= 5 Sx = 7 = secx 0
I - semx
3.1l EJERCICIOS
i-% Calcule el valor numérico de cada expresidn. 13, coth’x — 1 = csch’v
1. (a) senh O (» cosh 0 tanh x -+ tanh y
M. tanh(x +y) = — =
2. () tanh 0 (b) tanh 1 famh X tanh y
. h 2x = 2 senh x hx
3. (a) senh{ln 2) (b) senh 2 @ Sentl ¢ SERi ¥ COSA ¥
4. (a) cosh 3 (b) cosh(in 3) 16, cosh 2x == cosh’x + senh'x
xt-1
-1 17. tanh(ln x} = —;
5. (a) sech O (b) cosh™'1 anh(In x} I+ ]
6. (2) senh 1 (b) senh™'1i 18 |l + tanh x a
y ———
1 — tanh x
7~19 Demuestre la identidad 19. (cosh x + senh x)* == cosh nx <+ senh nx
7. senh(~x) = —senh x (n es un nimero real}

{Esto demuestra que senh es una funcidn impar.)

8. cosh(~x) == cosh x

{Esto demuestra gue cosh es una funcién par.) 20. Sitanhx = %, calcular los valores de las otras funciones
hiperbdlicas en x.
cosh x + senh x = £*
10, cosh x — senh x = e~ 21. Sicoshx = % y x > 0, calcular los valores de las otras

funciones hiperbélicas en x.
N, senh(x + y¥) = senh x cosh y + cosh x senh y
22, (a) Utilice las gréficas de senh, cosh y tanh de las figuras 1 a 3
12, cosh(x + ¥} = cosh x cosh y + senh x senh y para dibujar las gréficas de csch, sech y coth.
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23

24.

15

by

26
27.

28.

29
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(b) Compruebe fas graficas que trazéd en el inciso (a) medianie
una calculadora graficadora o de una computadora.

Aplique las definiciones de las funciones hiperbélicas para
determinar cada uno de los Hmites signientes.

(a) }1}2 tanh x (b) (l_f_,‘l tanh x
(c) ‘11331_ senh x (d) (l_i]‘[;lx senh x
(e) }1}31 sech x () \h_{nﬂ coth x

(2) ‘151}} coth x (h) _(lj’{})}_ coth x

(i) lim cschx
N

Demuestre as férmalas dadas en la tabla | para €l caso de las
derivadas de las funciones {a} cosh, (b) tanh, (c) csch, {d) sech
¥ (e) coth.

Encuentre otra solucién para el ejemplo 3 haciendo
y = senh”'x y luego usando el ejercicio 9 y el ejemple 1(a) en
donde y reemplaza a x.

Demuestre 1a ecuacion 4.

Demuestre la ecuacidn 5 aplicando (a) el métedo del ejemplo 3
y (b) el gjercicio 18 en donde y reemplaza a x.

Para cada una de las funciones siguientes (i) proporcione una
definicion como la de (2), (ii) trace la grifica y (iii) encuentre
una férmula similar a la ecuacion 3.

{a) csch™’ {b) sech™' (c) coth™

Demuestre las férmulas dadas en la tabla 6 para las derivadas
de las funciones siguientes.

{a) cosh™’ (b) tanh™’ {c) csch™’

{d) sech™’ (&) coth™

30-47 Encuentre la derivada.
/30,
32,

34

36.
38.

40.

42,
44,
46.
417,

Sx) = tanh{} + &™) 3L f(x) = xsenhx — coshx
g(x) = cosh{ln x) 33. Zl(x} = In{cosh x)
¥ = xcoth(l + 1) y o= PN

fity =cschs(l —Incschs) 37, flf) = sech(e’)

y = senh(cosh x} 39. vy = arctan(tanh x )
1 + tanh x 1~ coshux
PR UL . Gl) = L
I — tanh x I + coshx
y = x? senh™}(2x) 43. v = tanh™'/x
y=xtanh™'x + In 1 = x?

y = xsenh™'(x/3) -~ /9 + x*
ye=sech™ '/l - x3 x>0
y=coth™'J/x? + 1

48,

El Arco Gateway en St. Louis fue disefiado por Eero Saarinen
y fue construido empleando la ecuacion.

y = 211.49 — 20.96 cosh 0.03291765x

para la curva central del acrco. Donde x y y se miden en metros
yix|=91.20

(a) Grafique la curva central.

(b) ;Cudl es ia aitura del arco en su ceniro?

(c) ¢En qué punto la altura es de 100 m?

(d} ;Cudl es la pendiente del arco en el punto del inciso (¢)?

i

49. Si las olas con longitud L se mueven con velocidad v en un
cuerpo de agua con profundidad 4 en tal caso.

y = 9L tanh 2md
2ar L

Donde g es la aceleracién debida a la gravedad. (Véase figura 5.)
Explique por gue la aproximacion

gL
yoa= o
P
es apropiada en aguas profundas.

A9 50. Un cable Aexible siempre forma una catenaria
y = ¢ + g cosh(x/a), donde ¢ y a son constantes y a > 0
(véase figura 4 y ejercicio 50). Grafique varios miembros de
la familia de las funciones y = a cosh{x/a). ;Cémo cambia la
eridfica cuando a varia?

Un cable de teléfono cuelga entre dos postes que estdn
separados entre $i 14 metros y forma una catenaria
¥y = 20 cosh(x/20} — 15, donde x y y se miden en metros,
(a) Encuentre la pendiente de esta curva donde se encuenira
con el poste derecho.
(b) Calcule el dngulo & entre el cable y el poste.

-

[
B

Mediante los principios de la fisica se puede demostrar gue
Jo un cable cuelga entre dos postes toma la forma de una
¥ = f(x) gue cumple con la ecuacion diferencial

dE f 4

Ly fy (L

dx* T dx
donde p es la densidad lineal del cable, g es la aceleracién de k
gravedad y T es la tension del cable en su punto més bajo. El

sistema coordenado se elige en forma adecuada. Compruebe
que la funcién

v =f{x) = ?)% cosh (%)

es una solucidn de esta ecuacidn diferencial.
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@ (a) Demuéstre que cualguier funcidn de ia forma

y = A senh mx + B cosh mx

cumple con la ecuacidn diferencial y" = m?y.
(b) Determine y = y{x) tal que y" = 9y, ¥(0) = —4,
y ¥'(0) = 6.

enh x

54. Evalde h:m 5

3 REPASO
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55. ;En qué punto de la curva y = cosh x la tangente tiene pen-
diente 17

56. Six == In(sec & -+ tan f), demuestre que sec § = cosh x.

37. Demuestre que si ¢ # 0y b # 0, entonces existen niimeros o y
B tales que qe” + be™" es igual 4 a senh{x + B)oa
« cosh(x + ). En otras palabras, casi toda funcién de la forma
f{x) = ae* + be™ es una funcién seno hiperbélico o coseno
hiperbdlicoe desplazada o estirada.

REVISION DE COKCEPTOS

1. Exprese cada una de las siguientes reglas de derivacion, tanto en
simbolos como en palabras.
{a) Regla de la potencia
{c) Regla de la suma
{e} Regla del producto
{g) Regla de la cadena

(b) Regla del miiltiplo constante
(dy Regla de la diferencia
(f} Regla del cociente

2. Proporcione las derivadas de cada funcién

(a) y = x" (b) y=1¢" (c) p=a"
(dyy=Inx (e) y = log.x (f) y = senx
g) ¥y =cosx (h) y =tan x (i) y=cscx
() y = secx (k) y=rcotx (1) y=sen'x
{m}y = cos ™ 'x (n) y = tan"'x (o) y = serh x
{p) y = coshx (qy ¥y =tanhx () ¥ = senh™'x

{s) ¥y = cosh™'x (1) y=tanh™'x

3. (a) ;Coémo se define el nimero ¢?

(b) Exprese ¢ como un limite.

(c) ;Por qué en cdlculo se usa la funcidén exponencial natural,
y = ¢', con mis frecuencia que fas demds funciones
exponenciales, y == a*?

(d) ;Por qué en el ciiculo se usa mis la funcién logaritmica
natural, y = In x que as demds funciones logaritmicas,
y = log, x?

4, (@) Explique cémo funciona la derivacidn implicita.
(b} Explique cémo funciona la derivacién logaritmica.

3. (a) Bscriba una expresién para la linealizacién de f en a.
(b} Si y = f(x), escriba un expresion para la diferencial dy.
(c) Sidx == Ax, dibuje un esquema para mostrar €l significado
geométrico de Ay y dy.

PREGUNTAS DE YERDADERO-FALSO

Determine si la proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, explique
por qué. 5i es falsa, explique por qué o mencione un ejemple que refute
la proposicién.

L. 81 fy g son derivables, por lo tanto
d
. Lf) + gln)] = £} + g'(x)
/x
L 8i fy g son derivables, entonces
d s
——[fg(x}] = Fx)g'(x)
dx
3. Si f y g son derivables, entonces

<[] = £ (o )

4. Si f es derivable, entonces % V() = Qf’jj?x}'
Jx)

. f
3. Si f es derivable, entonces -%‘f(\/;) =
dx

2

6. Siy= ¢’ entonces y' = 2¢.

{
7. S (10Y) = x10
dx

d 1
3. E(En 10) == h

o
10.—5;|x'+x]=§2.r+1|

x) g2
11. 8i g{x) = x*, entonces lim 99~ 9@) = 80).

xR x—2

12. Una ecuacién de la recta tangente a la pardbola y = x* en
(—2,d)esy — 4 =2x(x + 2).
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EJERCICIOS
1-50 Calcule y'. 52. Sig(8) = @sen @, halle g"(7/6).
Loy=(x'— 3% + 5 2. y = cos{tan x) 53. Encuentre y" si x® + y®= 1.
1 3x— 12 54, Determine fY(x) si f(x) = /2 — x)
Ly = Ly = — ' ’ .
byt AR . o
55. Aplique la inducecién matemadtica (pdgina 77) para demostrar
e que si F(x) = xe”, entonces £F(x} = (x + n)e~.
5. y=2x/x*+ 1 6. y= o
Y= T ;3
en 20 oy 56, Evalde lfm ————.
Ty = g™ 8 y=e (=2t +2) =0 tan*(2¢)
9, y = ! 10. y = ™ cos nx 5#-59 Encuentre ecuaciones de la recta tangente a la curva en el
1 -1 punto dado.
) m= - ) 213 ” ]
1L Jx cos /X 12. y = (arcsen 2x} 57, y = 4 sen’x, (/6. 1) 5, y = .vc2 - : ©. = 1)
X
18y = e v = l 59. y=+/1 +d4senx, (0.1
T p - ) sen{x — sen x) B
oty = ) = :
5. ay® + 2y = x + By 16. y = Inlesc 5x) 40-61 Hallar ecuaciones de linea tangente y normal a la curva en
sec 20 el punto que se especifica.
e -2 y 2y = xy 5 ”
ey = an 30 18. x7cosy + sen 2y = xy 60, &'+ dxy +y' =13, (2. 1)
19, y = ¢°(¢ sen x — cos x} 20. y = In(x%"} L. y = (2 + xle™, (0,2)
M y=¢" 22, y = sec(l + x7) -
S A2 62, Si f{x) = xe*"*, halle £'{x). Dibuje £ y f* en la misma panta-
23-)m1m~-"|"| 24. ,=13.+ " * 5 » . 4] y P ¢
= *7) ! s * lla y haga comentarios.
25. senlxy) = x" — ¥ 26, y = vsenyx 63. (2) Si f(x) = x/5 = % halle f/(x).
27. y = logs(l + 23) 28, y = (cos x)’ (b) Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
¥ =2x+/3 — xenlos puntos (1, 2) y (4, 4).
29, v = | R 30, v= (x*+ D! A9 (c) Tlustre el inciso (b) dibujando fa curva y las rectas tangen-
s SE T sey " T e G - 1) tes en la misma pantalla.
{ 7 ) P
. s . (d) Verifique si su respuesta al inciso (a) es razonable compa-
3Ly = xtan"(dx) 32 y =™ + cosle) rando las grdficas de fy f'.
33. y = In|sec 5x + tan 5x| 34,y =107 64, (a) Si f(x) = dx — tan x, —w/2 < x < /2, encuentre f
= cot(? T | y .
3.y = cotBx™ + 5) 3. In(r?) A (b) Verifique si su respuesta al inciso (a) es razonable compa-
37. y = sen(tan /T + x3) 38 y= arcian(arcsen ﬁ) rando las grdficas de f. f" y f*.
. 65. ;Enquépuntosdelacurvay = senx +cosx, 0 < x = 2w la
39. y = tan*(sen @) 40. xe'=y— 1 tangente es una recta horizontal?
102 — A (x + AY 66. Encuentre los puntos sobre la elipse x* + 237 = I donde la
Al y=- (x + 3) 42. y = R recta tangente tiene pendiente 1.
sen iy 67. Si f(x) = {x — a)(x ~ B)(x — c), demuestre que
43, y = x senh(x?) 48, y == - b
" X f ().) . 1 . 1 + 1
4 Flx) x—a x—b x-—¢
45. y = In{cosh 3x) 46. y=1n Tr+ 5 68. (2) Al derivar In férmula del coseno del dngule doble
= rocte — ganly
47. y = cosh™'(senh x) 48. y = xtanh™'\/x C0S 2x = Cos'x ~ sen'x
_ N e — obtenga la férmula correspondiente para la funcién seno.
9. y = cos(e ) 30. y = sen{cosy/sen 77x) (b} Al derivar la férmula de la adicién
sen{x + @) = sen x cos¢ + CcOs x sen g
51. Si f(1) = 4+ + 1, encuentre £(2). obtenga la fdrmula de la adicidn para la funcién coseno.




(5

§9. Suponga que i(x) = flglg(x) y F(x) = flg{x)), donde f{2) =3,
g(2) =5, g'(2) =4, (2} = =2y f'{5) = 11. Encuentre (a)
WDy (b} F(2).

i fy g son las funciones cuyas grificas se muestran, sea P(x)

7o

= flagla), Q() = flx)/g(x) y C(x) = f(g(x). Encuentre (a)
P'(2), (b) (2 y (e) C"(2).
7
g
/
/| f
LN
/
0 v

71-76 Encuentre /' en términos de g'.

7. flo) = Xg(x) 72 flx) = gx)
73 f (x) = ig(\)] 74, f(x) = glglx))
76. flx) = e

i \)! , 78, f(x) = g{In %)

79-81 Halle /' en términos de ' y g'.

L Syl N FiC)
79 hlx) Fl) + gl . i) glx)
81. hlx) = flg(sen 4x))

82. (a) Dibuje la funcién f(x} = x — 2 sen x en el recténgulo de
visualizacién [0, 8] por [ -2, §].

{b) ;En qué intervalo es mds grande la razén de cambio
promedio: [1, 2] 0 {2, 3]?

{c} ;En qué valor de x es més grande la razén de cambio
instantinea: x = 2 0 x = 57

(d) Compruebe sus estimaciones visuales del inciso (c)
calculando f'(x) y comparando los valores numéricos

de f'(2) y £(5).

#Bn qué punto sobre la curva y = [In(x -+ 4)]%es la tangente
horizontal?

. (2) Encuentre una ecuacion de la tangente a la curva y = ¢*

que sea paralela a la recta x — 4y

(b) Encuentre una ecuacidn para la tangente de la curva
¥ = ¢* que pase a través del origen.

- Halle una pardbola y = ax* + bhx + ¢ que pase por el punto
(1, 4) y cuyas rectas tangentes en x = —1 y x == 5 tengan
pendientes 6 y —2 respectivamente.

o "-.';r)

. La funcién C{r) = —e
positivas y b > a, se usa para modelar la concentracién en el
instante ¢ de un medicamento que se inyecta en el torrente
sanguineo.

{ay Demuestre que ifm,_... C{f) =

,donde a, b y K son constantes

Y

i

87.

88,

89.

. El volumen de un cono circular recto es V =

91.

92.

23

94.
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(b) Encuentre C*(z), la rapidez con gue el medicamento se disipa
en la circulacién.
(c) {Cudndo es esta rapidez igual a 07

Una ecuacidn de movimiento de la forma
$ = Ae"""cos(wt + 8) representa oscilacién amortiguada de un
objeto. Encuentre la velocidad v la aceleracién del objeto.

Una particula se desplaza a lo largo de una recta

horizontal de modo que su coordenada en el instante ¢

esx = bt + ¢4 1 = 0, donde b y ¢ s0n constantes

positivas.

(n) Encuentre las funciones de aceleracién y de velocidad.

{b) Demuestre que la partfcula siempre se desplaza en direccion
positiva.

Una particula se desplaza sobre una recta vertical de manera

que st ordenada en el instante f es y = +° — 12 + 3,1 = 0.

(a) Encuentre las funciones de aceleracién y de velocidad.

(b) {Cudndo se mueve hacia wriba la particula y cudndo hacia
abajo?

(c) Halle Ia distancia a lo largo de Ja cual se desplaza la
particula en el intervalo de tiempo-0 =< r =< 3,

(d) Grafigue las funciones posicién, velocidad y aceleracién
para O = = 3,

(e) {Cudndo aumenta su rapidez la particula? ;Cudndo disminuye
surapidez 0 =< r = 37

7/3, en donde

res ¢l radio de la base v /1 es la altura.

{a) Halle Ia proporcién de cambio del volumen con respecto a
la altura, si el radio es constante.

(b} Encuentre la propercién de cambio del volumen con
respecte al radio, si la altura es constante.

La masa de una parte de un alambre es x(l + ﬁ) kilogramos,
donde x se mide en metros desde uno de los extremos del
alambre. Encuentre la densidad lineal del alambre cuando
x=4m.

El costo, en délares, de producir x unidades de un articulo es
Clx) = 920 + 2x — 0.02x* + 0.00007x°

(a) Encuentre la funcién de costo marginal.

(b) Halle C(100) y explique su significado,

(¢) Compare C'(100} con el costo para producir el
articulo 101.

Inicialmente un cultivo de bactertas contiene 200 células v
crecen con una razén porporcional a su tamafio. Después de
media hora la poblacidn se ha incrementado a 360 células
(a) Establecer el niimero de bacterias después de t horas.
(b) Calcular el niimero de bacterias después de 4 horas.

(c} Encontrar la rapidez de crecimiento después de 4 horas,
(d) ;Cudndo la poblacién alcanzd 10 0007

El cobalto-60 tiene una vida media de 5.24 afios.

(a) Hallar la masa que queda de una muestra de 100 mg
después de 20 afios.

(b) ¢Cudnto tardarfa la masa en decaer & 1 mg?
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95.

96.

97.

98,

99,

180,

101.
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Sea C{} la concentracién de un medicamento en el torrente

sanguineo. Cuando el cuerpo elimina el medicamento, C(¢)

disminuye con una rapidez que es proporcional a la cantidad

de medicamento que estd presente en ef tiempo £, En estos

términos C'(7) = —kC(n, donde k es un nimero positivo o

denominado constante de eliminacidn del medicamento.

(a} Si C, es la concentracidn en el tiempo t = O, hallar la
concentracién en el tiempo 1.

(b) 8i el cuerpo elimina la mitad del medicamento en 30 horas,
jcudnto tiempo transcurre para eliminar el 90% de
medicamento.

Una taza con chocolate caliente tiene una temperatura de 80°C

en una habitacién que se mantiene en 20°C. Después de media

hora el chocolate caliente se enfria a 60°C.

(a) ¢Cudl es la temperatura del chocolate después de otra
media hora.

(b) ;Cudndo se enfriard el chocolate a 40°C?

El volumen de un cubo se incrementa a razén de 10 cm’/min.
£ Qué tan ripido se incrementa el drea superficial cuando la
longitud de un lado es de 30 cm?

Un vaso de papel tiene la forma de un cono de altura igual a

10 cm y radio de 3 cm, en la parte superior. Si el agua se vierte
en el vaso a razén de 2 cm'/s, ;qué tan ripido sube el nivel del
agua cuando ésta tiene 5 cm de profuadidad?

Un globo sube con rapidez constante de 5 pies/s. Un nifio va
en bicicleta por un camino recto a una rapidez de 15 pies/s.
Cuando pasa bajo el globo, éste estd a 45 pies arriba de €L

¢ Qué tan rdpido se incrementa la distancia entre el nifio y

el globo 3 s mis tarde?

Una esquiadora pasa por la rampa que se ilustra en la figura
con una rapidez de 30 pies/s. ;Qué tan répido se eleva cuando
deja la rampa?

El ingulo de elevaci6n del Sot decrece a razén de 0.25 rad/h.
¢ Qué tan rdpido se incremmenta la sombra de un edificio

de 400 pies de altura cuando el dngulo de elevacion del Sol
es 7/67

[#4302. () Encuentre la aproximacién lineal de f(x) = /25 — x2
cerca de 3.
{b} llustre el inciso (a) graficando f y la aproximacion lineal.
{c) ;Para qué valores de x es exacta la aproximacién lineal
dentro de 0.17

103. {a) Halle Ia linealizacién de f(x) = /1 + 3xena = 0.
Enuncie la aproximacién lineal correspondiente y dsela
para proporcionar un valor aproximado de +/1.03.

(b) Determine los valores de x para los que la aproximacién
lineal dada en el inciso (a} sea exacta con una diferencia
menor que (.1,

104, Bvalte dy siy = x' — 2x* + L,x =2y dyr = 0.2,

103, Una ventana tiene la forma de un cuadrado coronado per un
semicirculo. La base de la ventana se mide como si tuviera
un ancho de 60 cm, con un error posible en fa medicién de
0.1 em. Use diferenciales para estimar el error posible mdximo
al calcular el drea de la ventana.

106-108 Exprese el limite como una derivada y evalielo.

x7 -1 Jo+h -2
106, lim S 107, fm 12— 1=
aelox — ] i h
cos 60— 0.5
08, lim ———
’ gl_m_}; - /3

-+ x - + x
1wmm@ﬁ muﬁ sen x
L X

110. Suponga que f es una funcién derivable tal que
Flaln)) = xy %) = | + [f{x)]". Demuestre
que g'(x) = 1/{1 + ¥%).

111, Encuentre f'(x} si se sabe gue
d 2
S L@a] =

112, Demuestre que la longitud de la parte de cualquier recta
tangente a la astroide x** + y** = g** limitada por los ejes
de coordenadas es constante.



PROBLEMAS ADICIONALES

i

Antes de trabajar en el ejemplo, cubra la solucién e intente resolverlo primero

EJEMPLO 1 ;Cudntas rectas son tangentes a las dos pardbolas y == —1 — x7y
y =1 + x*? Calcule las coordenadas de los puntos en los cuales estas tangentes
tocan a las pardbolas.

¥ SOLUCIGN Para entender este problema es esencial elaborar un esquema en donde estén las
pardbolas y = 1 + x* (que es la pardbola estindar y = x” desplazada una unidad hacia

P arribay y y = —1 — x” (la cual se obtiene al reflejar la primera pardbola con respecto al

| eje x). Si trata de dibujar una tangente para ambas pardbolas, pronto descubrird que sélo

hay dos posibilidades, que se ilustran en la figura 1.
Sea P un punto en €l cual una de estas tangentes toca la pardbola superior v sea ¢ su

x coordenada x. (Es muy importante escoger la notacién para la incégnita. Muy bien podia

haber escogido & o ¢ 0 x4 0 x; en lugar de . Sin embargo, no se recomienda utilizar x en

- lugar de @ porque se podifa confundir con la variable x de la ecuacién de la pardbola.)

g Después, como P estd en la pardbola y = 1 + x?, su coordenada v debe ser 1 + 2. Debido
& la simetria mostrada en la figura 1, las coordenadas del punto O donde la tangente toca a
. la pardbola inferior debe ser {—a, —(] + a*)).
FIGURA 1 Para usar la informacion de que la recta es una tangente, iguale la pendiente de 1a rec-
la PQ) con la pendiente de la tangente en P, Asi tiene que

L+at—(-1—-4%) 1+a°
Mpo = =
he a - (—a) a

Si f(x) = 1 + x7 en tal caso la pendiente de la tangente en P es f(a) = 2a. Por
consiguiente, fa condicidn que necesita aplicar es

1+ a°
a

= Qg

Al resolver esta ecuacion tiene I + a® = 2a” porloque «® =1 ya = =1. Por

y=lny lo tanto, los puntos son {1, 2).y (—1, —2). Por simetria, los dos puntos restantes son
(=1, 2)y (1, ~2). O
FIGURA 2 EJEMPLO 2 ;Para cudles valores de ¢ la ecuacién In x = cx? tiene exactamente una
solucién?

SOLBCIGN Uno de los principios mds importantes de fa solucién de problemas es dibujar
un diagrama, incluso si el problema, segiin se enuncia, no menciona en forma explicita una
situacién geométrica. Este problema se puede formular de nuevo en términos geométri-
cos, como sigue: jPara cudles valores de ¢ la curva y = In v interseca la curva y = ¢x?
exactamente en un punto?

Empiece por trazar las grdficas de vy = In x y ¥ = ¢x* para diversos valores de ¢.
Sabe que, para ¢ # 0, y = cx” es una pardbola que se abre hacia arriba si ¢ > (' y, hacia
abajo, si ¢ < 0. En la figura 2 se muestran las pardbolas y = c¢x” para varios valores
positivos de ¢, La mayor parte no se cruzan con y = In x y una la corta dos veces. Se

0
b= I tiene la sensacion de que debe haber un valor de ¢ (en alguna parte entre 0.1 y 0.3) para el
’ ’ cual las curvas se cruzan exactamente una vez, como en la figura 3,
Para hallar ese valor de ¢ en particular, denote con a la coordenada x del punto tGnico
de interseccién. En otras palabras, In @ = ca”, de modo que a sea la solucion dnica de la
FIGURA 3 ecuacion dada. En la figura 2 las curvas sélo se tocan, de modo gue tienen una tangente

165
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comun cuande x = a. Esto significa que las curvas y = In x y tienen la misma pen-
diente cuando x = a. Por lo tanto,

Si se resuelven las ecuaciones In @ = ca’ v 1/a = 2ca, se obtiene
¥

. 1 1
Ina = ca” = ¢« =—

2c 2
y De donde, a = e'*y
r = In x
’ _lna et 1
a- e 2e

Para los valores negativos de ¢, la situacién que se ilustra en la figura 4: todas las
parébolas y = cx” con valores negativos de ¢ cruzan y = In x exactamente una vez,
Y no olvide lo referente ac = 0. Lacurvay = Ox* = Qeselgje x, el cual cruza y = In x
exactamenie una vez.

Para resumir, los valores requeridos de ¢ son ¢ = 1/(2e) y c = 0. ;.;

FIGURA 4

PROBLEMAS |

1. Determine los puntos Py @ sobre la pardbola v = 1 — x* de modo que el tridingulo ABC for-
mado por el eje x y las tangentes en P y @ sea un tridngulo equildtero.

2. Determine el punto donde las curvas y = x” — 3x + 4y y = 3(x* — x) son tangentes entre sf,
es decir, tienen una {angente comun. llusire mediante la representacidn grifica de ambas cur-
vas ¥ la tangente comuin.

3. Demuestre que las lineas tangente a la pardbola y = ax® + bx + ¢ en dos puntos cualesquiera
con coordenadas-x p y ¢ se cruzan en un punto cuya coordenada-x estd a la mitad entre p y ¢.

4. Demuestre que

d sen’x cosx
— + =—co§ 2v
dx\ 1 + cotx I +tanx
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" FIGURA PARA EL PROBLEMA &

¥
4
8 \ o
\\ o Px,0)
.

FIGURA PARA EL PROBLEMA 11

5. Demuestre que sen”'(tanh x) = tan"'(senh x).

6. Un automévil viaja por 1a noche por una carretera que tiene Ja forma de pardbola con vértice

1l

2

13

.

en el origen (véase figura). El autom6vil parte de} punto 100 m al ceste y 100 m al norte del
origen, y se desplaza en una direccion hacia el este. Hay una estatua localizada 100 m al este
y 50 m al norte del origen. ;En qué punto de la carretera los faros del vehiculo iluminardn a la
estatua?

E

Demuestre que gy {sen’y + cos’x) = 4" 'cos(dx + n7/2).
dx

. Determine la n-ésima derivada de Ia funcidén f(x) = x"/(1 — x)

En la figura se muestra un cfrculo con radio I inserito en la pargbola v = x*. Encuentre e}
centro del circulo.

Si f es derivable en a, donde g > 0, evalie el siguiente limite en términos de f{a):

lim L) Zfla)

e X = a
En la figura se muestra una rueda giratoria, con radio de 40 em y una leva AP de longitud 1.2
m. El pasador P se desliza hacia atrds y hacia adelante, a lo largo del eje x, conforme la rueda
gira en sentido contrario a las manecillas de un reloj con una rapidez de 360 revoluciones por
minuto.
{a) Encuentre la velocidad angular de la leva, dee/dr, en radianes por cada segundo, cuando

8= mn/3,

(b} Exprese la distancia x = | OP |, en términos de 9.
(c¢) Halle una expresion para la velocidad del pasador P, en términos de 6.

Se trazan lus rectas tangentes 77 y 7> en los dos puntos Py y P, sobre [a pardbola y = x? y se
cruzan en un punto P. Se traza otra recta tangente T en un punto entre Py y Pa; ésta cruza T,
en Oy T: en s, Demuestre que

Poil |, 1Pe:] _

PPy | PP |

Pemuestre que

H

R

= (¢™ sen bx) = r'e™ sen(bx + n@)
dx

en donde a y b son niimeros positivos, r* = g* + by 8 = tan"'(b/a).

semx |

14. Evalde Iim

amw X W
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15.

16.

17.

18.

Sean T y N las rectas tangente y normal a la elipse x%/% + y*/4 = 1, en cualquier punto P de
ésta en el primer cuadrante. Sean xry yrlas intersecciones de 7 con losejes x y y, y Xwy
v las intersecciones de N. Conforme P se mueve a lo largo de la elipse en el primer cuadrante
(pero no sobre los ejes). ;qué valores pueden adoptar Xy, yr, Xy ¥ ya? En primer lugar, intente
inferir fas respuestas con sélo mirar la figura. A continuacién, aplique el cdleulo para resolver
el problema y vea qué tan buena es su intuicién.

sen(3 + x)* — sen 9
Evalie lim { ) .
x—=0 X
{a) Use la identidad para tan (x — ¥) (véase la ecuacién 14 (b) del apéndice D) para demostrar
que si dos rectas L, y L; se intersecan en un dngulo o, después

My — ny
tan ¢ = ——
1 + myms

donde m y ma son las pendientes de L, y Lo, respectivamente.

(b) El angulo entre las curvas C, y C: en un punto de interseccidn se define como ¢l dngulo
entre [as rectas tangentes a € y Ch en P (si estas rectas tangentes existen). Use el inciso (a)
para hallar, correcto hasta el grado mds cercano, el dngulo entre cada par de curvas en cada
punto de interseccidn.

) y=x"y y=-20
() »¥*—¥*=3 y x*—dx+1yP+3=0

Sea P(x,, 1) un punto sobre la parfibola y* = 4px con foco F{p, (). Sea « el dngulo entre la
pardbola y el segmento rectilineo FP y sea 8 el dngulo entre la recta horizontal y = y y

la pardhola como en [a figura. Demuestre que o = 8. (De modo que. por un principio de
Optica geométrica, la luz proveniente de una fuente colocada en F se reflejard a lo largo

de una recta paralela al eje x. Esto explica por qué las paraboloides, las superficies que se
obtienen al hacer girar las pardbolas sobre sus ejes, se emplean como la forma de algunos
faros delanteros de automoviles y espejos para telescopios.)

268
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FIGURA PARA EL PROBLEMA 19

19.

20.

21,

22.

23.
24,
25.

26,

7.

28.

29.

30.

3l

i

Suponga que reemplaza el espejo parabolico gque aparece en el problema 18 con un espejo esféri-
co. Aungue el espejo no tiene foco, puede demostrar la existencia de un foco aproximade. En
la figura, C es un semicircelo con centro 0. Un rayo de luz que llega hacia el espejo paralelo
al eje a lo targo de la recta PQ, se reflejard hacia el punto R sobre el eje, de modo que

LPQO = £ 0QR (el dngulo de incidencia es igual al dngulo de reflexién), ;Qué sucede

con ¢l punto R a medida que P se lleva cada vez mds cerca al eje?

Si f'y g son funciones derivables donde f(0) = g(0) = Oy g'(0) # 0, demuestre que
o S0 _ F1O)
o glx)  g'(0)

.., senfa + 2x) — 2sen{a + x) + sena
Evaliie Iim = .

x 8 x°

() La funcidn ciibica f(x) = x(x — 2)(x — 6) tiene wres ceros distintos: 0, 2 y 6. Dibuje [ y su
rectas tangentes en el promedio de cada par de ceros. ;Qué advierte?

{b) Suponga que la funcidn cdbica f{x) = (x — a)(x — B)x ~ ¢) tiene tres ceros diferentes:
a, by e. Compruebe, con ayuda de un sistema algebraico para computadora, que una recta
tangente dibujada en el promedio de los ceros a y b interseca la grdfica de f en el tercer
cero.

¢Para qué valor de k la ecuacién ¢* = k+/x tiene exactamente una solucién?

¢Para qué niimeros positivos a se cumple que ¢ = 1 + x para toda x?

Si
x 2 . sen v
= - arctan
Y vai—1 ot -1 a—+Jar—1+ cosx
, 1
demuestre que ¥y’ = ———,
a + cos x

Dada una elipse x%/a” + y%/b* = 1, donde a # b, encuentre la ecuacién de todo el conjunto
de puntos a partir de los cuales hay dos tangentes a la curva cuyas pendientes son (a) reciprocos
¥ (b} reciprocos negativos.

Encuentre los dos puntos sobre la curva y = x* — 2x% ~ x que tienen una recta tangente en
comuin.

Suponga que tres puntos sobre la pardbola y = &7 tienen la propiedad de que sus rectas nor-
males se cruzan en un punto comtin. Demuestre que fa suma de sus coordenadas x es cero.

Un punte de rericulado sobre el plane es un punto con coordenadas enteras. Suponga
que se dibujan circulos con radio r usando todos los puntos reticulados como centros.
Encuentre el valor mids pequefio de r tal que cualguier recta con pendiente 2 cruce alguno
de estos circulos.

Un cono de radio r centimetros y altura 4 centimetros se introduce por la punta con una
rapidez de 1 cm/s en um cilindro alto de radio R centfinetros que contiene una parte de
agua. ;Qué tan rdpido sube el nivel del agua en el instante en que el cono estd totalmente
sumergido?

Un recipiente en forma de un cono invertido tiene una alfura de 16 cm y su radio mide
5 em en la parte superior. Estd Heno en parte con un liquido que escurre por los lados
con una rapidez proporcional a} drea del recipiente que estd en contacto con el liquido.
[El drea superficial de un cono es #rl, donde r es el radio v / es la altura inclinada. ]

Si vierte liquido en el recipiente a razén de 2 cm¥min, entonces la altara del liquido
disminuye a razén de 0.3 c/min cuando la altura es de 10 em. Si el objetivo es mantener
el liquido a una altura constante de 10 cm. jen que proporcién debe verter Hauide al
recipiente?
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