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LIMITES Y DERIVADAS

La idea de un limite se ilus-
tra mediante lineas secantes
que se aproximan a una li-

nea tangente.

En la Presemtacion preliminar del cdiculo (pigina 2) vio de qué manera la idea de limite
sustenta las diversas ramas del cdlculo. Por lo tanto, resulta adecuado empezar puestro
estudio de cdlculo investigando tos Hmites y sus propiedades. Clase especial de limite
que se usa para hallar tangentes y velocidades, da lugar a la idea central del cédlculo

diferencial: la derivada.
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LA TANGENTEY LOS PROBLEMAS DE LA VELOCIDAD
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En esta seccién se analiza cémo surgen los limites cuando intenta hallar la tangente a una
curva o la velocidad de un objeto.

PROBLEMA DE LA TANGENTE

La palabra tangente se deriva de la palabra latina tangens, la cual significa “tocar”. De es-
te modo, una tangente a una curva es una linea que foca la curva. ;De qué manera se pue-
de precisar esta idea?

Para un circulo, podria seguir la idea de Euclides y decir que una tangente es una linea
que pasa a través de ese circulo una vez y sélo una vez como en la figura 1{a). Para curvas
mds complicadas, esta definicién es inadecuada. En la figura 1(b), se muestran dos rectas,
[y ¢, que cruzan por un punto P de una curva C. La recta [ interseca C sélo una vez, pero
es evidente que no se parece a lo que consideramos una tangente. Por otra parte, la recta ¢
parece una tangente pero interseca € dos veces.

Para ser especificos, considere el problema de intentar hallar una recta tangente ¢ a la
pardbola y = x* en el ejemplo siguiente.

£ EJEMPLO | Encuentre una ecuacién de la linea tangente a la pardbola y = x* en el
punto P(I, 1).

SOLUCIGN  Tan pronto conozca su pendiente s podra hallar la ecuacién de la recta tangente
t. La dificultad es que conoce sdlo un punto P, de 4, en tanto que necesita dos puntos para
calcular Ia pendiente. Pero puede calcular una aproximacién para m si elige un punto
cercano O(x, x*} de la pardbola (como en la figura 2) y calcula la pendiente inpp de la
linea secante PQ.

Elija x # 1, de modo que @ # P. Por lo tanto

Cxt—1
pg — 1
Por ejemplo, para el punto (1.5, 2.25)
225 -1 1.25
me=TETT T os Y

Las tablas en el margen muestran los valores de nmipp para varios valores de x cercanos
a 1. Bntre mas cerca estd @ de P, mas lo estd x de ] y, por lo que se ve en las tablas,
mpg estd mds préxima a 2. Esto sugiere que la pendiente de la recta tangente ¢ debe
serm = 2.
Se dice que la pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes de las
rectas secantes y, simbolicamente, expresamos esto al escribir
xt -1

Iim mpg = m lim =72
gp 0 4 x=1 x =]

Si supone que, en efecto, la pendiente de la recta tangente es 2, use 1a forma punto-pen-
diente de la ecuacidn de una linea (véase el apéndice B) para escribir la ecuacién de la recta
tangente que pasa por (1, 1) como

y—1=2(x~-1) 0 y=2x—1
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2ol EnVisual 2.1 puede ver como
funcicna ef proceso en la figura 3 para
funcicnes adicionales.
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0.00 100.00
.02 51.87
0.04 67.03
0.06 5488
G.08 44.93
0.10 36.76

FIGURA 4

En la figura 3 se ilustra el proceso de tender hacia el limite que se presenta en este
ejemplo. Conforme Q se aproxima a P a lo largo de la pardbola, las rectas secantes
correspondientes giran en torno a P y se acercan a la recta tangente 1.
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¢ se aproxima a £ desde la derecha

v

v //0

(7 se aproxima a P desde fa izquierda

=

Muchas funciones que se encuentran en Jas ciencias no se describen mediante una ecua-
cifn explicita; se definen por medio de informacién expertmental. En el ejemplo siguiente se
indica cémo estimar la pendiente de la recta tangente a la grifica de ese tipo de funciones.

&% EJEMPLO 2 La unidad de destello (flash) de una cdmara funciona por el almacena-
miento de carga ¢n un capacitor y su liberacién repentina al disparar la unidad. Los
datos que se muestran al margen describen la carga @ que resta en el capacitor (medida
en microceulombs) en el tiempo ¢t {medido en segundos después de que la unidad de
destello ha sido apagada). Use los datos para dibujar la grafica de esta funcidn y estime
la pendiente de la recta tangente en el punto donde ¢ = 0.04. [Nota: la pendiente de la
recta tangente representa la corriente eléctrica que circula del capacitor al bulbo del
flash {medida en microamperes).]

SoLUCION En la figura 4 estd la informacién que se proporciond y se usa para dibujar una
curva que se aproxime a la gréfica de la funcidn.

£ f {microcouiombs)
100

o
=)
/T

O 0.02 0.04 .06 (.08 0.1 t (segundos)




& 2007 Brand X Pctres

R Hipg;
(.00, 10600 ~824.25
(002, 8187 -~742.00
(0,06, 54.88) - 607.50
(0,08, 44.93) ~332.5()
{10, 36,76} - 504.30

= E significado fisico de la respuesta del
ejemple 2 es que la corriente eléctrice que
fluye del capacitor al foco del fash después
de 0.04 de segundo es de casi de 670
microamperes

La Torre CN en Toranto es el edificio autoes-
teble mas alto del mundo en fa actualidad.
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A partir de los pantos P{0.04, 67.03) y R(0.00, 100.00) de la grafica ia pendiente de la
recta secante es

- 100.00 — 67.03 82495
0.00 — 0.04
En la tabla que aparece a la izquierda se muestran los resultados de célculos similares para
fas pendientes de otras rectas secantes. Con base en esa tabla cabe esperar que la pendiente
de la recta tangente en t == (.04 se encuentre en algln valor entre —742 y —607.5. De
hecho, el promedio de las pendientes de las dos rectas secantes mis préximas es

1(—742 — 607.5) = —674.75

De esa manera, mediante este método estima la pendiente de la recta tangente
como —675.

Otro método es trazar una aproximacion a la recta tangente en Py medir los lados
del tridngulo ABC como en la figura 4. Esto da una estimacion de la pendiente de la
recta tangente como

_|AB] 804 - 536
|BC| 0.06 — 0.02

= —670 0

EL PROBLEMA DE LA VELOCIDAD

Si observa el velocimetro de un automdévil al viajar en el trdfico de Ja ciudad, puede ver que
la aguja no permanece inmévil mucho tiempo; es decir, la velocidad del auto no es constan-
te. Al observar el velocimetro, supone que el vehiculo tiene una velocidad definida en cada
momento, ;pero como se define la velocidad “instantinea™? Investigue el ejemplo de una
pelota que cae.

f

Fi EJEMPLO 3 Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma de observacidn
de 1a Torre CN en Toronto, 450 m por encima del nivel del suelo. Encuentre la velocidad
de la pelota una vez que iranscurren 5 segundos.

SOLUCIGN A través de experimentos que se llevaron a cabo cuatro siglos atrds, Galileo descu-
brié que la distancia que recorre cualquier cuerpo que cae libremente es proporcional al
cuadrado del tiempo que ha estado cayendo. (En este modelo de caida libre no se considera
la resistencia del aire.) Si la distancia recorrida después de t segundos se denota mediante
s(7} v se mide en metros, en tal caso la ley de Galileo se expresa con la ecuacidn

s(r) == 4972

La dificultad para hallar la velocidad después de 5 s es que trata con un solo ins-
tante {r = 5), de modo que no interviene un intervalo. Sin embargo, puede tener una
aproximacién de la cantidad deseada calculando la velocidad promedio durante el
breve intervalo de una décima de segundo, desde 1 = 3 hasta t = 5.1:

cambio en la posicidn

B

velocidad promedio - -
tiempo transcurrido
s(5.1) — s(35)
0.1
4.9(5.1)* — 4.9(5¢

= Y = 49.49 m/s
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. En la tabia siguiente se muestran los resuliados de cédlculos similares de la velocidad
promedio durante periodos sucesivamente cada vez mds pequefios

Intervale de tiempo | Velocidad promedio (m/s)
S=f=6 53.9
S= =31 49,49
S5=r=3505 49,245
5= 1= 5.0 49.049
5= t= 500} 49,0049

Parece que conforme acorta el periodo, la velocidad promedio se aproxima a 49 m/s. La

velocidad instantdnea, cuando ¢ = 5, se define como el valor limite de estas velocidades

promedio, durante periodos cada vez mds cortos que se inician en ¢ = 5. En estos términos,
. ia velocidad (instantdnea) después de 5 s es

¥ =49 m/s 3

Quizd sienta que los cdlculos que se utilizan en la solucidn de este problema son muy se-
mejantes a los que se aplicaron con anterioridad en esta seccién para hallar tangentes, De
hecho, existe una relacién intima entre el problema de Ia tangente y el de hallar velocidades.
Si dibuja la grifica de la funcién distancia de la pelota {como en la figura 5) y considera los
puntos Pla, 4.94%) y Ola + h, 4.9(a + h)?) de la gréfica, en tonces la pendiente de la recta
secante PO es

49 + hY — 4.94°
(a+h) —a

Ifpg =

lo cual es o mismo que la velocidad promedio durante el periodo [, a + /). Por lo tanto,
la velocidad en el instante t = a (el limite de estas velocidades promedio a medida que &
tiende a 0) debe ser igual a la pendiente de la recta tangente en P (el limite de las pendientes
de las rectas secantes).

‘924.912&/ s=4.9%

pendiente de la recta secante
= velocidad promedio

pendiente de la tangente
= velocidad instantdnea

FIGURA 5

Los ejemplos 1y 3 hacen ver que para resofver problemas de tangentes y de veloci-
dades, debe ser capaz de hallar limites. Después de estudiar los métodos para calcular 1i-
mites en las cinco secciones siguientes, en la seccién 2.7 regresard a los problemas de
hallar tangentes y velocidades.
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EJERCICIOS

1. Un dep6site contiene 1000 galones de agua que se drenan desde
in parte inferior en media hora. Los valores que aparecen en la
tabla muestran el volumen V de agua que resta en el tanque (en
galones) una vez que transcurren f minutos.

30
0

{ {min} 3 13 i5 20
694 444 2350 111

T
Lh

2
+2]

V(gal}

{a) Si P es el punto (15, 250) en la grdfica de V, encuentre las
pendientes de las rectas secantes PQ cuando Q es el punto
en la grifica conr = 5, 10, 20, 25 ¥ 30

{b) Estime la pendiente de la recta tangente en P promediando
las pendientes de dos rectas secantes.

{¢} Use una grafica de la funcidn para estimar la pendiente de
la recta tangente en P. (Esta pendiente representa ia canti-
dad a la que fluye el agua desde el tanque después de 15
minutos.}

2. Se usa un monitor cardiaco para medir la frecuencia cardiaca
de un paciente después de una cirugfa. Este recopila el nime-
ro de latidos cardiacos después de ¢ minutos. Cuando se si-
tian los datos de la tabla en una grifica, la pendiente de la
recta tangente representa la frecuencia cardiaca en latidos
por minuto.

36 38 40 42 44
2530

1 (min)

Latidos cardiacos 2661 2806 | 2948 3080

El monitor estima este valor calculando la pendiente de una
recta secante. Use los datos para estimar la frecuencia cardiaca
del paciente, después de 42 minutos, usando la recta secante
entre los puntos

(aA)yr==36 y =42
(c)r=40 y =42
;Cudles son sus conclusiones?

=42
1= 44

b) =738 vy
{d)y t=42 vy

El punto P(1, 3} estd sobre ka curva y = x/(1 + x).

(a) Si Q es el punto {x, x/(1 -+ x)), use su calculadora para
hallar la pendiente de 1a recta secante PQ (correcta hasta
seis cifras decimales) para los valores de x que se enumeran
a continuacién:

() 0.5 (ii) 0.9 {iii) 0.99 (iv) 0.999
(v} 1.5 (vi) 1.1 (viiy 1.01  (viii) 1.001

(b) Mediante los resultados del inciso {a) conjeture &l valor de
la pendiente de la recta tangente a la curva en P(l, é)

{c) Usando la pendienie del inciso (b) encuentre la ecuacién de
la recta tangente a la curva en P(l, %)

4. El punto P(3, 1) se encuentra sobre la curva y = /x — 2
(a) Si Q es el punto (x, AMx = 2), mediante una calculadora
determine la pendiente de la secante PQ (con seis

cifras decimales) para los valores siguientes de x:
(i 2.5 (i) 2.9 (iti) 2.99 (iv) 2.999
{v) 3.5 (vi) 3.1 (vil) 3.01  (viiiy 3.001

() Por medio de los resultados del inciso {a), conjeture el valor
de 1a pendiente de la recta tangente en P(3, 1).

{c) Mediante la pendiente del inciso (b), halie una ecuacién de
la recta tangente a la curva en P@3, 1).

(d) Trace la curva, dos de las rectas secantes y la recta tangente.

[5.} Si se lanza una pelota en el aire con una velocidad de
40 pies/s, su altura en pies, después de ¢ segundos, se
expresa por y = 40r — 1617,
(a) Encuentre la velocidad promedio para el periodo que se
inicia cuando f = 2 y dura:
(i) 0.5seg (i) 0.1 seg
(iil) 0.05 seg (iv) 0.01 seg
(b) Estime la velocidad instantdnea cuando t = 2.

6. Sise lanza una roca hacia arriba en el planeta Marte con una
velocidad de 10 m/s, su altura en metros ¢ segundos después
se proporciona mediante y = 10t — 1.861.

(a) Hallar la velocidad promedio en los intervalos de tiempo
que se proporcionan:

(i [1,2] (dy [1, 1.5]
(ivy [1, 1.01] {v) [1, L.0O1]
(b) Estimar la velocidad instantinea cuando ¢ = 1.

(i) [L, 1.1]

7. La tabla exhibe la posicidn de un ciclista.

=
L)
Lo
L

{segundos) 1 0 i

o
(¥
[==]

5 {meiros) {} 10,7 17.7

{2) Hallar la velocidad promedio para cada periodo:
@[3 ay[2,3] iy [3.5]  Gv) [3.4]

(b) Use la grifica de s como una funcidn de  para estimar la
velocidad instantdnea cuando ¢ = 3.

8. El desplazamiento (en centimetros) de una particula de atris
hacia adelante en una I{nea recta se conoce por la ecuacidn
de movimiento s = 2 sen t + 3 cos #rt, donde ¢ se mide en
segundos.

(a) Encuentre la velocidad promedic durante cada periodo:
@ [1, 2] (iiy [1, 1.11
(iii) [1, 1.01] (iv) [1, 1.001]
{b) Estimar la velocidad instantdnea de la particula cuando
=1,

El punto P(1, 0) estd sobre la curva y = sen(10%/x).

(a) Si O es el punto (x, sen{107/x)), encuentre la pendiente de
la recta secante P (correcta hasta cuatro cifras decimales)
paras=2,1.5,14,13,12,1.1,05,06,0.7,08 y 0.9.

i Parece gue las pendientes tienden a un limite?

Chi
18

(b) Use una gréifica de la curva para explicar por qué las
pendientes de las rectas secantes del inciso (a) no estin
cercanas a la pendiente de la recta tangente en P.

{c) Mediante la seleccién de rectas secantes apropiadas, estime
la pendiente de Ia recta tangente en P.
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2.2| LIMITE DE UNA FUNCION
Luego de ver en la seccién anterior cémo surgen los limites cuando desea hallar la tangen-
te a una curva o la velocidad de un objeto, dirija su atencidn hacia los limites en general y
los métodos numéricos y graficos para calcularlos.
Investigue el comportamiento de la funcién f definida por f{x) = x* — x + 2 para valo-
res cercanos a 2. En la tabla siguiente se dan los valores de f(x) para valores de x cercanos
a 2, pero no iguales a 2.
¥
| x fls X flx)
| 1.0 2.000000 3.0 8.000000
It ! pmxle 42 L5 2.750000 2.5 5.750000
tiendea 4 ——-f" 1.8 3.440000 2.2 4.640000
4 } 1.9 3.710000 2.1 4.310000
\\—/ | 1.95 3.852500 2.05 4.152500
1 } 1.99 3.970100 2.01 4.030100
. I 1.995 3.985025 2.005 4.085025
I 1.999 3.997001 2.001 4.003001
0 . ;_(* ‘ Ky
A medida gue x tiende a 2
FGURA ] A partir de la tabla v de la grifica de f (una pardbola) gue se ilustra en la figura 1,

es claro cnando x estd cercana a 2 (por cualquiera de los dos lados de 2), flx} lo estd
a 4. De hecho, parece posible acercar los valores de f(x) a 4 tanto como desee si toma
una x lo suficientemente cerca de 2, Expresa este hecho al decir: “el 1imite de la fun-
cién f(x) = x> — x + 2, cuando x tiende a 2, es ignal a 47, La notacidn para esta ex-
presion es

lim (x* = x+2)=4

X

En general, se usa la siguiente notacion ,

[T} DEFINICION Escriba

lim f(x) = L

R hd 3
que se expresa como:  “el limite de fx) cuando x tiende a @, es ignal a L”

si puede acercar arbitrariamente los valores de f(x) a L (tanto como desee) escogien-
do una x lo bastante cerca de «a, pero no igual a a.

En términos generales, esto afirma que los valores de f(x) se aproximan cada vez més
al ndmero L cuando x se acerca a a (desde cualquiera de los dos lados de a) pero x ¢ a.
(En la seccidn 2.4 se proporciona una definicion mas exacta.)

Una notacién alternativa para

lim f(x) = L
es flxy— L cuande x—a

que suele leerse “f{x) tiende a L cuando x tiende a o”".



(a)

FIGURA 2 Ei_r‘n flx)= L en los tres casos

x<i flx)

0.3 (3.666667
0% (01526316
0.99 0.502513
0.9%9 0.500250
0.9999 0.500025
x>} Jlx

1.5 0.400000
1l 0476190
1.01 0.497512
1.001 0.499750
1.000} (0.499%75
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Advierta la frase “pero x # a” en la definicién de limite. Esto significa que al hallar
el limite de f(x) cuando x tiende a o, nunca considersd x = 4. De hecho, incluse no es
necesario que f(x} esté definida cuando x = 4. Lo tinico que importa es cémo estd de-
finida f cerca de a.

En la figura 2 se muestran las gréficas de tres funciones. Observe que en la parte (c),
fla} no estd definida y, en la parte (b), f(a) # L. Pero en cada caso, sin importar lo que
suceda en a, es verdadero que lim,—, f{x) = L.

L ________
{
1
TN :
I
!
G a x x
(b} (e
. .oox—1
EJEMPLO 1 Conjeture el valor de lm} o
= X7 o~

SOLUCION  Advierta que la funcién f(x) = {x — 1}/(x> — 1) no estd definida cuando x = 1,
pero eso no importa porque la definicidén de lim,.., f(x) dice que considere valores de x
préximos a a pero diferentes de a.

En las tablas que aparecen al margen izquierdo se proporcionan los valores de f{x)
{correctos hasta seis cifras decimales) para valores de x que tienden a 1 {pero no son
iguales a 1). Con base en los valores de las tablas, suponga que

lfim =—— = 0.5 0
x—i T — 1

El ejemplo 1 se ilustra mediante la gréfica de fde la figura 3. Cambie ahora ligeramen-
te el valor de f, ddndole un valor de 2 cuando x = [ y denominando a la funcién resultante
como g.

x—1
2]

X
2 si x =1

six#1

glx) =

Esta nueva funcidn g todavia tiene el mismo limite conforme x tiende a 1 (véase la figura 4).

¥ ¥

FIGURA 3 FIGURA 4
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. R i
EIEMPLO 2 Estime el valor de 11;1;)1 =
— =

S0LUCIGN En la tabla se enumeran los valores de la funcién para varios valores de 7 cer-
canos a 0.

it 9 -3

P

- 1.0 0.16228
*0.5 0.16553
+0.1 0.16662 .
+0.05 0.16666
+0.01 0.16667

A medida que ¢ tiende a 0, los valores de la funcidn parecen acercarse a 0.1666666... Y,
por consiguiente, supone que

CVEF9-3 |
fm—————=— N

0 £ 6

f V9 -3
I Fn el ejemplo 2, ;qué habria sucedido si hubiera tomado valores incluso mds peqguefios
00008 0. 16300 de #? En la tabla al margen se muestran los nasuitad(js que se obtuvieron con una calcula-
£0.0001 0.30000 dora; usted puede ver que parece suceder algo extrano.

= 0.00005 0.00000 Si intenta realizar estos cdleufos en su calculadora podrfa obtener valores diferentes, pero
+0.00001 0.00000 liegard un momento en que obtendrd el valor 0, si reduce ¢ lo suficiente. ¢ Significa esto que
la respuesta en realidad es 0, en lugar de 7 No, el valor del limite es %, como se demostrard

en la seccién siguiente. El problema es que las calculadoras dan valores falsos porque
/1?7 + 9 estd muy cercana a 3 cuando £ es pequefio. (De hecho, cuando ¢ es lo suficien-
e stewal icale Uis com temente pequefio, el valor para /1> + 9 de una calculadora es 3.000. . . hasta el nimero de
Para una explicacidn mds detallada de digitos que la calculadora es capaz de llevar.)

por qué en ocasiones las caleuladoras dan Algo similar sucede cuando intenta trazar la grdfica de la funcién
valores falsos, véase el sitio en la red.
Dé un clic en Additional Topics y luego en

Lies My Calcularor and Computer Told £() = JE+9 -3
Me. En particular, refiérase a la seccién 2

Namada The Perils of Subtraction.

del ejemplo 2 en una calculadora graficadora o en una computadora. Las partes (a) y (b)
de la figura ilustran grdficas bastante exactas de f y, cuando se usa el modo de trazo (si
cuenta con él), puede estimar con facilidad que el limite es alrededor de t. Pero si realiza
un acercamiento muy grande, como en las partes (c) y (d), obtiene gréficas inexactas, una
vez mds debido a problemas con la sustraccidn.

I’ r
0.2 02
0.1 0.8
() [~5, 5] por [~0.1, 0.3] (b} {~0.1, 0.1] por [~0.1, 0.3] (¢) [~107¢, 107] por [-0.1, 0.3] (d) [-1077, 10""] por [~0.1, 0.3)

FIGURA 5



=10 GRALETOOR
205 005883108
w0 097354586
=03 (398506736
=02 (3,99334063
=01 (.998334147
=005 (3090583349
=004 (LOUQUEA3R

(LUGOG053
(399950953

= 0,003
=001

= SISTEHAS ALGEBRAHLOS PARA COMPUTADORA

L.os sisternas algebraicos para computadora
{CAS: computer aigebra systems, CAS] tisnen
comandas que calculan limites. En virud de
las dificultades que se demostraron en los
ejemplos 2, 4 v §, no encuentran los limites
per experimentacién numérica, sino que aph-
can técnicas mas elaboradas, como el calcula
de series infinitas. Si tiene acceso a un CAS,
use el comande limite, calcule los limites de
los gjemplos de esta seccidn y compruehe sus
respuestas a los ejercicios de este capiiulo.

FIGURA 7
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senx

i EIEMPLO 3 Encuentre el valor de Efnlx)
X X

01808 La funcién f(x) = (sen x)/x no estd definida cuando x = 0. Con una calculadora

(v recordando que si x € [, sen x quiere decir el seno del dngulo cuya medida en radianes

es x), construya la tabla siguiente de valores, correcta hasta ocho cifras decimales. A par-

tir de la tabla a la izquierda y de Ia grdfica de la figura 6, suponga que

. osenx
Hm = ]

x—=0 X

De hecho, esta conjetura es correcta, como se probard en el capitulo 3 mediante la
aplicacién de un argumento geométrico.

FIGURA 6 ) o

. ., T
i EIEMPLG 4 Investigue 1im sen —.
x—+{) X

LUCION Una vez mds, la funcidn f(x) = sen(#/x) no estd definida en 0. Si se evaliia la
funcién para algunos valores pequefios de x, resulta

f(ly=sen7w=10 f(i) =sen27 =0

f(§)=sen3frr=0 f(%)wsen4w=0

F(0.1) = sen 107 == 0 F(0.01) = sen 1007 = 0

De manera andloga, £{0.001) == f(0.0001) = 0. Con base en esta informacién, podria
sentirse tentado a presumir que

. ia
limsen— =0
Xerl) X

pero en esta ocasi6n su conjetura s errénea. Advierta que aun cuando f(1/r) = sen nr = 0,
para cualguier entero 2, también se cumple que f{x) = 1 para un ndmero infinito de valores
de x que tienden a 0. La grifica de fse da en la figura 7.

¥y = sen(w/x)

A
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. L cosdy
’ 10000
1 1.000028
0.5 0.124920
0.1 0.001088
0.03 0.000222
0.01 0.000101
) cos Sy
! 10 000
(.003 0.00010009
(1001 0.60010000
ya
1
°l
FIGURA 8

Las Ifneas discontinuas cerca del eje y indican que el valor de sen(7/x) oscila entre 1
y —1 a menudo infinitamente cuando x se aproxima a 0. (Véase el gjercicio 39.)
Ya que el valor de f(x) no se aproxima a un nimeroe fijo cuando x se aproxima a cero.

rd ’Tr .
Hm sen — no existe 1
x—{ X

EJEMPLO 5 Encuentre lim | x* + c0s 3%
TC 11 X .
x—0 10000

§0LUCI0N Como antes construya una tabla de valores. A partir de la primera tabla que apa-

rece en el margen
COos Jx
lim{ x? + —— 1] =10
x—0 ( 10000 )

Pero si perseveran con valores mas pequefios de x, la segunda tabla sugiere que

i [ 2 + <295 _ g 000100 =
oA 7o ‘ 10000

M4s adelante verd que Him,..o cos 5x = 1 y en tal caso se concluye que el lfmite
es 0.0001. 0

Los ejemnplos 4 y 5 ilustran algunos de los riesgos en la suposicidn del valor de un limite,
Es ficil suponer un valor errdneo, si se usan valores inapropiados de x, pero es dificil saber
cuiindo suspender el cdlculo de valores. Y, como hace ver el andlisis que sigue al ejemplo 2, a
veces las calculadoras y las computadoras dan valores erréneos. Sin embargo, mdas adelante
se desarrollan métodos infalibles para calcular limites.

B EJEMPLO & La funcién de Heaviside H se define por

H) = 0 str=<90
1 sir=0

[Esta funcién recibe ese nombre en honor al ingeniero electricista Oliver Heaviside
{1850-1925) y se puede usar para describir una corriente eléctrica que se hace circular
en el instante 1 = 0.] En la figura 8 se muestra su gréfica.

Conforme ¢ se acerca a 0 desde la izquierda, H{(¢) tiende a 0. Cuando ¢ se aproxima a 0
desde la derecha, H{r) tiende a 1. No existe un ndmero tinico al que H(¢) se aproxime
cuando ¢ tiende a 0. Por consiguiente, lim, .o H{f) no existe. 0

LiMITES LATERALES

En el ejemplo 6 se vio que H{r) tiende a O cuando ¢ lo hace a 0 desde la izquierda y que
esa funcidn tiende a 1 cuando 1 lo hace a 0 desde la derecha. Se indica simbélicamente esta
situacién escribiendo

lim H(n) =0 y lim H{f) = 1

0" res0t

El simbolo “t — 07 indica que sélo se consideran valores de r menores que 0. Del mismo
modo “f — 0* indica que sdlo se consideran valores de t mayores que 0.



SECCION 2.2 LIMITE DE UNA FUNCION  ||j] 93

[2] DEFINICION Escriba
lim f(x) =L

Xesa
se lee el Kmite izquierdo de f(x) cuando x tiende a a [0 el limite de f(x) cuando
x se acerca a & desde la izquierda] es igual a L, si puede aproximar los valores
de f(x) a L tanto como quiera, escogiendo una x lo bastante cerca de a pero menor
que a.

Advierta que la definicién de 2 difiere de la | sélo en que x debe ser menor que a. De
manera andloga, si requiere que x sea mayor que a, obtiene: “el limite por la derecha
de f(x) cuando x tiende a a es igual a L” y escribe

lim flxy=1L

Asi, el simbolo “x — @™ significa que considere s6lo x > a. En la figura 9 se ilustran estas
definiciones

¥ ¥
—
L
Jix) | L
|
b X — a X 0
FIGURA ¢ (2 lim fix)=L (b) lim fixy=L

3 -+
T =gy

FIGURA 10

x—a" gt

* Al comparar la definicién 1 con las definiciones de los limites laterales, se cumple lo
siguiente

3] limfx}=L siysdlosi lm flx)=L y lim flx)=1L

X Xy T

E{EMPLO 7 Enla figura 10 se muestra la grifica de una funcion g. Usela para dar los
valores (si existen) de los limites siguientes:

(a) lim g(x) (b) lim g(x) (c) 1im g(x)
@ lmgl) (o) limgld (6 limg(x)

S0LUCION A partir de la grafica es claro que los valores de g(x) tienden a 3 cuando x tiende
a 2 desde la izquierda, pero se acercan a | cuando x se aproxima a 2 desde la derecha.
Por consiguiente

(a) lim g(x) =3y  (b) lim g(x) =1

{¢) Como los limites por la izquierda y por la derecha son diferentes, con base en (3) se
concluye que lim . g{x) no existe

L.a grifica muestra también que

@ lim gx) =2 'y (e) lim glxy =12
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() En esta ocasidn los limites por la izquierda y la derecha son los mismos y, de este
modo, con base en (3)

lim g{x) = 2

]

A pesar de este hecho, observe que g(5) # 2. i

LIMITES INFINITOCS

)
KAt}
0.2

i3]

| EN—
e

e

1o

A

=3 a0
EaEREN onh
=01 FOODOGH
FIGURA i1
¥ j
/ y=flx)
A
"\\ o| ~ t
\\// X =g
FIGURA 12

lilu flx)=c

EjEMPLO § Halle Jirf“rr(a) % si existe.

50N Conforme x se aproxima a 0, x* también se aproxima a 0y 1/x"se hace muy
grande. (Vea la tabla en el margen.) De hecho, al ver la grifica de Ia funcién f(x) = 1/x*
que se muestra en la figura 11, parece gue los vatores de f{x) se pueden aumentar en forrna
arbitraria, si se escoge una x lo suficientemente cerca de 0. De este modo los valores de
#(x) no tienden a un mimero, de tal manera que lfm.—o (I/x%) no existe. O

Para indicar la clase de comportamiento gue se muestra en el ejemplo 8, utilice la
notacién

1
im— = e
-0 X7

[22] Esto no quiere decir que se considere v como un nimero. Ni siquiera significa que el 1f-

mite existe. Simplemente expresa la manera particular en la cual el limite no existe: 1/4¢°
puede ser tan grande como guste llevando a x lo suficientemente cerca de 0,
En general, se escribe simboélicamente

Iim f(x) == o

Xx—*q

para indicar que los valores de f(x} se vuelven mds'y més grandes, es decir (se “incrementan
sin limite”) a medida que x se acerca mds y mds a a.

DEFINICION Sea f un funcién definida en ambos lados de a, excepto posible-
mente en ¢ misma. Por lo tanto,

lim f{x) = &

Ramad
quiere decir que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente grandes (tan
grandes como uno quiera) haciendo que x se acerque suficientemente a a, pero no
es igual que a.

Otra notacion para 1{im ., f(x) = o es
flx) — o cuando x—a

Recuerde que el simbolo « no es un niimero, pero la expresién 1im,-., f(x) = @ se lee
con frecuencia como

“el limite de f(x) cuando x tiende a « es el infinito”
0 bien, “f(x) se vuelve infinita cuando x se aproxima a 4™
o bien, “f(x) se incrementa sin limite cuando x tiende a a”

Esta definicién se ilustra en la figora 12.
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= Al decir que un pimero es “negativo muy Un tipo similar de limite, para el caso de funciones que manifiestan valores negativos

grande” significa que es negativo pero su muy grandes cuando x tiende a a, se presenta en la definicién 5 y se ilustra en la figura 13.
magaitud (valor absoluto) es considerable.

[5] DEFINICIGN Sea funa funcién definida en ambos lados de a. excepto posible-
mente en ¢ misma. Por lo tanto,

N i ) = ==

0 a x significa que los valores de f(x) se pueden hacer de manera arbitraria grandes y
y= f(x) negativos al dar valores a x que estén muy cerca de a, pero sin que Jleguen a ser
iguales a a.

FIGURA 13 E] simbolo 1im,... f(x) = — quiere decir “el limite de f(x} cuando x tiende a a s el
lim flx)=—® infinito negativo™ o bien, “f(x) decrece sin limite cuando x tiende a ¢”. Como ejemplo

e tiene
, 1
Im{ ~—} = —=
=0 x°

Definiciones similares se pueden dar para los limites infinitos laterales

lim f{x) = o= lim+ flx)y =0

x—a” X

lim f(x) = lim f(x) = —=

X XY
sin olvidar que “x — @™ significa que considera s6lo valores de x que seahh menores que
a y, de ignal manera, “x — @' quiere decir que considera sélo x > a. Ejemplos de estos
cuatro casos se presentan en la figura 14
y4 ¥ )'1 ¥
——

/ ) / a 0] a \.\- 0 e x ol B

(a) lim flx}=w (b) lim flx)=ce {c) lim f(x)=—w (d) lim flx)=—o

e X

x—=a” x—d

FIGURA 14

DEFINICION La recta x == a se llama asintota vertical de la curva y = f{x) si
por lo menos uno de los siguientes enunciados es verdadero

lim f{x) = o lim f(x) = lim f(x) =
lim f(x) = — Hm f(x) = —o lim f(x) == —
x—u X x—at
Por ejemplo, el eje y es una asintota vertical de la curva y = 1/x° porque

lim.—g (1/x%) = . En la figura 14, la recta x = @ €3 una asintota vertical en cada uno
de los cuatro casos mostrados. En general, es muy util conocer las asintotas verticales
para trazar las graficas.



http://libreria-universitaria.blogspot.com
%6 i|[i CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

2 "
EJEMPLO 9 Determine lim ——— y lim .
=3t x — 3 =37 xr — 3

S0LCI0Y Si x estd en la vecindad de 3, pero es mayor que 3, entonces el denominador
x — 3 es un nimero positivo pequefio y 2x estd cercano a 6, Asi, el cociente 2x/(x — 3)
es un nilmero positive grande. En estos términos, ve intuitivamente que

x=3 2y
Hm
x=3t x — 3

= o0

De manera similar, si x estd cerca de 3 pero es mds pequefia que 3, entonces x — 3 es un
FIGURA 15 niimero negativo pequefio, pero 2Zx es aiin un nitmero positivo, cercano a 6. De esa manera,
2x/(x — 3) es desde el punto de vista numérico un nimero negative grande. Por esto,

" 2x
im
¥ =3 x — 3

La gréfica de la curva y = 2x/(x — 3) se ilustra en la figura 15. La recta x = 3 es una
asintota vertical. )

|
|
|
|
| 1+
|

— EJEMPLO 10 Deterimine las asintotas verticales de f{(x) = tan x.
3T S

ey o T==
g

N 1 e
-

!
!
!
|
|
|
= /|0
2
|
!
z
!

f SOLUCIGH Puesto que

} senx

{ tanx =

| cos X
FIGURA 15 hay asintotas verticales potenciales donde cos x = (. En efecto, como cos x — 0% cuando
v = tan x . x— (m/2)" y cos x — 07 cuando x —> (7/2)", en vista de que sen x es positiva cuando x

estd cerca de /2,
ifm tanx = o y lim tanx = —oo
{2y x—={m/2)*
4 Esto demuestra que la recta x = 7/2 es una asintota vertical. Un razonamiento similar

muestra que las rectas x = (2n.+-1)7/2, donde » es un entero, son asintotas verticales

}V de f(x) = tan x. La gréfica de la figura 16 lo confirma. !

0r /1 x Otro ejemplo de una funcidén cuya grifica tiene una asintota vertical es la funcién loga-
ritmo natural y == In x. A partir de la figura 17

lim Inx = —w
x—0%
FIGURA 17
El eje y es una asintota vertical y de este modo la recta x = {, el ¢je y, es una asintota vertical. En efecto, lo mismo se
de Ia funcién logaritmo natural. cumple para y = log, x siempre que a > 1. (V&ase figuras 11 y 12 de la seccidn 1.6.)
| 22 | EJERCICIOS
1. Explique con sus propias palabras qué se quiere dar a entender 2. Explique qué se quiere dar a entender con

mediante la ecuacion

lim f(x) = 5 Mm f) =3y lim f(x)=7

Es posible que se cumpta esta proposicién y todavia f(2) = 37 Dé En esta situacién jes posible que lim,—, f{x) exista?
una explicacidn. Dé una explicacién.
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»

3. Explique el significado de cada una de [as expresiones 7. Para la funcién g cuya gréfica se proporciona, establezca el
siguientes. valor de cada cantidad, si acaso existe. Si no existe, explique
(2) ng Flx) = oo (b) H% Fx) = —oo la razon.

Xop T

(@) lim g(n (b} ll’rgl+ g0 «©) iing g1

Para la funci6n f cuya gréfica se proporciona, establezca el valor e " -
de cada cantidad, si existe. Si no la hay, explique por qué. (d) lim g(n) (e} 11’1%1 g H) Hmg(n

FE e x—0* 12

@lmfex) O lm @) (© lm fE)

(2) ¢(2) (h) E{!}{j(t)
(d) lim f(x) (e) f(3)

xX—r },
> -1 4
4 1,

__.__2 /
~ / 2 4 i

0 2 4 12 T

8. En el caso de la funcion R cuya gréfica se muestra, establezca lo
siguiente.

@ lm R (O limR()

5. Use la grifica de f que se proporciona para establecer el valor
de cada cantidad, si existe. Si no existe, explique por qué.

@ lm ) ®) lm f@ (@ lim )
@Im @ @ f5) @l &Y @ L K

(e) Las ecuaciones de las asintotas verticales,

6. Para la funcién h, cuya grifica se da, determine el valor de cada

cantidad, si existe. En caso que no exista explique por qué. 9. En el caso de la funcién fcuya gréifica se muestra, establezca lo

{a) lfr_r%_ h(x) (b) II'IEJE(J') {c) h’n_lsh(x) siguiente.

@ lmf O Jm e © lmfE

{d) h(—3) (e) 1_14%1_ () H 1_111})1 h(x)
(g) lim h(x) (h) #(0) (i) lim h(x) (@) Him flx) (@) lim f()

: o (f) Las ecuaciones de las asintotas verticales.
Gy k(2) (k) ll_rgl h(x) (D lirga_ h{x)

7 \L1/

10. Un paciente recibe una inyeccién de 130 mg de un medica-
I | T I | I mento cada 4 horas. La grafica muestra la cantidad f(r} del
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medicamento en el torrente sanguineo, después de t horas.
i Hm  f{t
RGN S

vy explique el significado de estos limites laterales.

fin

300 1

BN
\\\\

P[] Use la grifica de la funcién f{x) = 1/(1 + ¢**} para estable-
cer ¢l valor de cada limilte, si es que existe. Si no existe dé
la razén.

(@ lim flo)  (b) lim f (x) (o) limf ()
12. Trace la gréifica de la funcién siguiente y iisela para determinar
tos valores de @ para los cuales existe lim,.... f(x) si:

—X st x < —1
st —1=x<|

flx) =

EL T T

—* six=1

13-16 Trace la grifica de un ejemplo de una funcidn f que cumpla
con todas las condiciones dadas.

13 lim f(x) =2, lim fl)=-2. fl}=2

W lm f() =1, lm f)=-1 lim /=0,

f(2y =1, f(0)} no estd definida

lim f(x) =1,

5] Jim, /() = 4
f@y=3 f-2y=1

fim f(x) =2, lim flx} =2,

16. hmml flxy =3, I—TT“ flx) =3, ]E’I:xll+ flx) = =3,

Fay=1, fl4) = -1

17~20 Suponga el valor del limite (siempre y cuando exista) eva-
luando la funcidn en los nimeros dados (con seis cifras decimales).

X% 2x

7. lim L, x = 25,2.1,2.05, 2,01, 2.005, 2.001,

2 x = x = 2
1.9, 1.95, 1.99, 1995, 1.999

.2 XY
18, Jim ————

imel Xt —x = 2

x =0, 0.5, —0.9, ~0.95, —0.99, —0.999,
—2, —15, — 1.1, —1.01, ~1.001

. 1 —_ -.
19. lim =% 1= +1, £0.5, 0.1, £0.05, £0.01

X x*

20, lmirgx+ xin(x + x%), x=1,0.5, 0.1, 0.05, 0.01, 0.003, 0.001

21~24 Mediante una tabla de valores estime el valor del Iimite. Si
dispone de una calculadora o de una computadora para graficar,
{isela para confirmar grificamente sus resultados.

NErRy tan 3x
21, lim 2. lim 2203
TerD X x-»0 tan 5x
6 l X ., 5.(
23 1im 2. tim 22—
=i X- - i -0 X
75-32 Determine el Hmite infinito.
N +2
25, fim 22 2. lim =
B R xe=3" x4+ 3
tim 2. I — s
= x—1 (_x b 1)2 * X 5T (x —_ 5)3
29, lili}l In(x® — 9) 30. lim cotx
x - 2%
31. lfm xcsc. 32 lim ——m—
i xcesex T x4

33. Determine ,}H?' pE— y,}inﬁ pE—

{a) evaluando f{(x) = 1/(x* — ) para encontrar valores de
x que se aproximen a | desde la izquierda y desde la
derecha.
(b) planteando un razonamienio como ¢n el ejemplo 9y
(¢c) & partir de la grifica de f.

34. (a) Determine las asintotas verticales de la funcién

xi+ 1
y=—
3x — 2x°
e {b) Confirme su respuesta del inciso (a) graficando la funcién.

(a) Estime el valor del limite lim,—o (1 + x)'* hasta cinco
cifras decimales. ;Le resulta familiar este nimero?
I (b) Tlustre el inciso (2} dibujando la funcién y = (1 + x)"~.
36. (a) Grafique la funcién f{x) = (tan 4x)/x y realice un acerca-
miento hacia el punto donde la grifica cruza el je y, estimar
el valor de lim,—.o f(x).
(b Verificar su respuesta del inciso (a) evaluando f(x) para
valores de x que se aproximan a cero.




-

: 37. (a) Bvalde la funcién f(x) = x* — (2°/1000) para x = 1, 0.8,
0.6, 0.4, 0.2, 0.1 y 0.05 y conjeture el valor de

lim § x* — 2
s\ T 1000

(by Evaliie f{x) para x = 0.04, 0.02, 0.01, 0.005, 0.003 y 0.001.
Conjeture de nuevo.

38. (a) Bvalde Ai(x) = (tanx — x)/x’ para x = 1, 0.5, 0.1, 0.05,
0.0t y 0.05
. tanx -~ x

{b) Conjeture el valor de ET}) -

{c} Evaldie A(x) para valores cada vez mds pequefios de x hasta
gue finglmente llegue a valores O para /(x}. ;Atin estd seguro
de que lo que conjeturd en el inciso (b) es correcto? Expli-
que por qué cbtuvo valores O en alglin momento. (En la
seccion 4.4 se explicard un método para evaluar el [imite.)

& {d) Dibuje la funcién 4 en ¢l rectdngulo de visualizacién
[—1, 1] por [0, 1]. A continuaci6n haga un acercamiento
hasta el punto en que la grifica cruza el ¢je v para estimar
¢l limite de A(x) conforme x se aproxima a 0. Prosiga con el
acercamiento hasta que observe distorsiones en la gréfica
de h. Compare con los resultados del inciso (c).

39. Grafique la funcién f{x) = sen(w/x) del ejemplo 4 en el rec-
téngulo de visidén [~ 1, 1] por{~1, 1] Después efectite varias

2.3

SECCION 2.3 CALCULO DE LIMITES UTILIZANDO LAS LEYES DE LOS LIMITES i 99

veces un acercamiento hacia el origen. Comente el comporta-
miento de esta funcién.

40. En la 1eoria de la relatividad, 1a masa de una particula con
velocidad v es
g

m = mwféﬁ

donde myg es la masa de la particula en reposo y ¢ es la rapidez
de la luz. ;Qué sucede cuando v — ¢™?
[ 41. Estime mediante una gréfica las ecuaciones de todas Ias asintotas
verticales de 1a curva

vy = tan{2 sen x} —TEx s

Luego determine las ecuaciones exactas de estas asintotas.

(a) Use evidencia numérica y grédfica para conjeturar el valor
del limite.

{b) ;Qué tan cerca de 1 tiene que estar x para asegurar gue
1a funcitn del inciso (&) esté dentro de una distancia 0.5
respecto de su limite?

CALCULO DE LIMITES UTILIZANDO LAS LEYES DE LOS LIMITES

En la seccidén 2.2 usé calculadoras y grificas para suponer los valores de los limites, pero
fue claro que esos métodos no siempre conducen a la respuesta correcta. En esta seccidn
aplicard las siguientes propiedades de los limites, conocidas como leyes de los limites, pa-

ra calcularlos.

existen. En tal caso

LEYES DE LOS LIMITES Suponga que c es una constante y que los limites

I lim [£(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
2. lim [f(x) = g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
3. lim [cf(x)] = c lim f(x)

4. lim [f(x)g(x}} = lim f(x) - lim ()

Iim f(x) y  limgx)

]
x—a g(x)

g L0 S

lite g(x)

si lim g(x) ¢ 0

Xrd
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LEY DE LA SUMA
LEY DE LA DIFERENCIA
LEY DE MULTIPLO CONSTANTE

LEY DEL PRODUCTD
LEY DEL COCIENTE

¥

=

FIGURA 1

Estas leyes se pueden expresar en forma verbal como sigue

1. El limite de una suma es la suma de los limites.

2. El limite de una diferencia es la diferencia de los limites.

3. [ limite de una constante multiplicada por una funcién es la constante multiplicada
por ef limite de la funcitn

4, El limite de un producto es el producto de los limites.

5. El limite de un cociente es el cociente de los limites (siempre que el limite del
denominador no sea cero).

Es fAcil creer que estas propiedades son verdaderas. Por ejemplo, si Ff(x) estd cercano a L
y g{x) lo estd de M, resulta razonable concluir que flx) + glx) estd cercano a L + M. Esto da
una base intuitiva para creer que la ley 1 es verdadera. En la seccién 2.4 aparece una defini-
cién precisa de lfmite; Ja cual se utilizard para demostrar esta ley. Las demostraciones de las
leyes restantes se proporcionan en el apéndice F.

EJEMPLO | Use las leyes de los limites y las graficas de fy g de la figura | para evaluar
los limites siguientes, si existen.

@ JinUW+ 5] O M) © Il

SOLUCION
(a) A partir de las graficas de fy g,

lim_ Flxy =1 y lim g{x) = —1

-2 A2

Por o tanto,
lim [flx) + 3g(x)] = Ifm_ fx) + Hm [5g(x)] tpor la ey 1)

= Hmzf(x) + 5 Hmz g(x) (por laley 3)
X X

=1+51)=—4

(b) Observe que lim,-., f(x) = 2. Pero lim,.; g(x) no existe porque los limites por la
izquierda y por la derecha son diferentes:

lim g(x) = —2 lim_glx) = —1

De suerte que 1o es posible usar la ley 4 para el limite deseado. Pero puede usar laley 4
para los limites laterales:

lim {f(g(0)]=2-(=2)=—4  lm [flg)]=2-(-1)= -2

los limites izquierdo y derecho no son iguales, asi lim.—, [f(x)g(x)] no existe.

{c) Las grificas muestran que
lim f (x)=14 y lim glx) =10
Ya que el limite del denominador es 0, no puede aplicar la ley 5. E limite dado no existe

porque el denominador se aproxima a cero en tanto gue el numerador tiende a un ndmero
10 CEro. o
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Si aplica la ley del producto repetidas veces, con g(x) = f{x), obtiene la ley siguiente:

6. Um [ f(x)]" = [lm fF(x)]" en donde #n €5 un entero positivo
X e ph p

Xl

En la aplicacién de estas seis leyes de los Iimites, necesita usar dos limites especiales:

7. lime¢ = ¢ § limx=a

X Rl

Estos limites son evidentes desde un punto de vista intuitivo (establézcalos verbalmente
o dibuje y = ¢ y y = x), pero demostraciones en términos de la definicidn precisa se piden
en los gjercicios de la seccién 2.4

Si en la ley 6 pone ahora f(x} = x y aplica la Ley 8, obtiene otro lfmite especial
ttil.

H

8. lim x" =

Xl

donde # es un entero positivo

Se cumple un limite similar para las raices, como sigue. (En el caso de las raices cua-
dradas la demostracién se delinea en el ejercicio 37 de la seccién 2.4.)

10. lim ¢/x = ¥fa  donde n es un entero positivo

X

(8i n es par, considere que a > 0.)

De modo mds general, tiene la siguiente ley, que es verificada como una consecuencia de
la ley 10 en la seccidn 2.5.

L lm Y = hm flx donde n es un entero positivo

X2

[Si n es par, suponga que lim f (x) > O.]

EJEMPLO 2 Evalde los limites siguientes y justifique cada paso.

, P 2x7 -
(a) 1im (2% — 3x + 4) (b) lim S
x5 x—r=1 5 — 3x

soLucIG

(a) lim {(2x* =~ 3x + 4) = hm (2x%) — hm (3x) + 1:m 4 ipor las leyes 2y D)

x5

=2lmx* — 3 hn} x + lim4 (por la 3)
F=a3 x5
= 2(52) - 3(5) +4 {porlas 9, 8y Ty

=139
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_NEWTON Y LOS LIMITES

Isaac Newton nacit e! dia de Navidad, en
1642, el afio en que muzié Galileo. Cuando
ingrest a {a Universidad de Cambridge, en
1861, ng sabia mucho de matematicas, perc
aprendid con rapidez leyendo a Euclides y
Descartes y asistiendo a las conferencias de
Isaac Barrew. Cambridge se cerrd debido ala
plaga de 1665 y 1666, y Newten regresd a
casa a reflexionar en lo que habia aprentido.
Esos dos afios fueron asombresamente produc-
tivos porgue hize cuatre de sus principales
descubrimientos: 1} su representacitn de
funciones como sumas de series infinitas, in-
cluyendo ef teorama del binomio; 2} su trabajo
sobre el calouto diferencial ¢ integral; 3) sus
leyes del movimiento y fa ley de la gravitacidn
uriversal y 4) sus experimentos del prisma
acerca de la naturaleza de la luz y del color,
Debido & cierto temor a la controversia y a la
critica, se mostré renuente a publicar sus
descubrimientos v no fue siro hasta 1687, a
instancias del astrénomo Haliey, que publicd
Principia Mathematica. En este trabajo, el tra-
tado cientifico més grande jamas escrito, New-
ton expuso su version del calouio v lo uso para
investigar la mecanica, iz dindmica de fluidos
y el movimiente ondulatario, asi como para
explicar el movimiento de los planetas y de los
cometas.

Las inicios del célculo se encuentran en las
operaciones para hallar las dreas y los volime-
nes que realizaron los antiguos eruditos grie-
gos, como Eudoxo y Arquimedes. Aun cuande
los aspectos de la idea de limite se encuentran
implicitos en su “método de agotamiento™,
Eudoxo y Arquimedas nunca formularon expli-
citamente el concepts de Kmite, Def mismo
modo, matematicos coma Cavalieri, Fermat y
Bacrow, los precursores inmediatos de Newton
en €l desarrolio de! calculo, no usaron los limi-
tes. Isaac Newton fue el primero en hablar ex-
plicitamente al respecte. Explico que la idea
principal detrds de los limites es que las canti-
dades "se acercan més que cualquier diferencia
dada”, Newton expresé que el limite era &l
concepio basico del calculo, pere fue tarea de
matemdticos posteriores, come Cauchy, aclarar
sus ideas acerca de los limites,

CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

(b) Empiece con la ley 5, pero su aplicacion sélo se justifica plenamente en la
etapa final, cuando los limites del numerador y del denominador existen, y este
iltimo no es 0.

o2t -1
lim =
X 5 —3x

11’1*1_12 (x> + 2x* — 1)

Ifm (5 — 3x)

e )

{por i ley 5)

ffm x* + 2 Hm_x* — lim_ I
_ a2 x—=2 1>=2 (porlas 1.2y 3)
Hm 5 -3 lim x

s A R, TG, v
= ( 2)5 23(( 22)) 1 tporlas 9, 8y 71
1
=—-— =
13

[Hola] Sif(x) = 2x* — 3x + 4, entonces f(5) = 39. En otras palabras, habria obtenido la
respuesta correcta del ejemplo 2(a) sustituyendo x con 5. De manera andloga, la sustitu-
cion directa da la respuesta correcta en el inciso (b). Las funciones del ejemplo 2 son an
polinomio y una funcién racional, respectivamente y el uso semejante de las leyes de los
limites prueba que la sustitucidn directa siempre funciona para este tipo de funciones (vea
los ejercicios 53 y 54). Este hecho se expresa del modo siguiente:

PROPIEDAD DE SUSTITUCION DIRECTA Sifes un polinomio o una funcién racional
y a estd en el dominio de £, en consecuencia

tim f (x) == fla)

Las funciones con esta propiedad de sustitucidn directa se llaman continuas en a y se
estudian en la seccién 2.5. Sin embargo, no todos los limites se pueden evaluar por sus-
titucidn directa, como los ejemplos siguientes hacen ver. |

¥

=1
EIEMPLO 3 Encuentre lfrrla T

x=>1 X —

000N Sea f{x) = (x* — 1)/(x — 1). No puede hallar el limite al sustituir x == 1 porque
F(1) no estd definido. tampoco puede aplicar la ley del cociente porque el limite del
denominador es 0. En Tugar de ello, necesita algo de dlgebra preliminar. Factorice
el numerador como una diferencia de cuadrados:

(x —1}x+ 1}
x—1

-1

x-1
El numerador y el denominador tienen un factor comiin de x — 1. Cuando toma el limite
a medida que x tiende a 1, tiene x # 1 v, por lo tanto, x — 1 # {}. Por consiguiente, can-
cele el factor comiin y calcule el limite como sigue:
| o x- D+ D
lim = lim
a1l X - f x— x — 1

mlin}(xwh D=14+1=2
El limite de este ejemplo surgid en la seccidn 2.1, cuando tratd de hallar la tangente a la
pardbola y = x* en el punto (1, 1). o

[ H072:| En el ejemplo 3 fue capaz de calcular el limite sustituyendo la funcién dada
f&x) = &7 = 1)/(x — 1) por una funcién mds sencilla, g(x) = x + 1, con el mismo limite.




fix}

FIGURA 2
Las grdficas de las funciones f (del
ejemplo 3) y g {(del ejemplo 4)
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Esto es valido porque f(x) = g(x) excepto cuando x = 1, y al calcular un limite con-
forme x se aproxima a I no se considera qué sucede cuando x es en realidad ignal a 1.
En general tiene el hecho fitil signiente.

Si f(x) = g(x) cuando x # a, entonces lim f {x) = lim g(x), en caso de que exista
el limite. e e

EJEMPLO 4 Encuentre lfn? g(x), donde

) x+1 stx#El
1) =
g T siox =]

S0LUCION En este caso, g estd definida en x = 1y g(1) = @, pero el valor de un limite
cuando x tiende a 1 no depende del valor de la funcién en 1. Como g(x) = x + 1 para
x# 1,

ll'ml glx) = h’ml (x+1)=2 a

Advierta que los valores de las funciones de los ejemplos 3 y 4 son idénticos, excepto
cuando x = 1 (véase la figura 2), de modo que ticnen el mismo limite cuando x tiende a 1.

+ h) —
B EJEMPLO 5 Evalde lim —(3—;)%“2
It 1

SOLUCION Si define
(3+h2—9

F(h) = .

en tal caso, como en el ejemplo 3, no puede calcular lim;—o F(#1) haciendo / = 0, ya que

F(0) no estd definido. Pero si simplifica F(h) algebraicamente, encuentra que

O+ 6h-+h*)—9 6h+h
h h

Fln) = =6+ k

(Recuerde que sélo se considera i # 0 cuando se hace que / tienda a (.) De este modo,

3+4h—9
im EFN T2 e =6 1
B0 h 20
JE+9 -3
EJEMPLO 6 Encuentre h’rré ——;;w—
-

S0LUCIOK No puede aplicar la ley del cociente de inmediato, puesto que el limite del deno-
minador es 0. En ¢l presente caso, el dlgebra preliminar consiste en la racionalizacion del
numerador:

AP+ 9 -3 NPT S =3 P+ 043
lim ————— = lim - .
10 1 10 1 JEEO 43
(#+9 -9 - 1?
m =
R AEr0+3) o (Y2 +9+3)
1 1 1

=1— j— = = e
o S+ 9 +3 m(Z+9)+3 3+3 6
s

Este cdlculo confirma lo que se conjetur6 en el ejemplo 2 de la seccién 2.2. D
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& Segin la figura 3, el resultado del sjemplo 7
parece piausible.

y
y=lx|
0 X
FIGURA 3
Y4
y=l
1] X
-1
FIGURA 4

# Se demuestra en el ejemplo 3 de la seccitn 2.4
que 1M, —.p- /¥ = 0.

Lo mejor para calcular algunos Hmites es hallar en primer lugar los Ifmites por la iz-
quierda y por la derecha. E} teorema signiente €5 un recordatorio de lo que se descubrié en
la seccidn 2.2. Afirma que existe un limite bilateral si y sélo si los dos Ifmites laterales
existen v son iguales.

(1] TEOREMA  lim f(x) =L  siysolosi  lim f(x) = L = lim f(x)

X X

Cuando calculamos un limite lateral aplicamos el hecho de que las Leyes de los Limites
también se cumplen para los limites de este tipo.

EJEMPLO 7 Demuesire que lim | x| = 0.
=0

SOLUCION Recuerde que

{ | X six=0
x| = .
—x s1x<0
Como | x| = x para x > 0, tiene
lim |x| = lim x =0
x—0* x—0*
Para x < 0, tiene | x| = —x y, por consiguiente,
Hm [x| = lim (—x) =0
x—0" x=0"
En consecuencia, por el teorema 1,
lim |x| =0 =
x=={

X
B2 £jEMPLO 8 Compruebe que 1fIT(1) — no existe.
X X

. X X
SOLUCION Ifm BEIN lm — = lim 1 = 1
x-Qt X x—=0% X YO+
X X
tim 5L = g 2 = Hm (~1) = —1
x—0 X x-a0" X x =07

Comeo los limites por Ia derecha y por la izquierda son diferentes, por el teorema 1
se concluye que lim,—o | x|/x no existe. La figura 4 muestra la gréfica de la funcién
Fx) = |x|/x y apoya los limites laterales que encontré. o1

EJEMPLO 9 Si

f(x)m{\/x—ﬂf six>4

8- 2x slx<4
determine si existe lim,—.s f{x).

SOLUCION Puesto que f{x) = +/x — 4 para x > 4, tiene

lm f(x) = lim Vx =4 =4 =4=0
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¥4 : Puesto que f(x) = 8§ — 2x para x < 4, tiene

Hmf(x)=}f?k(8w2x)=8-2-4=0

x=4"

¢ 4 ¥ Los limites del lado derecho y del lado izquierdo son iguales. Por lo tanto, el Hmite existe y
FIGURAS h’nlf(x) =0
La grifica de f se ilustra en la figura 5. 0
« Otras exprasiones para ] son [x] y Lx). A EJEMPLO 10 La funcién entero méximo se define como [[x] = el entero mds grande
fa funcidn entero maximo algunas veces s |2 que es menor o igual que x. (Por ejemplo, [4] = 4, [4.8] = 4, [#] = 3, [vV2] =1,
flama f2 funcidn piso [[—%]] = —1.) Demuestre que lim,—s [x] no existe.
¥ . . y
gl soLUCION En la figura 6 se muestra la gréfica de la funcién entero maximo. Puesto que
[x] = 3 para 3 < x < 4, tiene
3 =+ [ )
21 — r=l 1fm [x} = tim 3 =3
1- x—3 a3t
ol 2 3 P Dado que [[x] = 2 para 2 < x < 3, tiene
— 7T lim[x]=lim2=2
P o
FIGURA G

En virtud de que estos limites unilaterales no son iguales, por el teorema 1, 1im, .3 [x]
10 existe. 7

Funcién maximo entero

En los dos teoremas siguientes se dan dos propiedades adicionales de los lfmites. Sus
demostraciones se proporcionan en el apéndice F. .

[Z} TEOREMA Sif(x) =< glx), cuando x estd cerca de a (excepto posiblemente en
a), y los limites de fy g existen cuando x tiende a a, por lo tanto

Hm flx) = Iir;l gl{x)

A—a X

(3] TEOREMA DE LA COMPRESION Sif(x) = g{x) = h(x), cuando x estd cerca de a
(excepto quizd en a) y

lim f(x) = #m h(x) = L

P Sl 3 X—d

en tal caso limglx) =L

X==>q

En la figura 7 se ilustra el teorema de la compresion, a veces conocido como teorema
del emparedado o del apretén. Afirma que si g(x) se comprime entre f(x} y h(x), cerca de
a,y si fy h tienen el mismo limite L en &, por lo tanto es forzoso que g tenga el Misnmo
FIGURA 7 limite L en a

[ ST
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EJEMPLO 11 Demuestre que lim x?sen

I
=0,

X

s0LUCi08 En primer fugar, note que no puede aplicar

¥

AN
/\\.
v
0

ey o 1
lim x° - lim sen —
X x— 0 r—0 X

T 1
lim x”sen —
x—rf)

porgue lim,—. sen(1/x) no existe (véase el ejemplo 4, en la seccién 2.2). Sin embargo,

como
i
—] =sen— =1
x
tiene, como se ilustra mediante la figura 8,
2 1 2
—X° = xsen— = x°
X
Sabe que
limx* =0 y lim(—x*) =10
x—=0 x ()

FIGURA 8
¥ = x"sen(l/x)

Al tomar f{x)
obtiene

2.3 | EJERCICIOS

—x%, glx) = x¥ sen (1/x) y i(x) = x* en ¢l teorema de la compresidn,

. l
Hm x~sen —
x=x(} X

=

1. Dado que
lim flx) = 4 lim gly) = 2 ].fn} Mxy=0

encuentre los Hmites que existan. Si el Hmite no existe,
expligue por qué.

(a) Tim [£(x) + 39(x)] (b) 1im [g()]’

(©) lim F® @ 1 YO
T =2 g{x)
© tin 4 © tig S0

fl®)

2. Se dan las grificas de fy g. Uselas para evaluar cada limite, si

existe. Si el limite no existe, explique por qué.

y T
A % y=gix) ¥~

¥=fix)
1

1 X G 1 X

|

(b) lim [f(x) + g(x)]

(@) lim [£(x) + g(x)]

(d) lim S
st g(x)

@ tim V3 ¥ 700

(e) 1im [ £(x)g(x)}
() lim [v'f()]

39 Bvalte el limite y justifique cada etapa indicando la(s) ley(es}
de los limites apropiadafs).

3. lim 3P+ 2x¥—x+ 1)

x—e=2

Ll 2+ 1
L L e
=247+ Gy — 4

50 1m (1 + )2 — 657 + 1)

(

li_rgi_ V16— x2

6. lim (1 + 17(r + 37

7. lim 1 -+ 3x
Nim——————
1+ 4x? + 3

x—+

Iim u+ 3u + 6
feml

10. (a) ;Qué estd incorrecto en la ecuacion siguiente?

X*+x—6

T =x+3




(b) En vista del inciso (a), explique por qué la ecuacion

X +tx—6 ,
lim—————— = lim (x + 3)
Xor X 2 x—2

es correcta.

11-30 Bvalde el limite, si existe.

i ta—6 T x*+5x 44
N lim =75 e P 3y -4
L oxt—x+0 ) x* = dx
13. Elnn% r—2 1. 11111 =3y —4
. -9 - 3 Xt —4x
JERLTanrnE 16. lim
4+ hF - 16 ot X1
7. i AR 16 8. tim S
B it =1 oy — 1
ox+2 2+ n -8
_. jgz—]z x4+ 8 20. 1151{1) i
99— ' NI Fh =
2t ?1}2 3 21, %131‘1) h
x+2-3 2+ 2+
23, 1fm Y 2%, lim
= x— 7 R S |
i 1
Ty 1 1
25. lim - 26. lim (— - — )
vt 4+ x =0\ f Tt
4= 3+ a7 =37
97. Tim _mm\& 2. 1im 21
seei 161 = x° frny I
1 i Jr+9 -5
0 limy——— — — 30. lim a -
=0 \ 31+t t x—ed x+ 4

%4 31. (a) Estime el valor de
17 E S—
s o1 4+ 3 — 1§
dibujando la funcién f{x) = T+ 3 — 1).
el valor del limite.

correcta.

£ 32. (a) Use una grifica de

V3t x—43
f(r‘c)=“""""*”““‘“_‘_

decimaies.
cuatro cifras decimales.

del limite.

{b) Haga una tabla de valores de f(x) para x cerca de 0 e intente

{c) Use las leyes de los lirnites para probar que su conjetura es

para estimar el valor de lim,.q f{x} hasta dos cifras
{b) Use una tabla de valores de f(x) para estimar e! Hmite hasta

(c) Utilice las leyes de los limites para hallar el valor exacto

) 23 Aplique el teorema de ta compresién para demostrar que
1fm o 2° cos 207rx = . Hustre dibujando las funciones
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Flx) = —x% glx) = &% cos 20 y ii{x) = &% en Ia misma
pantalla.

34. Aplique el teorema de la compresion para demostrar que

3 T
fm+/x? + x2sen— =0
2ma0 x

Tlustre dibujando las funciones f, g y /# (en la notacion de ese
teorema) en la misma pantaila.

Sidy — 9= f(x) < x* ~ dx+ 7 parax = 0, haliarel
lim . fx).
36, Si2x =< g(x) = x* — x* + 2 para toda x, valorar el
lim,-.; g(x).
2
37. Demuestre que ifn[} xteos—= 0.

38. Demuestre que lim Vx e i =0,

39-44 Determine el ifmite, si acaso existe. Si el Himite no existe ex-
plique la razén.

' 2+ 12

B tim (2 + 5 = 3)) 40, _[11@6-I;+—6|
’ 2x =~ 1 4 2 - x|

at. thmus- 20 = ] (_4_2.- _,.1_131}; >+ 1

- 1 1 1 i
A3 lim | — — — L lm——
o0\ x | x} B | x|

45, La funcion signum o signo se denota mediante sgn y se define

como
-1 six<0
sgn x = 0 six=0
I six>0

(a) Trace la grifica de esta funcidn.
(b) Calcule cada une de los limites siguientes o explique por
qué no existe.
(i) 11‘;101" sgn x (i1) .lirgn_ sgnx
(iii) lim sgn x (iv) lim {sgn x|

46. Sea
45 six=2
flx) = {

x=1 s x>2

{a) Determine lim,_.>- f{x) y Ho—or fx).
(b) ;Existe lim,—.» f(x)?
(c) Trace la grifica de f.

47. Sea F(x) = f.——ll]m
X -

{a) Encuentre
(i) 11':'{1 F(x) (ii} ]qu_ Flx)
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(b} ¢Existe l{im . F{x)?
(c) Trace la grifica de F.

48. Sea

x six<|1

3 six==1
2—x sil<x=2
x—3 six>2

glx) =

(a) Evalie cada uno de los limites siguientes, si es que existe.

(i) lim g{x) (if) lim g(x) (i) ¢(1)

{iv) E»}"ry“ glx) (V) l_fg‘s‘g(f\‘) (vi) 1imtgg(x)

{b) Trace la grafica de g.

[46.] () Si el simbolo | | denota la funcién entero méximo definida
en el ejemplo 10, evakie

M lim I G im

X

(iii) 11’1:114 [x]
(b) Si n es un entero, evalie

(i) Lm [x] (i) lim [x]
(c) ;Para cudles valores de a existe lim,—, [x]?

50

Sea f(x} = [cosaf, ~w=<x =<
{a) Trace la gréfica de f
(b) Evakie cada limite, si es gue existe.

(i) lim f(x) (ii) ﬂl{fnfg)_ flx)
(iir) w}(fl}"g)J{x) {iv) Eﬂ},f{x)

{c) ;Para cudles valores de a existe Hm. ., f{x)?

5L Siflx) =[x + [~x], demuestre que lim,_.» f{x} existe pero no
es igual a f(2).

52. En la teoria de la relatividad, la férmula de la contraccion de
Lorentz

L= LT o7

expresa la longitud L de un objeto come funcién de su velo-
cidad v respecto a un observador, donde Lo es la longitud
del objeto en reposo y ¢ es la rapidez de la luz. Encuentre
iimy—..~ L ¢ interprete el resultado. ;Por qué se necesita un
iimite por la izquierda?

53. Si p es un polinomio, demuestre que limy-.. p(x) = pla).

54. Si r es una funcidn racional, aplique ¢l resultado del gjercicio 53
para demostrar que 1fm ., #{x} = r(a), para todo niimero « en
el dominio de r.

55. Si 1@% = 10, hallar lim /(x).
56. Si 11’113 f('? == 5 hallar los limites que siguen.
B X
() Hm flx) (b) ll’mM
x—=0 x—0 X

57. Si
x? si xesracional
f(x) = , .
(0 si xesirracional

demuestre que lim, .o f(x) = 0.

58, Muestre por medio de un ejemplo que Ifm.—.. [f(x) + g{x}]
puede existir aunque no existan ni 1my.., f{x} ni lim.—.. g(x).

59. Muestre por medio de un gjemplo que lim.—.. [f(x)g(+)] puede
existir aunque no existan ni limy.., f{x) ni lim,_., g(x).

Jo—x—2
60. Evalie FP]: TJT%-?

[61) (Hay un ndmero « tal gue

AP taxr+a+3
r—-r x4 x—2

exista? Si es asi, encuentre los valores de a y del limite.

62, En la figura se muestra un circulo fijo € con ecuacién
{x — 1)* + y* = | y un circulo C: que se contrae, con radio r
y centro en el origen. P es el punto {0, #), Q es el punto
superior de interseccién de los dos circulos y R es ¢l punto
de interseccion de la recta PQ y el eje x. ;Qué le sucede a R
al contraerse Cs; es decir, cuando »r — 077
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DEFINICION EXACTA DE UN LIMITE

@ Eluso de la ietra griega & (delta) ya es una

costumbre en esta situacion.

La definicién intuitiva de un limite que se presenta en la seccidn 2.2 es inaceptable en
algunos casos porque son vagas frases como “x se acerca a 27 y “f(x} se acerca mas y
mds a L”. Con objeto de ser capaz de demostrar en forma concluyente que

X X

Ccos S5x ;
tim (f + ") —=0.0001 obien  lm—mt =

tiene que definir un limite en forma precisa.
Para impulsar la definicién precisa de un Ifmite considere la funcién

2x—1 st x##3
f(l)”{ﬁ si x=3

De manera intuitiva es evidente que cuando x se acerca a 3 pero x # 3, en tal caso f(x) estd
cerca de 5 y asf lim,—.; f{x) = 5.

Con el fin de obtener mds detalles con respecto a cémo varfa f{(x) cuando x se acerca a
3, se plantean las cuestiones siguientes:

;Qué tan cerca de 3 tiene que estar x para que f{x) difiera de 5 en menos de 0.17

La distancia de x a 3 es |x — 3| y la distancia desde f(x) a 5 es | f(x) — 5|, de modo que el
problema es encontrar un niimero S tal que

|flxy — 5] < 0.1 si [x—3]<8 perox#3

Si|x — 3] >0, por lo tanto x # 3, de modo que una formulacién equivalente del problema
es determinar un ndmero & tal que

[fx) ~5]<01 si O0<|x—3|<é
Observe que si 0 < |x — 31 < (0.1)/2 = 0.05, entonces
) ~ 5] =|@x— 1) — 5| =|2x— 6| =2x — 3| < 0.1

es decir, [flxy =5/ <01 si 0<|x—3]|<0.05

De este modo, una respuesta al problema lo da 6 = 0.05; es decir, si x estd dentro de una
distancia de 0.05 desde 3, después f(x) estard dentro de una distancia de 0.1 desde 5.

Si cambia la cantidad 0.1 del problema por una cantidad menor 0.01, luego de aplicar
el mismo método se encuentra que f(x) diferird de 5 por menos de 0.01 siempre que x di-
fiera de 3 en menos de (0.01)/2 = 0.005:

|A(x) — 5| <0.01 si 0<|x—3}<0.005
De manera igual,
[f0) =51 <0001 si  0<]|x—3]<0.0005
I.as cantidades 0.1, 0.0} y 0.001 consideradas como telerancias de error que podria permi-

tir. Para que 5 sea el lfmite exacto de f(x) cuando x tiende a 3, tiene no sélo que ser capaz
de llevar 1a diferencia entre f(x} v 5 por abajo de cada una de estas tres cantidades; tiene que
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e |
v
f(\:) S+eg
estd 3
aqui 1 5.,
. 0 /4 3 ;\
3-8 348
cuando x estd aqui
(r#3)
FIGURA 1

conservar abajo a cualquier mimero positivo, Y de acuerdo con el mismo razonamiento
iclaro que es posible! Si escribe £ (la Jetra griega épsilon) para que represente un nlimero
positivo arbitrario, después se encuentra al igual que antes que '

m lfx) = 5| <e i O<Ex—3i<8=—2—
Fsta es una forma exacta de decir que f{x) esta cerca de 3 cuando x se acerca a 3 porgue -
(1) establece que es posible hacer que los valores de f{x) queden dentro de una distancia
arbitraria & a partir de 5 conservando los valores de x dentro de una distancia /2 a partir
de 3 (pero x # 3).

Observe que otra forma de (1) es:

i 3-86<x<3+86 (x#3) entalcaso S—e<flx)<5+e

lo cual se ilustra en la figura I. Al hacer que los valores de x (# 3) queden en &l inter-
valo (3 — 8, 3 + §) es posible hacer que los valores de f(x) se ubiquen en el intervalo
{(5—e 5+ g

Si utiliza (1) como modelo da una definicién exacta de un limite.

[Z] DEFINICION Sea funa funcidn definida en algiin intervalo abierto que contiene
el ndmero a, excepto posiblemente en & misma. En consecuencia puede decir que
el imite de f(x} cuando x tiende a a es L, y escriba

Iimf(x) =1L

Raed ()
si para todo nimero & > ( hay un nimero & > ( tal que

si 0<|r—al<8 entalcaso |flx)—L|<e

Puesto que | x — ] es la distancia desde x hasta a y | f(x) — L] es la distancia desde f{x)
hasta L y como & puede ser arbitrariamente pequefio, la definicién de un limite se puede
expresar en palabras como se indica a continnacién:

lim e f(x) = L quiere decir que la distancia entre f(x) y L puede hacerse pequeiia en forma
arbitraria al hacer que Ia distancia desde x hasta ¢ sea suficientemente peguefia (pero no 0).

Otra posibilidad es

ifm ., f{x) = L significa que los valores de f(x) pueden ser tan cercanos como guieraa L
al hacer que x se acerque lo suficiente a a {pero que no sea igual a a).

Asimismo, puede replantear la definicién 2 en términos de intervalos si observa que la de-
sigualdad |x — @] < S equivale a —8 << x — a < &, que a su vez se puede escribir como
@ — 8<x<a+ 8 También 0 < [x — a| es verdadera si y s6lo si x — a # 0 es decir,
x # a. De manera similar, la desigualdad |f(x} — L! < & equivale al par de desigualdades
L — 8 < f(x) < L + &. Por lo tanto, en términos de intervalos, la definicion 2 se puede
plantear como sigue:

lim—, f{x) = L quiere decir que para todo £ > 0 (sin que importe lo pequefio que sea g)
puede encontrar una 8 > 0 tal que si x estd en el intervalo ablerto (& — 8, a + 8 yx # a,
por lo tanto f(x) queda en el intervalo ablerto (L — &. L + &).

La interpretacién geométrica de este enunciado se consigue representando una funcién
mediante un diagrama de flechas como en la figura 2, donde f mapea un subconjunto de R
en otro subconjunto de R.
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FIGURA 2 X a fie fly

La definicién de limite establece que si cualquier intervalo pequefio (L — s, L + &)
estd alrededor de L., en seguida es posible encontrar un intervalo (¢ — 8, @ + &) alrededor
de a tal que f mapea todos los puntos en {¢ — 8, @ + &) (excepto quizd «) en el intervalo
(L — &, L + g). Véase figura 3.

[ !
Y

FIGURA 3 (-85 @ a+8 L-s L Lie

Otra interpretacién geométrica de los limites se puede hacer en términos de la grd-
fica de la funcién. Si se tiene & > 0 después trace las rectas horizontales
y=L+eyy=L— gy lagrifica de f (véase figura 4). Si lim ., f{x) = L, por lo
tanto puede encontrar un nimero & > @ tal que si restringe a x a que quede en el interva-
lo(a— 8, a+ 8 yhace x  «, en seguida la curva y = f{x) estd entre las rectas y = L — &
y y =L + &. (Véase figura 5.) Usted puede ver que si se ha encontrado tal 8 en tal caso
cualquier & mis pequefia también funcionaré.

Es importante darse cuenta que el proceso ilustrado en las figuras 4 y 5 debe funcionar
para todo niimero positivo & sin que importe qué tan pequefio sea. En la figura 6 se ilustra
que si se elige un & mds pequeiio, en seguida se podria requerir una & mds pequenta.

¥ ¥ ¥
v=fix)
e L+
= [, + =]
I i L fix) /—'}s‘ yhre L N y=Lts  /
L JE__.._-__ ————————— estzi’(-L-}—*; e ) et | el
y=L—¢g agui i - / : y=L—g
L—¢g
0 a x 0 / (, \ X 0 / ; \ X
a-8 a+d a—48§ a+d
cuando x estd aqai
(x# a)
FIGURA 4 FIGURA 5 FIGURA 6
EJEMPLO [ Utilice una gréfica para encontrar un ndmero 8 tal que
15 si Jx—1|<8& porlotanto (' —=5x+6)—2[<02
{ !
| % En otras palabras, encuentre un nimero & que corresponda a £ = 0.2 en la definicién de
un limite para la funcién f(x) = x> — 5x + 6endonde a = 1 y L = 2.
s0LUCIGN Una gréfica de fse presenta en la figura 7; estd interesado en la region cerca-
et 3 - .
V na al punto (1, 2). Observe que puede volver a escribir la desigualdad
-5 [(x' = 5x+6) — 2] <02

FIGURA 7

cOmo 18<y—5x+6<22
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bz i

2.3

y=2.2
y=x3— 33+ 6
y=18

08"

1.7
FIGURA 8

También, necesita establecer los valores de x para los cuales lacurvay = x* — 5x + 6
se sita entre las horizontales y = 1.8 y ¥ == 2.2, Por lo tanto, grafique las curvas
y=x —5x+6,y=18yy=22cercadel punto (1, 2} en la figura 8. Luego utilice el
cursor para estimar que la coordenada x del punto donde se cortan larectay =22y
la curva y = x> — 5x + 6 estd por 0.911. De igual manera, y = x° — 5x + 6 corta la
recta y = 1.8 cuando x = 1.124. De este modo, al redondear para estar seguro, puede
decir que

si 092<x<1.12  enseguida 1.8<xX —-Sx+6<22

Este intervalo (0.92, 1.12) no es simétrico con respecto a x = 1. La distancia desde x = 1
hasta el extremo izquierdo es 1 — 0.92 = 0.08 y la distancia hasta el extremo derecho es
0.12. Puede escoger 8 para que sea la mds pequefia de estos nimeros, es decir, § = 0.08.
Luego puede reescribir las desigualdades en términos de distancias como sigue:

s Jx—1]<008 después |(x~5x+6)—2]<02

Esto dice justamente que al mantener a x dentro del 0.08 de 1, es capaz de conservar a f(x)
dentro de 0.2 de 2. f(x)

Aungue elija § = 0.08, cualquier valor positivo més pequefio de § ademds habria
funcionado. 1

El procedimiento grafico del ejemplo 1 ilustra la definicién para & = (.2, pero no demues-
tra que ¢l limite es igual a 2. Una demostracién tiene que proporcionar una & para cada .

Para mejorar los enunciados de Ifmite seria itil pensar en la definicién de limite como
un desafio. Primero lo retan con un nimero ¢. Después usted debe ser capaz de obtener una
5 adecuada. Debe ser capaz de hacerlo para foda & > 0, no sélo para una ¢ en particular.

Considere una contienda entre dos personas A y B, piense que usted es B. La persona
A estipula que se debe aproximar al niimero fijo L por medio de valores de f(x) dentro de
un grado de exactitud & (por ejemplo 0.01). Por lo tanto, 1a persona B responde determi-
nando un mimero & tal que 0 < |x — a} < & siempre que |f(x) — L| < &. Luego A podria
volverse mds exigente y desaflar a B con un valor mdés pequefio de &, por ejemnplo, 0.0001.
Una vez mds, B tiene que responder encontrando una & correspondiente. Por lo regular, a
medida que el valor de & es mds pequefio, es menor el correspondiente valor de 8. Si B
siempre gana, sin importar qué tan pequefio haga A a g, en seguida lim,—., f{x) = L.

&% EJEMPLO 2 Demuestre que hng d4x -5 =17

SOLUCEON
1. Andlisis preliminar del problema {adivinar un valor de 8). Sea & un niimero
positivo dado. Quiere encontrar un nimero & tal que

si 0<|x—3|<é8 porlotanto |(4x—35)—7|<e
Pero | (4x — 5) — 7| = |4x — 12| = [4(x — 3}| = 4|x — 3|. Por lo tanto, quiere
sio 0<ix—3|<8 entalcaso 4x—3|<e

L

es decir, si. 0<|x—3|<8 enconsecuencia |x—3|< ,

Esto hace pénsar que debe escoger § = g/4.
2. Comprobacion (presentacion de que esta 8 funciona). Dado & > 0, elija = g/4.

Si0<|x—3]<§, después

|(4x—5)—7|=|4x—121=4|x—3|<48=4(%)=8



y=dy~3

Ti=———
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FIGURA 9

[CAUCHY Y LOS LIMITES

Después de la invencion del calcule infinitesina
en el siglo xvi, siguié un periode de Ere desa-
rrollo de esta materia en el siglo xvii, Mateméti-
cos como los hermancs Bemoulli y Euler estaban
ansiosas por explotar ef poder del calcule y
axploraron con audacia las cansecuencias de
esta nuava vy maravillosa tecria matematica sin
preacuparse muche por si las demostracionas
gran correctas del todo.

En cambio, el sigio xix fue la Epoca del Rigor
en la matemética. Hubo un movimiento para
volver a los fundamentos de la materia —para
proporcionar definiciones cuidadosas y demos-
traciones. A la vanguardia de este movimiento
se encontraba el matematico francés Augustin-
Louis Caechy {1789-1857), quien fue primero
ingeniero militar antes de convertirse en profe-
sor de matematicas en Parfs. Cauchy tomé 2
idea de limite de Newton, idea que el matemati-
co francés Jean d'Alembert habia mantenido viva
en el siglo xvin v la hizo mas exacta. Su defini-
cion de limite era: “Cuando los valores sucesivos
atribuidos a una variabie se aproximan indefini-
damente a un valor fijo para terminar diferen-
cidndose de éste por tan pacs Como Uno quiere,
esto se llama /imite de todos los ¢tros.” Pero
cuando Cauchy aplicaba esta definicion en
sjemplos y demostraciones utilizaba a menudo
desiguakiades delta-épsilon similares a las de
esta seccion. Una demostracion representativa
de Cauchy inicia con; "Dendtese mediante 8y
dos niimeros muy pequedios; . . ." Utitizaba £ de-
bide a la correspondencia entre épsifon y la
palabra francesa erreur. Posteriormente, ef ma-
tematico aleman Karl Weierstrass (1815-1837)
establecid fa definicién de un limite exactameants
como en la definicidn de este texto.
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Por esto,
si 0<|x—3|<8 porconsiguiente [(4x—35)—7|<e
Por lo tanto, de acuerdo con la definicién de 1imite,
11’11‘31 {4x ~5) =17
Este ejemnplo se ilustra en la figura 9, |

Observe que en la solucién del ejemplo 2 hay dos etapas: adivinar y ensayar. Efectud un
andlisis preliminar que posibilité suponer un valor de 8. Pero luego, en fa segunda etapa, tu-
vo que regresar y comprobar en forma cuidadosa y 16gica que dio una opinién correcta. Es-
te procedimicnto es caracteristico de gran parte de la matemética. Algunas veces se necesita
hacer primero una conjetura inteligente con respecto a la respuesta de un problema y luego
demostrar que la suposicion es correcta.

Las definiciones intuitivas de limites unilaterales que se presentan en la seccién 2.2 se
pueden reformular exactamente como se seflala a continuacion

DEFINICION DE LIMITE 1ZQUIERDO

im f(x) =L

Rt (i
si para todo nimero € > 0 hay un nimero & > ( tal que

si a—8<x<a entalcaso |fx)—L|<e

DEFINICION DE LiMITE DERECHO

lim f{x) = L

x—rat
si para todo nimero & > 0 hay un nimero & > 0 tal que

si a<x<a+é& porlotanto |fx)—L|<e

Observe que la definicién 3 es la misma que la definicidn 2 salvo que x estéd restrin-
gida a estar en la mitad izquierda (@ — 8, a) del intervalo (¢ — &, a + 8). En la defini-
cién 4, x tiene que estar en la mitad derecha (a, a + &) del intervalo
{a— 6,a+ 8.

52 EJEMPLO 3 Mediante la definicién 4 demuestre que hr}]l Jx=0.
soLUCION

1. Adivinar un valor de 8. Sea & un ntimero positive dado. Aquia =0y L =10, de
modo que busca un ndmero & tal que

si 0<x<38 entonces |Jx-0]<e

es decir, si O0<x<é& luego entonces Vi<e
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o bien, al elevar al cuadrado ambos lados de la desigualdad V/x < &, obtiene
sio 0<x<§ oporlotanto x< g

Esto Hleva a pensar que debe elegir 8 = &°.

2. Demostracion de que si trabaja esta 8. Dado & > 0, sea 8 = &°. 8i 0 << x < 8, des-

pués
Vi< o= 1el=¢
demodc;que IWr—0l<e
De acuerdo con la definicién 4, esto demuestra que lim,—.g Vx = 0, O

EJEMPLO 4 Demuestre que lim x* = 9.

x—>3

SOLUCIGN
1. Adivinar un valor de 8. Estd dado g > 0. Debe encontrar un nimero & > 0
tal que

sio 0<|x—3|<8 entalcaso [x—9]|<e

Para relacionar | x* — 9] con |x = 31 escriba |x* — 9] = | (x + 3)(x — 3)|. Luego

quiere
sio 0<ix—3]<8 entonces |x+3||x—3I<e

Observe que si puede encontrar una constante positiva C tal que |x -+ 3| < C, después
Cdx+ 3] x =3 < Clx - 3

y puede hacer C|x — 3] < & tomando |x — 3| < &/C = 8.

Puede determinar tal ndmero C si restringe a x a quedar en un intervalo con centro en
3. En efecto, puesto que estd interesado sdlo en valores de x que estén cercanos a 3, s ra-
zonable suponer gue x estd a una distancia I desde 3, es decir, | x — 3| < 1. Por lo tanto
2<x<4, demodoque’s < x+3<7 Asi,|x+ 3| <7, yporesoC=7esunaelec-
cién aceptable para la constante.

Pero ahora ya hay dos restricciones en | x — 3|, a saber

& &

x -3 < r—3]<
pe3i<t oy lem3leg=t

Para tener la certeza de que ambas desigualdades se cumplen, haga que & sea la més
pequefia de los dos ndmeros 1 y £/7. La notacién para esto es 8§ = min{l, &/7}.

2. Demostracion de que esta § funciona. Dado & > 0, sea § = min{l, &/7}. S10 <
|x—3|<8entalcaso|x — 3| < 1= 2<x<4=|x+ 3] <7 (comoenlaparte 1).
También tiene que | x — 3| < &/7, de modo que

. £
]x‘w9|mix+3|ix_3|<7-7=a
Esto demuestra que lim,..; x° = 9. 0
Como se observa en el ejemplo 4, no siempre es ficil demostrar que son verdaderos

los enunciados de limite usando la definicién &, 8. En efecto, si tiene una funcidén més
complicada como f{x) = (62" — 8x + 9)/(2x* — 1), una demostracién requeriria una gran




= Desigualdad triangular
|a + bis]al+|b|

{Véase apéndice A}
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cantidad de ingenio. Por fortuna esto es innecesario porque las leyes de los limites es-
tablecidas en la seccidén 2.3 se demuestran usando la definicidn 2 y luego los limites de
funciones complicadas se pueden determinar en forma rigurosa a partir de las leyes de los
limites sin recurrir directamente a la definicidn.

Por ejemplo la ley de la suma: si existen tanto lim ... Flx) = L como lim,q glx) = M
en tal caso

ifm [f(x) + gx)]=L+ M
Las leyes restantes se demuestran en los ejercicios y en el apéndice F.

DEMOSTRACION DE LA LEY DE LA SUMA Se proporciona £ > 0. Eis necesario determinar
8 > 0 tal que

sio 0<|x—al<8& entonces (f(x)+glx)—(L+M|<e

Si usa la desigualdad triangular puede escribir

5] | F) + gla) = (L + M) = [ (f(x) — L) + (g(x} = M)
= [flx) = L] + [glx) ~ M|

Haga que |f(x) + g(x) — (L + M) | sea menor que & dejando que los términos
|f() — L]y |g(x) — M| sean menores que &/2.

Puesto que &/2 > 0y lim.—, f(x) = L, existe un nimero & > 0 tal que

si 0<|x—al<§ entonces |f(x)—Li<

| »

De manera similar, puesto que Ifm.., g(x} = M, existe un ndmero &; > 0 tal que

si 0<|x—al<8 enonces |glx)— M| <-g-
Sea & = min{8,. 8:}. Observe que

si 0<|x—a|<8 emonces O0<|x—al<& y O<|r—a|l<&

de modo que | flx) — L] < y  Jglo —M|< —:—

3| m

Por lo tanto, de acuerdo con {5)
|F(x) + g} — (L + MY = [ f0) — L]+ |glx) — M|

< + =g

£
2

r2 | @

Para resumir,
si 0<|x—al<8 luegoentonces |f(x)+glx) —(L+M)|<e
De esta manera, segdn a definicién de un limite,

Hm [f(x) + gl)] =L+ M =]

X4
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LIMITES INFINITOS

Los limites infinitos también se pueden definir de manera exacta, La que sigue es una ver-
sién exacta de la definicién 4 de la seccion 2.2,

DEFINICION Sea funa funcidn definida en algiin intervalo abierto que contiene
el nimero @, excepto tal vez en @ misma. Por lo tanto,

lim f(x) = oo

x>t

¥y quiere decir que para todo niimero positivo M hay un nimero positivo § tal que

si 0<|x—a|<8 enconsecuencia f(x) > M

Esto establece que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente grandes (mds
grandes que cualquier nimero dado M) al acercar x lo suficiente a ¢ (a una distancia
8, donde & depende de M, pero x 3 ). Una representdcién geométrica se ilustra en la

=
e e e e e

3 ¥,

0 /e R figura 10. .
a=8 atd Dada una linea horizontal v = M, puede hallar un nimero § > 0 tal que si restringe
FIGURA 10 a que x se sitiie en el intervalo {a — 8, a + &) donde x ¥ a, en tal caso lacurva y = Jx)

queda por arriba de la recta y = M. Se puede ver si escoge una M mds grande, en con-
secuencia se requeriria una d més pequefia.

e

1
23 EJEMPLC 5 Aplique la definicion 6 para demaostrar gue ]1‘:1(1) — =,
x—0 x°

SOLUCIGH Sea M un nimero positivo determinado. Busca un nimero & tal que
si 0<lx|<8& entonces I/X¥>M

1 1 1
P —>M e —— S —
€ro e pe— X v — Lx| =

También si elige § = 1//M y0 < |x| < &= 1//M, entonces 1/»* > M. Esto demuestra

que 1/x* — % cuando x — 0. o
¥ La que sigue es una versién exacta de la definicién 5 de la seccién 2.2. Se ilustra en la
figura 11.
a—8§ a+é
e/
0 i x DEFINICION Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene el
a namero a, excepto posiblemente para a misma. Entonces
T
Hm f{x) = —ce
FIGURA 11
quiere decir que para todo nimero negativo N hay un nimero positivo & tal que
si 0<|x—a|<8 entonces flx)<N
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E EJERCICIOS

1. Utilice la grifica dada de f{x) = 1/x para calcular un ndimero

& tal que

si lx—2)<8 < 0.2

1
en seguida ‘— - 05
X

¥
1

iT Y=
0.7
05f————— =
0.3 :

!
0 10 2 10 X
3

2. Utilice 1a grifica dada de f para determinar un ndmero
8 tal que

si 0<|x—5]<& enconsecuencia |[f(x} — 3| < 0.6
y

3.6

2.4

LI Y R

5 3 7 X

@ Mediante la grifica dada de f(x) = +/x hallar un ntimero
dtal que

si |x—4{<8 porlotanto |x — 2| <04

y=vx

o
~3
¥ N R
~2
-

4. Con la gréfica dada de f(x) = x? encuentre un nimero
8 tal que

si Jx—1]<8 después |x*—1|<3

il
14

iz
E]

A

{hl
LK

5.

a.

7.

11.

y
1.5 yE
l+————————— /
|
0.5 !
%
0 ) 1 9 X

Por medio de una gréfica determine un niimero 8 tal que

s

w
x—zl <& entonces |tanx — 1]<0.2

Con la ayuda de una grifica determine un nimero § tal que

si jx~—1]<8 entonces -04| <01

44
Para el limite

m{d +x~3x) =2

x+i

ilustre la definicién 2 calculando valores de 8 gue correspon-
denae=1lye= 0.l

. Para el limite

ilustre la definicion 2 determinando valores de 8 que corres-
pondenae= 035ye= 0.1

Teniendo en cuenta que el 1im . tan®x = o, explicar
iz definicién 6 hallando valores de § que corresponda
(a) M = 1000y (b) M = 10 000.

. Utilice una gréfica para hallar un nimero 8 tal que

9

entonces N > 100
=5

Se requiere un tornero para fabricar un disco circular de metal
cuya drea sea de 1 000 cm®.
(a) ;Qué radio produce dicho disco?
(b) Si al tornero se le permite una tolerancia de esror de
=5 cm’ en el drea del disco, ;qué tan cercano al radio
ideal del inciso {a) debe el tornero controlar el radio?
(c) Segiin la definicidn g, 8 de limy., f(x} = L. ;qué es x7
(Qué es f(x)? ;Qué es a? ;Qué es L? ;Qué valor de
£ se da? ;Cudl es el valor correspondiente de 87

si S5<x<5+8
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12. Se utiliza un horno de crecimiento de cristales en Ja investiga-

citn para determinar cudl es la mejor manera de fabricar cristales
que se usardn en las partes electrénicas de los transbordadores
espaciales. Para que el crecimiento de log cristales sea el
correcto, la temperatura se tiene que controlar exactamente
ajustando la potencia de entrada. Suponga que Ia relacion se
representa con

T(wy = 0.1w* + 2.135w + 20

donde T es la temperatura en grados Celsius y  es la entrada
de potencia en' waltts,
(a} ;Cudnta potencia se requiere para mantener la temperatura
a200°C?
{b) Si se permite una variacién de temperatura de hasta
#+1°C, con respecto a 200°C, jqué intervalo de potencia en
watts se permite para la potencia de entrada?
(¢} De acuerdo con la definicidn e, § de Him ... flx) = L, jqué
es x7 ;Qué es flx)? ;Qué es a? (Qué es L? ;Qué valor de &
se da? ;Cudl es el valor correspondiente de 8?
13. (a) Hallar un némero 8 tal que s |x — 2| < &, por lo tanto
|4x — 8] < &, donde & = 0.1.
{b) Repetir el inciso {(a) con & = 0,01,

v

14, Teniendo en cuenta que el Hm, .2 (5x — 7) = 3, explicar la
definicién 2 hallando valores de & que corresponda a

g= (0.1, &= 003y e = 0.0}

by

15-18 Demuestre el enunciado aplicando la definicién &, 6 de limite
¢ itustre con un diagrama como el de fa figura 9,

15. lim (2x + 3) = 5 16, tm (ix +3) =2

lim (1~ 4x) =13 18, lim (7 - 3x) = -5

19-32 Demuestre el enunciado aplicando la definicidn g, & de
limite.

,ox 3 . X 9
19. !1}]}—5——5 20. 111}},(4 +3)-—:2

L -6 94yt
21. ]fm]r; =7 3 22, .‘R;ﬁnls i 6
23, limx=ua 24, limc¢=¢
[25) 11’;1[1= xt={ 26. ll_l*sgjx‘ = ()
27. lim x]=0 28. lim V9 —x=0
11_:1% (x" —dx +3) =1 30. 11_111 (x"+x—4 =38
Bl lim (-1 =3 32 limx' =8

33. Compruebe que otra eleccién posible de & es demostrar que
1im,.; x> = 9 en el ejemplo 4 es § = min {2, &/8}.

34. Verifique mediante un razonamiento geométrico que la eleccién
mds grande posible de 8 para demostrar gue lim,.3 x> = 9 es

8=+9+g—3

(5] 35. (a) En el caso del limite Hm, ., (x* + x + 1) = 3, determine

un valor de 8 mediante una grifica que corresponde a
g = (3.4,

(b) Utilice un sistema algebraico para computadora con el fin
de resolver la ecuacitn clibicax® +x + 1 =3 + g,y
determinar el valor mds grande posible de & que funciona
para cualquier & > Q.

(¢} Use & = 0.4 en su respuesta del inciso (b} y compare con
su respuesta del inciso (a).

36

1 1
Denuestre que lim — = —,
=2 X 2

37, Demuestre que iim Jr=\asia>0.

[Sugerencia: utilice |/ — Va| = H}

38. Si H es la funcitn de Heaviside que se definid en el ejemplo 6
de la seceion 2.2, demuestre mediante 1a definicidn 2 que no
existe el 1im,..q H(r). [Sugerencia: efectie una demostracidn
indirecta como se indica. Suponga que el lfmite es L. Haga

1 v .o .
£ = 5 en la definicidn de un limite e intente Hegar a una
contradiccion. ]

39, Sifa funcidn fse define mediante

0 si xesracional
flxy = {

1 st xesirracional

demuestre que lim.—.y f{x} no existe.

40. Mediante la comparacion de las definiciones 2, 3 y 4
demuestre el teorema 1 de la seccién 2.3.
41. ;Qué tan cerca a —3 tiene que hacer a x para que
_ > 10000
(x + 3)
42. Demuestre aplicando la definicién 6 1ii 1 o
. Demues i i ue lfim ——— = o
P Rt S
43.] Demuestre que ]fr‘l}' Inx = —os,
44, Suponga que Hm .., f{x) = = y lim .., g(x) = ¢, donde ¢ es un

ndmero real. Demuestre cada proposicién.
(a) lim [flx} + gla}] =

(b) lim [f(g(x)] = sic>0

(© lim [f(x)g(x)] = ~= sie <0
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2.5| CONTINUIDAD

En la seccién 2.3 se le hizo notar que a menudo se puede hallar el limite de una funcidn
cuando x tiende a @, con s6lo calcular el valor de la funcién en a. Se dice que las funcio-
nes con esta propiedad son continuas en a. Ahora verd que la definiciéon matemdtica de
continuidad corresponde intimamente al significado de la palabra continnidad en el lengua-
je cotidiano. (Un proceso continuo tiene lugar gradualmente, sin interrupcién ni cambio
abrupto.)

[1] DEFINICION  Una funcién f es continua en un mimero a si

Hm f(x) = fla)

Y

» Como se ilustra en fa figura 1, s fes Advierta que la definicién | requiere implicitamente tres cosas si f'es continua en ¢
continua, después los puntos (x, flx)) de
ia grafica de ftienden al punto (g, fla)) 1. fla) estd definido (es decir, ¢ estd en el dominio de f)
de Ia gréfica. Asi, no hay brecha alguna
en fa curva. 2. lim f(x} existe
A
¥ . 3. &fm Flxy = fla)
y=fl vra
f . . o . .
iendea | La definicién afirma que f es continua en « si f{x) tiende a f(¢) cuando x tiende a a. Asi,
fua). una funcidn continua tiene la propiedad de que un cambio pequefio en x sélo produce una
pequefia alteracion en f{x). De hecho, el cambio en f(x) se puede mantener tan pequefio co-
mo desee, restringiendo el cambio en x lo necesario.
/_\ Si f estd definida cerca de @ (en otras palabras, f estd definida en un intervalo abierto
que contiene a, excepto tal vez en a), [ es discontinua en a (o f tiene una discontinui-
{ e X dad en ) si f no es continua en a.
Conforme x se Los fendmenos fisicos suelen ser continuos. Por ejemplo, el desplazamiento o la velo-
aproximaa a. cidad de un vehiculo varfan en forma continua con el tiempo, como pasa con la estatu-
FIGURA 1 ra de una persona. Pero en realidad se presentan discontinuidades en situaciones como las

corrientes eléctricas. [Vea el ejemplo 6, de a seccidn 2.2, donde Ia funcidn de Heaviside
es discontinua en O porque 1im, . F{1) no existe.]

Geométricamente, una funcién continua en todo niimero en un intervalo se puede con-
cebir como una funcidn cuya grifica no se interrumpe. La gréifica se puede trazar sin le-
vantar la pluma del papel.

EIEMPLO | En la figura 2 se muestra la grafica de una funcién f. ;En cudles ndmeros es f
discontinua? ; Por qué?

50LL008 Se ve como si hubiera una discontinuidad cuando ¢ = | porque la grifica

— 0\0/ tiene una ruptura alli. La razdn oficial de que fsea discontinua en | es que f(1) no

estd definido.

La grifica también tiene una ruptura cuando a = 3, pero la razén de la discontinuidad

0 - \? 4 5« es diferente. En este caso, f(3) estd definido, pero lim,—; f(x) no existe (porque los limites

por la izquierda y por la derecha son diferentes). Por lo tanto, f es discontinua en 3.

;Qué pasa cuande x = 57 En tal caso, f{5) estd definido ¥ lim.—s f{x) existe (porque

FIGURA 2 los lfmites por la izquierda y por la derecha son los mismos). Pero

lim £(x) # £(5)

x—5

De este modo. fes discontinua en 5. |

Observe ahora como detectar las discontinuidades cuando una férmula define a la
funcion.
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&% EJEMPLO 2 ;En dénde son discontinuas cada una de las funciones siguientes?

L 1
(a) f(x)=% b fa) =4z 570
1 six=20
x“—“‘“z_ six=£2
(c) flx) = x—2 @ fx) =1l
1 si x= 2

SOLECION
(a) Advierta que f(2) no estd definido, también f es discontinua en 2. Mds adelante
verd por qué es continua en todos los otros mimeros.

{b) En este caso, f{0) = 1 estd definido pero

im F(2) = Jim
) =l

no existe. (Véase el ejemplo 8 en la seccién 2.2.) Asi, fes discontinua en (.
{c) En este caso f(2) = 1 estd definido v

) X mx=2 L x-2E+1) _
i =y T T D=3

existe. Pero

lim £(x) # £(2)

por eso, f no es continua en 2.

{d) La funcién entero maximo f(x) = [] tiene discontinuidades en todos los enteros
porque lim ., [x]] no existe si n s un entero. (Véase el ejemplo 10 y el gjercicio 49 de
la seccién 2.3} |

En la figura 3 se muestran las grificas de las funciones del ejemplo 2. En cada caso
no se puede dibujar la grifica sin levantar la pluma del papel, porque se presenta un agu-
jero, una ruptura o un salto en esa grifica. El tipo de discontinuidad que se ilustra en los
incisos (a) y (¢) se conoce como removible porque la discontinuidad podrfa eliminarse al
redefinir £ justo en el nitmero unico 2. [La funcién g(x) = x + 1 es continva.] La disconti-
nuidad del inciso (b) recibe el nombre de discontinuidad infinita. Las discontinuidades
del inciso (d) se llaman discontinuidad por salte porque la funcién “salta” de un valor a

otro.
¥ y ¥y ¥y
1 1 1 @ i1 [A—
/ G ; 2 X 0 X 0 i 2 x 0 1 2 3 X
2 I xf=x=2 .
x"—x=2 — six#0 AT 2
@ fir) ="ty (b) flx)= [ 2 () fin)= { =1 (@ flo=x]
’ 1 six=0 1 s x=2

FIGURA 3 Grificas de las funciones del ejemplo 2
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[Z] DEFINICION Una funcién fes continua desde la derecha en un nimero « si
lim f(x) = fla)
y f es continua desde la izquierda en a si

lim £(x) = f(a)

FIGURA 4

EJEMPLO 3 En cada entero », la funcién f(x) = [x] [véase la figura 3(d)] es continua des-
de la derecha pero discontinua desde la izquierda porque

lim f(x) = lim [x] = n = f{n)

pero lim f(x) = lim [x] = n = 1 # f(n) ]

[3] DEFINICION Una funcién f es continua sobre un intervalo si es continua en

todo nimero en el intervalo. (Si f se define dnicamente en un lado de un punto ex-
tremo del intervalo, continua quiere decir continua desde la derecha o continua
desde la izquierda.)

EJEMPLO 4 Demuestre que Ia funcién f(x} = 1 — /1 — x* es continua sobre el
intervalo [—1, 1].

SOLUCION Si—1 << a << 1 en tal caso, al aplicar las leyes de los limites

ltm £(x) = Him {1 — T = +2)

r—a Rl

=1 — lim +/1 — x? tpor las leyes 2y T

Kt
=1—- _flim(l ~ x%) (por ta ley 11}
-l - T
= fla)

De suerte que por la definicidén 1, fes continua en a si —1 < @ < 1. Cdleulos similares
hacen ver que

{por fas leyes 2.7y ©)

dm fG)=1=f-1 vy limfl)=1=f(1)
de modo que f es continua desde la derecha en —1 y continua desde la izquierda en 1.
Por consigniente, segiin la definicién 3, fes continua sobre [—1, 1].
En la figura 4 se ilustra la grifica de f. Es la mitad inferior del circulo

2+ - 1)P=1 .|

En lugar de aplicar siempre las definiciones 1, 2 y 3 para comprobar la continuidad
de una funcidn, como en el ejemplo 4, a menudo resulta conveniente aplicar el teorema
siguiente, el cual muestra cémo formar funciones continuas complicadas a partir de fun-
ciones sencillas.
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TEOREMA 5i f'y g son continuas en a y ¢ es una constante, entonces las funcio-
nes siguientes también son continuas en a:

LLf+g 2f—g 3 ¢f

4. fyg 5. wgi sigla) # 0

DEMOSTRACION Cada una de las cinco partes de este teorema se infieren de la ley de los Ii-
mites correspondiente de la seccién 2.3. Por ejemplo, demuestra la parte 1. Puesto que fy ./
¢ son continuas en a,

lim f(x) =fla) y  lim glx) = g(a)

En consecuencia,

tm (f + g)(x) = lim [f(x) + g(x)]

Rad ]

= Hm f(x) + lim g{x) {porlaley 1)
&L X+l

= fla) + gla)
={f + g)a}

Esto muestra que f + g es continua en a. 0

Del teorema 4 y la definicidn 3 se deduce que si fv ¢ son continuas sobre un intervalo,
también lo son las funciones f + g, f — g. of, fy v (si g nunca es 0) f/g. En la seccién 2.3
se enuncio el siguiente teorema como propiedad de sustitucién directa.

TEOREMA

{a) Cualquier polinomio es continuo en todas partes; es decir, es continuo sobre
R = (-, ).

{b) Cualquier funcién racional es continua, siempre que esté definida; es decir, es
continua en su dominio.

DEMOSTRACIOH
{a}) Un polincmio es una funcién de la forma

Plx)=cux" + cuix™™ ' + - Fox + o

donde ¢y, ¢1, ..., ¢, son constantes. Sabe que
lim ¢p = ¢ {por la ley 7)
Xongp
¥ lim x* = g" m=12,....n (pos fa ley 9)
x—4a

Esta ecuacién es precisamente la proposicién de que la funcién f(x) = x" es una
funcién continua. Por esto, con base en la parte 3 del teorema 4, la funcién

g(x) = cx” es continua. Dado que P es una suma de funciones de esta forma y
una funcién constante, a partir de la parte 1 del teorema 4 se deduce que P es
conimua.




FPlcos 8, sen 6)

17\

*

(1.0 -+

FIGURA 5

= Otra forma de establecer los limites en (6)
es usar el teorema de la compresion con ia
desigualdad sen 8 < @ {para 8 > 0), lo cual
& prugba en la seccién 3.3.
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{b) Una funcidn racional es una funcién de la forma

P(x)
Q(x)
donde P y @ son polinomios. El dominio de fes D = {x € R | Q(x) # 0}. Sabe, del in-

ciso (a), que P y Q son continuas en todas partes. De esta manera, fes continua en {odo
nimero en D, de acuerdo con la parte 5 del teorema 4. )

flx) =

Como ilustracién del teorema 5, observe que el volumen de una esfera varfa continuamen-
te con su radio porque la férmula V{r) = 37r” hace ver que V es una funcién polinomial
de . Del mismo modo, si se lanza una pelota verticaimente en €l aire, con una velocidad de
50 ft/s, después la férmula h = 50t — 16¢* expresa la altura de la pelota, en pies, después
de ¢ segundos. De nuevo, es una funcién polinomial, de modo que la altura es una funcién
continua del tiempo transcurrido.

Saber cudles funciones son continuas permite evaluar algunos limites con mucha
rapidez, como demuestra el ejemplo siguiente. Compdrelo con el ejemplo 2(b) de la sec-
cién 2.3.

o xP 42Xt -1
EJEMPLO 5 Encuentre lim —————
x—=2 5~ 3x
soLacbl La funcién
x4+ 2T~ ]

o) = 5— 3x

es racional, de modoe que por el teorema S es continua sobre su dominio, el cual es
5 .
{x|x # 3}. En consecuencia

o+ 2x7 -1 i
“_1_1’11_12 5—3x .321—12 fO) =1(=2)
(Al 1 ,
5 —3(—2) 3 '

Resulta que la mayor parte de las funciones conocidas son continuas en todo nimero
en su dominio. Por ejemplo, la ley de los limites 10 (pdgina 110) es exactamente la propo-
sicién de que las funciones raiz son continnas.

Con base en ¢l aspecto de las gréficas de las funciones seno y coseno (figura 18, en ia
seccién 1.2), podria suponer con toda certeza que son continuas. De acuerdo con la defini-
cién de sen 8y cos 0 sabe que las coordenadas del punto P de la figura 5 son {cos 8, sen 6).
Cuando ¢ — 0, P tiende al punto {1, 0) y, por consiguiente, cos # — 1 y sen § — 0. De
esta manera

16} %imc059= 1 %in})senﬂm()

)
Como cos 0 = 1 y sen 0 == {, las ecuaciones dadas en (6) afirman que las funciones seno
y coseno son continuas en 0. Por lo tanto se pueden aplicar las férmulas de la adicién pa-
ra coseno y seno para deducir que estas funciones son continuas en todas paries (véase los

gjercicios 56 y 57).
De la parte 5 del teorema 4, se deduce que
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es continua excepto donde cos x = 0. Esto sucede cuando x es un muiltiplo impar de /2, de
modo que y = tan x tiene discontinuidades infinitas cuando x = = /2, £37/2, £57/2,y
asf sucesivamente (véase la figura 6).

La funcidn inversa de cualquier funcién uno a uno continua también es continua. (Este
hecho se comprueba en el apéndice F, pero la intuicidén geométrica lo hace parecer razo-
nable: La gréfica de /™' se obtiene reflejando la grdfica de frespecto a la recta y = x. Tam-
bién, si la grifica de f no tiene ruptura alguna, tampoco la tiene la grfica de f~'.) De este
modo, las funciones trigonométricas inversas son continuas.

En la seccidn 1.5 se definid la funcidn exponencial y = a* de modo que se lienaran los
agujeros en la grifica de esta funcidn donde x es racional, En otras palabras, la simple
definicién de y = & la hace una funcién continua sobre R. Por lo tanto, su foncidn inversa
FIGURA 6 y=tanx ¥ = log, x es continua sobre {0, ).

]

L P
T — ==

Bl
!
]

MWmle[& e v s e s m—
= t
—_———— gt ————=

T S
———--u!';"

e e o ]

= En la seccion 1.6 se hace un repaso TEOREMA Los tipos siguientes de funciones son continuos en todo ntimero en
de las funciones trigonamétricas inversas. sus dominios:

polinomios funciones racionales funciones raiz

funciones trigonométricas funciones trigonométricas inversas

funciones exponenciales funciones logaritmicas

Inx - tan"‘x‘)

xt =1

EJEMPLO 6 ;En ddnde es continua la funcién f(x) =

S0LUCIOH Por el teorema 7, sabe que la funcién y = In x es continua para x > 0 y que
y = tan~' x es continua sobre R. As{, por la parte 1 del teorema 4, y = Inx + tan™' x
es continua sobre (0, ). El denominador, y = x* — 1, es un polinomio, de modo que es
continuo en todas partes. Por lo tanto, por la parte 5 del reorema 4, f'es continua en

todos los niimeros positivos x, excepto donde x* — 1 = 0. De este modo, f'es continua

en los intervalos {0, 1) y (1, o). ]

sen .x
EJEMPLO 7 Hallar el valor numérico del iim ——.
= 2 b cosx

SOLUCION El teorema 7 dice que y = sen x es continua. La funcidn en el denominador,
y = 2 + cos x, es la suma de dos funciones continuas y en consecuencia es continua.
Dese cuenta que esta funcién jamds es cero porque cos x 3 —1 para toda x y también
2 + cos x > () en todas partes. En estos términos la relacién

sen .x

Jix)

2+ cosx

es continua en todas partes. Por lo tanto, mediante la definicidn de funcién continua,

sen x sen 7 0
I == [ o o == = (M
o 2+ cosx J_n}f(x) fm) 2+coswm  2-—1 0

Otra manera de combinar las funciones continuas f'y g para obtener una nueva funcién
continua es formar la funcién compuesta f = g. Este hecho es una consecuencia del teorema
siguiente.




« Fste [0Or@Ma expresa que se puede mover
un sfmbolo de limite a través de un simbolo de
funcion, si la funcidn es continua y el limite
existe. En otras palabras, se puede invertir el
orden de estos dos simboles.
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TEOREMA Si fes continua en b y lim g(x) = b, entonces Him f{g(x}) = f(b).
En otras palabr,c_;s1 I x—ra

lim f(g(x)) = f(lim 9(x))

x>

A nivel intuitivo, este teorema resulta razonable porque si x estd cerca de a, después g(x)
estd cerca de b y como f'es continua en b, si g{x) estd cerca de b, en seguida f(g(x)) estd cerca
de f{b). Una demostracién del teorema 8 se proporciona en el apéndice K

- X

EJEMPLD & Evalte 1}’13} arcsen(

SOLUCION Ya que arcsen es una funcidn continua, apligue el teorema §:

) 1= x -V
lim arcsen 1— = arcseni lim————

=] - X x—t ] - x

- m—csen(lggg )(\1/:{:5‘ Vx ))
(v

lim )
wia ]

z
6

= arcsen

arcsen

o] —

Apligue el teorema 8 en el caso especial donde f(x) = ¥/x, y 1 es un entero positivo.
En tal caso

Flg(x)} = Yglx)
y f{lim g()) = {fhim g(x)
Si sustitoye estas expresiones en el teorema 8 obtiene
i Vo) = i 60

con lo que queda demostrada la ley 11 de los Hmites. (Supone que las rafces existen.)

TEOREMA Sig es continna en ¢ y fes continua en gla), entonces la funcién
compuesta fo g dada por (e gl(x) = flg(x)) es continua en a.

A menudo, este teorema se expresa de manera informal diciendo: “una funcién conti-
nua de una funcidn continua es una funcién continua”,

DEMOSTRACION Como g es continua en g
lim g(x} = gla)
Como f'es continua en b = g(a), puede aplicar el teorema 8 para obtener

iim f(g(x)) = flg(a))

R (4
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que es precisamente Ia proposicién de que la funcion i{x) = f{g(x)) es continua en a; eg
decir, f° g es continua en a.

i3 EIEMPLO 9 ;En ddnde son coatinuas las funciones siguientes?
fa) hix) = sen(x?) (b) F(x) =In(1 + cos x)

SOLLCION
{a) Tiene h(x) = flg(x)) donde

2 glx) = x* vy  flx)y=senx

L/
=

_10( LN L] i\ Ahora g es continua sobre R, puesto que es un polinomio, y f también es continua en todas
M partes. Por consiguiente, /1 = f© g es continua sobre [ por el teorema 9.

(b) Con base en el teorema 7, sabe que f(x) = In x es continua y g(x) = 1 + cos x es
continua (porque tanto y = 1 como y = cos x son continuas). Por lo tanto, del teorema 9,
F(x) = f(g{x)) es continuo siempre que esté definido. Ahora bien, In (1 + cos x) estd
-6 definido cuando 1 + cos x > 0. De este modo, no estd definido cuando cos x = —1, y esto
sucede cuando x = =7, =37, ..., Por esto, F tiene discontinuidades cuando x es un multi- -
plo impar de 7 y es continua sobre los intervalos entre estos valores. (Véase la figura 7.} (3

FIGURA 7
y=1In{l -+ cos 1)

Una propiedad importante de las funciones continuas se expresa con el siguiente teorema,
cuya demostracién se encuentra en libros mds avanzados de célculo.

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO Suponga que fes continua sobre el inter-
valo cerrado [a, b] y sea N cualquier nimero entre f(a) y f(b), donde f{a) # f(b).
Por lo tanto existe un nimero c en (a, b) tal que f{c) = N.

El teorema del valor intermedio afirma que una funcidn continua toma todos los valores
intermedios entre los valores de la funcidn f(a) y f(b). Este hecho se ilustra en la figura 8.
Observe que el valor N se puede tomar una vez [como en la parte (a)] 0 més de una vez [como

en la parte {B)1.
y ¥
1) flby
N ¥=flx)
N
fia) Y= flay |—-
0l 4 c b ¥ 0l 4 ¢ s o b F
FIGURA 8 (a) (b)
Y Si piensa en una funcién continua como en una funcién cuya gréfica no tiene agujeros
fla) |-— y=fl) o rupturas, en tal caso es fdcil creer que el teorema del valor intermedio es cierto. En tér-
N H y=N minos geométricos, dice que si se da cualquier recta horizontal y = N entre y = f(a) y
y = f(b), como en la figura 9, por lo tanto la grédfica de f no puede saltar sobre la recta.
1 \ Debe intersecar y = N en alguna parte.
fib) N , Es importante que la funcién f del teorema 10 sea continua, En general, el teorema del valor
0 4 hox intermedio no se cumple para las funciones discontinuas (véase el ejercicio 44),

Un uso del teorema del valor intermedio es hallar las raices de ecuaciones, como en el
FIGURA 9 ejemplo siguiente.
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£ EJEMPLO 10 Demuestre que existe una raiz de la ecuacién
dx* —6x*+3x—2=10

entre I y 2.

SOLUCION Sea f{x) = 4x* — 6x™ + 3x — 2. Busca una solucién de la ecuacién dada; es
decir, un mimero ¢ entre 1 y 2 tal que f(c) = 0. Por lo tanto, en el teorema [, toma ¢ = 1,
b =2y N=20 Tiene

f)=4—-6+3-2=—-1<0

y f2)=32-2446-2=12>0

Por esto, f{1) < 0 < f(2); es decir, ¥ = () es un ndmero enire f(1) y 7(2). Ahora bien. f es
continua porque es un polinomio, de modo que el teorema del valor intermedio afirma que
existe un nimero ¢ entre 1 y 2 tal que f(c) = 0. En otras palabras, la ecuacién 43’ — 6x°
+ 3x — 2 = (} tiene por lo menos una raiz ¢ en el intervalo (1, 2).

De hecho, podemos localizar una rafz con mayor precision aplicando de nnevo el
teorema del valor intermedio. Puesto que

J(1.2) = -0.128 <0 y fl1.3)=0548 > 0
una raiz se debe encontrar entre 1.2 y 1.3. Una calculadora da, por tanteos,

S(1.22) = —0.007008 << 0 y o f(1.23) = 0.056068 >0

de modo que una raiz se encuentra en el intervalo (1.22, 1.23). 3

Use una calculadora graficadora o una computadora para ilustrar la aplicacion del teo-
rema del valor intermedio en el ejemplo 10. En la figura 10 se muestra la grifica de fen
rectdngulo de visualizacién [—1, 3] por [~3, 3] y se puede ver que la grifica criza el eje
xentre | y 2. En la figura 11 se muestra el resultado de realizar un acercamiento hacia la
pantalla [1.2, 1.3] per [-0.2, 0.2].

L
o
[a%]

(.

-3 -0.2
FIGURA 10 FIGURA 11

De hecho, el teorema del valor intermedio desempefia un papel en la manera en que
funcionan estos aparatos graficadores. Una computadora calcula un mimero finito de
puntos de la grafica y hace aparecer los pixeles que contienen estos puntos calculados.
Supone que la funcién es continua y toma todos los valores intermedios entre dos pun-
tos consecutivos. En consecuencia, la computadora une los pixeles al hacer apatrecer los
pixeles intermedios.
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2.5 | EJERCICIOS

1. Escriba una ecuacidn que exprese el hecho de gue una funcién
fes continua en el nimero 4.

2. Si fes continua sobre (~%, «), ;qué puede decir acerca de su
grifica?

3] (a) A partir de la gréfica de f; establezca el ndmero al cual f
es discontinua y explique por qué.
{b) Para cada uno de los niimeros gue se determinaron en €l
inciso (a); determine si f es continua desde la derecha,
desde la izquierda o desde ninguno de los dos lados.

AN

4. A partir de la grifica de g, dé los intervalos sobre los que g es
continua.

5. Trace la grifica de una funcién que sea continua en todas partes,
excepto en x == 3,y sea continua desde la izquierda en 3.

6. Dibuje una funcién que tenga una discontinuidad de salto en
x = 2 y una discontinuidad removible en x = 4, pero que sea
continua en todas las demds paries.

[ 7.1 En un lote de estacionamiento se cobran $3 por la primera hora
{o fraccién) y $2 por cada hora (o fraccion) subsiguiente, hasta
un méximo diario de $10.

(a) Dibuje el costo de estacionar un automévil en este lote,
como funcién del tiempo que permanezca alli.

{b} Analice las discontinuidades de esta funcién y su significado
para alguien gue estacione su automdvil en el lote.

8. Explique por qué cada funcidn es continua o discontinua.
{a) La temperatura en un lugar especifico como funcién del
tiempo.
{b) La temperatura en un momento dado como funcién de la
distancia hacia el oeste de la ciudad de Nueva York
{¢) La altitud sobre el nivel del mar como funcidn de la distancia
hacia el oeste de 1a ciudad de Nueva York.

{d) El costo de un vizje en taxi como funcién de la distancia
recorrida.

{e) La corriente en el circuite para las Juces de una habitacién
como funcién del tiempo. '

9. Sify g son funciones continuas con f(3) =3 y
lim.—3 [2f{x) — g(x)] = 4, encuentre g(3).

10~12 Use la definicidn de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que la funcidén es continua en el nimero
a dado.

W, fx)=x*+J7T—x a=4
M) fl) = (x + 2x%), a=-1

2 — 3
12, he) = T a=1I

13~14 Use la definicién de continuidad y las propiedades de los
limites para demostrar que la funcién es continua en &l intervalo

2x+3

x—2

4. glx) = 2/3 =%, (—2,3].

13. flx) = (2,9

15-20 Explique por qué la funcidn es discontinua en el punto
dado a. Dibuje la grafica de la funcidn.

15, f(x) =1n|x — 2| a=72
e G

16 f=4x-1 27 a=1
2 six=1
e* six<Q

17'f()v)_{x2 six=0 a=0
x? e x
S six#l

f(x)= -1 st a1
1 six =1

COs X six < O

19. f(x) =<0 six =10 a=20
1—x' six>0
2x*—5x -3 .
_"“3— Slx#?!
P
L. fo =g sixr=3 a=3

21~28 Con los teoremas 4, 5, 7 y 9 explique por qué la funcién es
continua en todo némero en su dominio. Dé el dominio.

X

B FO =556

22, G{x) = Y= (1 + 1Y)



sen x
x+1
26, F(x) = sen”'(x® ~ 1)

24, hix) =

93, R(x) = xf-l- VZr—1

95. L{r) = ¢ *cos 2t

Gl = In{e® ~ 1)

28. H(x) = cos(e”™)

.; 99-38 Localice las discontinuidades de la funcién e ilistrelas tra-
zando una gréfica.

H

@y = T 30, y = In{tan®x)

31-34 Aplique la continuidad para evaluar el limite.

[32) lim sen(x + senx)

A ET

a_ xz — 4
33, Hme* ™ 34, lim arctan(f——)
x—el ke 3x°— 6x

35-36 Demuestre que f es continua sobre (—o, 0},

2

x° sl x <1

3. f(x)m{\/} dx=l

senx si x < w/4
cosx six=a/4

36. flx) = {

37-3% Determine los niimeros en los que fes discontinua. jEn
cudles de estos valores fes continua por la derecha, por la iz-
guierda o no Io es ni por la derecha ni por la izquierda? Trace la
grifica de f.

Il +x* six=<0
o) =32 —x st 0<x=s2
(x— 20 six>2

x+1 si x =1}
3B fy=941/x sil<x<3
x—3 six=3

x+2 six<(

[B9] Flx)=1e" si0=sx<si

2—x six>1

40, La fuerza gravitacional ejercida por la Tierra sobre una masa
unitaria a una distancia » del centro del planeta es

GMr
3

GM

2
¥

sir<R
Fir) =

sir=R

gravitacional. ; F es una funcién continua de r?

donde M es la masa de la Tierra, R su radio y & es la constante
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(Para qué valor de la constante ¢ la funcién fes continua sobre
(_m5 m)?

cxt 20 st x<<2
) =
@ {x —cx six=12
42, Hallar el valor de a ¥ & que hace a f continua en todas partes
x4
x—=2

ax?—bx+3 si2<x<3
2x—a+ b siy=3

stx <2

J) =

43. ;Cudl de las funciones f siguientes tiene discontinuidad removible
en a? Si la discontinuidad es removible, determine una funcién
g que concuerde con f para x # a y es continua en R,

A
@ f09 =2 a=)
I _ 2. "
0 ) =2 s

(c) flx) =[senx], a==

44, Suponga que una funcién f es continua sobre [0, 13,
excepto en 0.25, y que f{0) = 1 y f(1) = 3. Sea N = 2.
Trace dos grificas posibles de f, una en que se muestre
que f podria no satisfacer la conclusién del teorema del
valor intermedio y la otra que muestre que ftodavia
podria satisfacer ese teorema (aun cuando no satisfaga

Ia hipdtesis).

45, Sif(x) = x* + 10 sen x, demuestre que hay un ndmero ¢ tal
que f(e) = 1000.

46. Considere que fes continua en [1, 5] y la iinica solucién de
Flx)=6sonx = 1yx=4. 8if(2) = 8§, expligue ;por

qué f(3) > 67

47~50 Apligue el teorema del valor intermedio para demostrar que
existe una rafz de la ecuacion dada en el intervalo especificado.

[G7] x* +x—3=0, (1,2)

49. cosx==x, (0,1)

48. Yre=1-x (0,1)

50. nx=¢"" (1,2)

51~52 {(a) Compruebe que la ecuacidn tiene cuando menos una raiz
real. (b) Use su calculadora para hallar un intervalo de longitud
0.01 que contenga una rafz.

51. cos x = x° 52 Inx =3 — 2x

[ 53-54 (a) Pruebe que la ecuacion tiene cuando menos una rafz

real. (b) Utilice su dispositivo graficador para encontrar la raiz
correcta hasta tres cifras decimales.

(53] 100e™/ = (0.01x7 54, arctan x = 1 — x
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55, Demuestre que fes continua en a si y sélo si 62. Sia y b son mimeros positivos, comprobar que la ecuacién
lim fla + h) = f(a) S S——— by
fi20 A2 -1 a2

56. Para demostrar que seno es continuo necesita demostrar que tiene por lo menos una solucién en el intervalo (—1, 1).

(. c = sen ¢ para todo ndmero real a. tin el ‘
il.m" v ST X para todo nemt Seg 63, Demuestre que Ia funcion
ejercicio 55, una proposicién equivalente es que

Msen(l/x) six#0
) flo = -
lim sen(a + k) = sena 0 six =0
es continua en {—9, %),
Aplique (6) para demostrar que estc es cierto.
i 64. (a) Demuestre que la funcién de valor absoluto Flx) = |x]|es
continua en todas partes.

57, Compruebe que coseno es una funcién continua.
{b) Compruebe que si fes una funcién continua sobre un

58, (a) Demuestre el teorema 4, parte 3. intervalo, entonces también lo es | f}.
(b) Demuestre el teorema 4, parte 5. (c) ;Lo inverso de la proposici6n del inciso (b) también es
verdadero? En otras palabras, ;si | f} es continua se
59. ;Para qué valores de x es continua f? deduce que fes continua? De ser asi, compruébelo.

En caso de no ser asi, halle un ejemplo contrario.

flx) = {0 sf res ‘ra(:io.nal 65, Un monje tibetano sale del monasterio a las 7:00 AM. ¥

I si xesirracional emprende su camino habitual hacia la cima de la montafia,
a donde llega a tas 7:00 M. La mafiana siguiente inicia el
regreso desde la cima por la misma ruta a las 7:00 a.M. y llega
al monasterio a las 7:00 p.v. Mediante el teorema del valor
intermedio demuestre que existe un punto a lo largo de la
ruta que el monje cruzard exactamente a la misma hora en
;Hay un niimero que es exactamente | mds que su cubo? ambos dias.

60. ;Para qué valores de x es continua g?

(0 si xesracionai
gx) =1 . o
x si xesirracional

2.6 LIMITES AL INFINITO, ASINTOTAS HORIZONTALES

En las secciones 2.2 y 2.4 se trataron los limites infinitos y las asintotas verticales. Ahi se
dejé que x se aproximara a un nimero y el resultado es que los valores de y se vuelven

. ) arbitrariamente gfandes (ya sean positivos o negativos). En esta seccidn se permite que x
- - se vuelva arbitrariamente grande (positiva o negativa) y se observe qué le sucede a y.
0 -1 Empiece por investigar el comportamiento de la funcidn f definida por
*1 0 R
2 0.600000 fay =51
+3 0.806600 x
+4 (.882353 cuando x se hace grande. La tabla al margen da valores de esta funcidén correctos hasta seis ci-
x5 0.923077 fras decimales v, en la figura 1, se ha trazado la gréfica de f por medio de una computadora.
*10 0.980198 v
£50 0.999200 1oy=i
=100 0.999800
1000 0.999998 \ K’i

= P+l

Conforme x crece mds y mds, se puede ver que los valores de f{x) se aproximan cada
vez mds a 1. De hecho, parece que puede acercar cuanio quiera los valores de f(x) a |
eligiendo una x lo suficientemente grande. Esta situacidn se expresa en forma simbdlica
escribiendo

FIGURA 1

2o
Jfm e = 1
x—= x° + |
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- En general, use el simbolismo

lim f(x) = L

—

para indicar que los valores de f(x) tienden a L conforme x se hace mds y més grande.

[1] PEFINICION Sea funa funcién definida en algdn intervato (g, ). En tal caso
lim f(x) =L

significa que los valores de f{x) se pueden aproximar a £ tanto como desee, si escoge
una x suficientemente grande.

QOtra notacién para lim ... f{x) = L es
f(x})— L conforme x-—»e

El simbolo = no representa un nintero, No obstante, la expresién lim f(x) = L a menudo
A

se lee como :

*el Hmite de f(x), cuando x tiende al infinito, es L”
0 “gl 1imite de f{x), cuando x se hace infinito, es L”
o bien “el limite de f(x), cuando x crece sin cota, es L”

La definicitn 1 da el significado de esas frases. Una definicidn mds exacta, similar a la
definicidn de g, & de la seccidn 2.4 se encuentra al final de esta seccidn

En la figura 2 se muestran ilustraciones geométricas de la definicidn 1. Advierta que
hay muchas maneras de aproximar la grifica de fa la recta y = L (la cual se llama asin-
tota horizontal) a medida que ve hacia el extremo derecho de cada grifica.

¥ ¥ ¥
=1L \ V=
N o’ y = fix) /} L
y=flx) /
y=1L ¥y = flx)
0 by 0 X 0 X

FIGURA 2
Ejemplos que ilustran lim f(x)=L  Sivuelve ala figura 1, verd que para valores negativos numéricamente grandes de x, los

valores de f(x) estdn cercanos a 1. Al reducir x a través de valores negativos sin cota, pue-
de acercar f(x} a I cuanto quiera. Esto se expresa escribiendo

x? 1
lim ——=1
Il |

La definicién general es como sigue:

(7] DEFINICION Sea funa funcién definida en algiin intervalo {—e=, a}. Por lo tanto,

lim f(x) =L

quiere decir que los valores de f{x) se pueden hacer arbitrariamente cercanos a L
haciendo que x sea lo suficientemente grande y negativa.




Ejemplos gue ilustran lim flx}=L

a1

1518

FIGURA 4
y=tan"y

y
y=f
‘//-
y=L
0 X
¥
y=flx)
y=L
0 X
FIGURA 3

C

FIGURA 5
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Es necesario remarcar que el simbolo — no representa un niimero, pero la expresién
lim f{x} = L se lee a menudo como
X

“el limite de f(x), cuando x tiende al infinito negativo, es L”.

La definicion 2 se ilustra en la figura 3. Observe que la gréfica tiende a la recta y = L como
en el extremo izquierdo de cada gréfica.

[3] DEFIRICION La recta y == L se llama asintota horizontal de la curva

y=flx)si

lm f(x) =L o bien lim f(x) =L

X X

Por ejemplo, la curva que se ilustra en la figura 1 tiene la recta y = 1 como asintota
horizontal porgue

.oxt—1
m-————=1
il

Un ejemplo de una curva con dos asintotas horizontales es y = tan™'x. (Véase la figura 4.)
En efecto,

m
lim tan™'x = - lim tan~'x =

X—rmw e

to |y

de modo que las dos rectas y = —7/2 y y = 77/2 son asintotas horizontales. {Esto se con-
cluye a partir del hecho de que las rectas x = * /2 son asintotas verticales de la grafica
de tan.)

EJEMPLO 1 Encuentre los limites infinitos, los limites en el infinito y las asintotas para la
funcién fcuya grifica se muestra en la figura 5.

SOLUCION  Va que los valores de f(x) se vuelven grandes cuando x — -1 desde ambos la-
dos; por lo tanto

lim f(x) ==

A—r—1
Advierta que f(x) se hace grande negativo cuando x tiende a 2 desde la izquierda, pero

grande positivo cuando x tiende a 2 desde la derecha. De este modo,

lim flx) = —oo y lim f{x) ==

r—2 a2t

De esta suerte, las dos rectas x = —1 y x = 2 son asintotas verticales.
Cuando x crece, f(x) tiende a 4. Pero cuando x decrece a través de valores negativos,
f(x) tiende a 2. As{ entonces,

lim flx)=4 y lim flx)=2

Esto significa que tanto y = 4 como ¥ = 2 son asiniotas horizontales. 1
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1 I
EJEMPLO 2 Encuentre im — y lim —.
X X Kbz X

SOLUCION Observe que cuando x es grande, 1/x es pequefio. Por gjemplo,

i i
—— = (.01 ~———— = {},0001 we——— = {},000001
100 16 000 1000000
¥ De hecho, si elige una x suficientemente grande, puede aproximar 1/x a 0 cuanto quiera.
Por fo tanto, segin la definicidon 4
lim — = ()
s X
0 x Un razonamiento similar hace ver que cuando x es grande negativo, 1/x es pequefio ne-
gativo; de este modo, también tiene
1
m — =10
X X
FIGURA &
1im l =0, lim lhz 0 Se infiere que a recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la curva y = 1/x (que
et e es una hipérbola equildtera; véase la figura 6). O

La mayor parte de las leyes de los limites que se dieron en la seccién 2.3 también se
cumplen para los limites en el infinito. Se puede probar que las leves de los limites, cuya
lista se da en la seccién 2.3 {con la excepcion de las leyes 9 y 10), también son vidlidas si
“x— a” se reemplaza con “x — =" ¢ con “x — —w”. En particular, si combina la ley 6
con los resultados det ¢jemplo 2, obtiene la importante regla que sigue para el cdlculo de
limites.

(5] TEOREMA Si r > 0 es un niimero racional, entonces

1
lim — ==

% x"

Si r > 0 es un nimero racional tal que x" estd definida para toda x, entonces

i 1
lim ~—=10

we e x
EJEMPLO 3 Evalte
Lt —x =2
Hm

v—= 5x% + 4x + 1
e indique las propiedades de limites que se usan en cada etapa.

$0LUCION Conforme x se hace més grande, tanto el numerador como el dénominador se
hacen mds grandes, por lo tanto no resulta evidente qué sucede con su propercién. Necesi-
ta hacer algunas operaciones algebraicas preliminares.

Para evaluar el limite en el infinito de una funcién racional, divida el numerador y el
denominador entre la mayor potencia de x que hay en el denominador, (Puede suponer
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que x 7 0, puesto que sélo esta interesados en los valores grandes de x.) En este caso, la
mayor potencia de x en el dominador es +%, con lo cual tiene
3 —x -2 3 12
1 3xT—x—2 i x2 1 x  x?
im———— = lim————— = lim
wom SxP 4+ dx + 1 s SxP+H4x 1 s ]
—_— 5+—+—
X X xX-
, 1 2
(-1 2)
P X x
= {por la ley de los Limites 3)
) 4 1
im|5§+—+ -
Lt X X
y
N y=06 . ! Lo
| Iim 3 — lim = - 2 lfm —
B e kc ] X—iz x X x
0 1 x = 1 ] (por 1,2y 3}
lim 5 + 4 lim — -+ lim —
X x—aw X X% X
3-0-9 ipor 7 y el 5
= — por 7 v el tearema
5400 ’
_ 3
5
”GURAZ 7 Un ciilculo semejante hace ver que el limite cuando x — —= también es 2 En la figura 7
y= %{—41;% se ilustran los resultados de estos cdlculos mostrando cémo la gréfica de la funcién ra-

. . - - 3
cional dada se aproxima a la asintota horizontal y = 5. 0

EJEMPLO 4 Determine las asintotas horizontales y verticales de la gréifica de 1a funcién

V2xE A+

flxy = T

SOLUCION Al dividir tanto el numerador como el denominador entre x y aplicar las propie-
dades de los limites tiene

1
% 2+ -5
LW 2x7 41 ; x° —
Hm = lim (puesto qua 17 = x para v > ¢
= 3x — 5 x5 5 5

|
lim 2 + lim —

1
,\‘2 _ x—m X x2 . 2 40 __@

X
lim 2+

1 3-5-0 3
lim (3—2) fm3 - 51im—

KXo

Py X X0 x—w X

Por lo tanto, la recta y = +/2/3 es una asintota horizontal de la grifica de f.
Si calcula el limite cuando x — —o, debe recordar que parax < 0,

tiene +/x2 = |x| = —x. De donde, al dividir el numerador entre x, para

x < ( obtiene

1

1 1
—; 2x2+1=——*ﬁm=— 24+ —

x?



FIGURA 3.W
2x*+1

YT T3-5

Ll

m Puede considerar que ia funcién dada tiene
ur: deneminader de 1.

FIGHRA 9
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Por lo tanto,

]
-2+ — —+ {2+ lim —5
. 2x2+ 1 i x? xmt X J2
i e
i 3x — 5 s 3
: ' 3 -2 3-5 lim —
x X
Ast, larecta y = —+/2/3 también es una asintota horizontal.

Es probabie que haya una asintota vertical cuando el denominador, 3x — 5, es 0, es
decir, cuando x = §, Si x tiende a$ y x > 1, después el denominador estd cercano a 0 y
3x — 5 es positivo. El numerador /2x* + 1 siempre es positivo, de modo que f(x) es
positivo. Por lo tanto,

i V222 + 1

Hm
{5+ 3x — 5

Si x estd cerca de § pero x < 3, en seguida 3x — 5 < 0 y f(x) es grande y negativa. De
esta manera,

3 V2x2+ 1

lim = —0
=6 3x — 5
La asintota vertical es x = 3. Las tres asintotas se ilustran en la figura 8. 0

EJEMPLO 5 Calcule Hm (v/x? + 1 — x).
SOLECION Ya que tanto +/x? + [ como x son grandes cuando x es grande, es dificil
ver qué sucede con su diferencia, por eso, use el dlgebra para escribir de nuevo la
foncién. En primer lugar multiplique el numerador y el denominador por el radical
conjugado.
Vat+ 1l +x
im(vVx2+ 1 —x)=lim (Va2 + 1 — x)@

- Ko x*+1+=x
(x*+ 1) — * . 1
= lim =
s x24T+ x

= lim
i o fx2 T 4+

Se podria aplicar el teorema de la compresién para demostrar que este limite es 0. Pero
un método més facil es dividir el numerador y el denominador entre x. Al efectuar
esto y aplicar las leyes de los limites obtiene

i

1 X
I 2+ — =1’ — = e
Jim (Vo5 T =) = lim e = i e
X

. X 0
= lim Tt 0+1
A0
1+ i +1
2
En la figura 9 se ilustra este resultado. ]

En la grafica de la funcién exponencial natural y = ¢* tiene la recta y = 0 (el eje x)
como asintota horizontal. (Lo mismo se cumple para cualquier funcién exponencial con
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base @ > 1.) En efecto, a partir de la grifica de la figura 10 y la tabla correspondiente
de valores observe que

(6] Hm e* =0

Koy

Advierta que los valores de ¢* tienden a 0 con mucha rapidez.

¥y
X e'
}l = EJ
0 1.60000
-1 0.36788
-2 0.13534
1 -3 0.,04979
-5 0.00674
f + 5 ¢ ; -8 0.00034
! ! -1 00005
FIGURA 10 0 0
i7 EJEMPLO 6 Evaliie lim e 1,
= La estrategia para resolver problemas para SOLUCION Si hace que ¢ = 1/, sabe que ¢ —> —< cuando x — 0" Por lo tanto, de acuerdo
el ejemplo 6 s introducir alge adicional con (6)
{véase pagina 76). En este caso, lo adicicnal, ’
el elemente auxiliar, es 1z variable +. lim e = lim e’ =0
a0 [ it
{Véase ejercicie 71.) 03

EjEMPLO 7 Evalde lim sen x,

X

s0LU0G% Cuando x crece, los valores de sen x oscilan entre 1 y -1 infinitamente a menude,
y, de este modo, no se aproximan a ningiin mimero definido. Asf, lim.-. sen x no existe. [0

LIMITES INFINITOS EN EL INFINITO

La notacidn
Iim f{x) = o=
x—=

se usa para indicar que los valores de f{x) se agrandan cuando x se hace grande. Se aso-
cian significados semejantes a los simbolos siguientes:

lim [ == lmf=-e i f)= e

Tt

EJEMPLO 8 Determine lim x*y lim x°.

4 SOLUCION Cuando x se incrementa, también lo hace x°. Por ejemplo,
y=x} 10° = 1000 100° = 1000000 1000° = 1000000000

En efecto, puede hacer a x* tan grande como quiera incrementando de manera suficiente
a x. Por lo tanto,

lim x3 = o0

X

de manera similar, cuando x toma un valor negativo grande, asf es x°. En estos términos

lim x* = —o

XD

FIGURA t1 o . s .
Hm =, lfm = o Asimismo, eatas proposiciones de los limites se pueden ver en la grédfica de y = x’enla
im x- =00, 1 X =—

by ety figura 11. H




FIGURA 12

#'es tan grande como x
cuando x es grande.

3

~16

FIGURA 13
y=a-2 0 + 1P -1

(SRS
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Al examinar la figura 10 observe que

lime* =

x—>m
pero, como se muestra en la figura 12, y = ¢° se hace grande cuando x — o con mucha

mayor rapidez que y = x°.

EJEMPLG 9 Encuentre 1im (x* — x).

x—ex

S0LUGHH - Advierta que no puede escribir

ImGxP—x)=limx* - Hmx=0o — o

X s X =% et
Las leyes de los limites no se pueden aplicar a los limites infinitos porgue ¢ no es un ni-
mero (« — w estd indefinido). Sin embargo, puede escribir

Hm (x? — x) = limx(x ~ 1) ==
X rG X

porque tanto x como x — 1 se hacen arbitrariamente grandes vy, por lo tanto, también

st producto. |

Loxt+x
EfEMPLC 10 Encuentre lim ———

e 3 — x

soLucion Como en el ejemplo 3, divida el numerador y denominador entre la potencia
mas alta de x en el denominador, que es justamente x:

x4+ x L x+1
lfm = lim = —c0
== 3 — x = 3
=
x
porque x + 1 — w0y 3/x — | — —1 cuando x — =, I

En el ejemplo siguiente se muestra que al analizar limites infinitos en el infinito, junto
con intersecciones, es posible llegar a tener una idea general de la grifica de un polinomio
sin tener que graficar una gran cantidad de puntos.

9 EJEMPLO 11 Trace la grafica de y = (x — 2)*(x + 1)*(x — 1) con ayuda de las
intersecciones y sus limites cuando x — o y cuando x —» —ce,

SOLUCIGN La intersecci6n con el eje y es £(0) = {(—=2)*(1)*(—1) = ~ 16 y los cortes con ¢l
eje x se encuentran al hacer y = 0: x = 2, —1, 1. Observe que-como {x — 2}* es positiva,
la funcién no cambia de signo en 2; de este modo, la grifica no cortael eje xen 2. La
grifica cortael ejeen —1 y 1.

Cuando x adquiere un valor grande y positivo, los tres factores son grandes, de modo que

lgl;lc =2 x4+ 1P x— 1) =0

Cuando x tiene un valor grande y negativo, el primer factor toma un valor grande y
positivo y el segundo y el tercer factores son grandes negativos, por lo que

Hm (x — 2P (x + 1P~ D=

-

Al combinar esta informacion, obtiene un esbozo de la grafica en la figura 13. [
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DEFINICIONES EXACTAS

La definicién 1 se puede establecer precisamente como se indica a continuacién.

DEFINICION Sea funa funcién definida en algiin intervalo (a, ). En tal caso,
lim f(x) = L
A= :‘.J
significa que para toda & > 0 hay un nimero correspondiente N tal que

si x>N entonces |flx}—L|<e

En lenguaje comiin, esto establece que los valores de f(x} se pueden hacer arbitraria-
mente cercanos a L (dentro de una distancia g, donde & es cualquier nimero positivo) al-
hacer que x tome valores suficientemente grandes (mds grandes que N, donde N depende -
de &). Desde el punto de vista grifico, esto plantea que al escoger valores grandes de x
(mayores que algin nitmero N) es posible hacer que la gréfica de f se sitie entre las rec-
tas horizontales y = L — e y vy = L + & como en la figura i4. Esto se tiene que cumplir .-
sin que importe qué tan pequefio sea . En la figura 15 se ilustra que si se escoge un
valor pequefio de g, después se podria requerir un valor mayor de V.

}.‘
y=L+e y = flx)
. Te i ]f(—‘f)
‘e 7 estd aqui
\ y=L—g
0 X
FIGURA 14 N .
11’113 fin=L donde x estd aqui
¥
y= fix)
L |y=L+e
j [}
\ v=L-g /
FIGURA 15 0 N x
Iim flx)=L

N

De igual manera, una versién exacta de la definicién 2 se proporciona mediante la

definicién 8, la cual se ilustra en la figura 16.

tanto,

st

lim f(x) =L

Rt

<N

DEFINICION Sea f una funcién definida en algin intervalo de (—<%, a). Por lo

quiere decir que para toda £ > () hay un ndmero correspondiente N tal que

entonces

lfly —Ll<e
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¥
y=f)
y=L+eg
L
U\—’/
FIGURA 16 N 0 x
Hm flx)=1L
En el ejemplo 3 se calculd que
P -ax-2 3
lim ———— = —
A Sx” + 4.‘{ + 1 5

En el ejemplo siguiente se utiliza una calculadora o computadora para relacionar este
. Y 3
enunciado de la definicién 7 con L = y g == 0.1,

EIEMPLO 12 Mediante una grifica determine un nidmero M tal que

3%~ x = 2
si  x>N  entonces %—i——m - 0.6] < 0.1
Sy -+ 4x + 1
$6LUCION Reescriba la desigualdad como
P —-x—2

0.5 < 0.7

<1—
Sx7 o+ 4x +

Es necesario determinar los valores de x para los cuales la curva dada queda entre las
rectas horizontales v = 0.5 y y = (.7, La curva y las rectas estin graficadas en la figura 17.
y=07 Luego, por medio del cursor, se estima que la curva cruza la recta y = 0.5 cuando

x = 6.7. A la derecha de este nfimero, la curva se localiza entre las rectas y =05 y

y = 0.7. Efectiie un redondeo y después

3xT—x—2 )
15 si  x>7 entonces —x;——-—i—-——— ~ 0.6 < 0.1
Sxf+4x + 1

0

FIGURA 17
En otras palabras, para ¢ = 0.1 puede elegir N = 7 (o cuaiquier otro mimero mayor) en

la definicion 7. I

1
EJEMPLO 13 Mediante la definicion 7 demuestre que lim — = 0.

x—rw X

018008 Dado & > 0, busca N tal que

<eE

. 1
si x>N entonces |— -0
X

Al calcular el limite podrfa suponer que x > 0. En tal caso 1/x < g &= x > 1/e.
Seleccione N = 1/e. De esa manera

. 1 1 1
si x>N=-—  entonces ‘——0‘=—<£
e x X



140 |]j| CAPITULO 2 LIMITESY DERIVADAS

De donde, segiin la definicion 7,

lir —1—=0

x—w X

En la figura 18 se ilustra la demostracién en la que se muestran algunos valores de e y
los valores correspondientes de N.

; e=01L .. g S
x \ 0 N=35 x

N=10 «x
\
i
11
\ |
i i
!
FIGURA 18 [}
Para finalizar, observe que se puede definir un limite infinito en el infinito como sigue.
y La representacién geométrica se proporciona en la figura 19.
y =M ;
L [9] DERNICION  Si fes una funcién definida en algiin intervalo (a, %). entonces
/ lim f(x) ==
X .
significa que para todo nimero positivo M hay un niimero positivo correspondiente
0 N N tal que
FIGURA 19 si x>N entonces flx)>M
lim f{xy=ro0

Definiciones similares son vélidas cuando el simbolo = se reemplaza con —. (Véase
ejercicio 70.)

12,6 | EJERCICIOS

1. Explique con sus propias palabras el significado de cada una de (d) Hm f(x) (&) Hm f{x)
las expresiones siguientes. e T

{a) Hm f(x) =35 (by lim f(x)=3 (f) Las ecuaciones de las asintotas.

(a) ¢ La grifica de y =

f(x) se puede intersecar con una asintota

1
vertical? ; Se puede intersecar con una asintota horizontal? [
Tlustre trazando graficas. p / /
(b) ;Cudntas asintotas horizontales puede tener la gréfica de N/ ]
v = f(x)? Trace gréficas para itustrar las posibilidades. / A1
1 X
3. Para la funcion f cuya grafica se ilustra, dé lo siguiente: [
(a) lim £(%) B Jim_f() (© lim f(x) I
a2 PR i I




4. Para la funcion g cuya grafica se ilustra, proporcione lo
siguiente:

(a) lim g(x) (b) lim g(x)

(c) lim glx) (d) lim g(x)
(ey lim_g(x) (f) Las ecuaciones de las asintotas.
’ il

[\
l /

nNZEERY

5-18 Dibuje el ejemplo de una funcién f gue satisfaga todas las
condiciones dadas.

5 /0 =0, fl=1, lim f{x) =0, fesimpar

6. lim f(x) =<, 1im flx} = —,

0" x>

lim f(x) = 1,
Jim f (x) =1

Al /0=~ I == lim 9 =0
lim f0) =, lim f(x) = ==

8. lim flx)=w=  lim £l =3, lim flg = =3

% f10) =3, M f0) =4, lim fl) =2,
s = e S = e e =
lim f(x) =3

10. 31‘n§ flx) = —o, 1fwnzc Sy =2, f(0) =0, fes par

@ 11. Determine el valor del 1imite

P ""'2
s
evaluando 1a funcién f(x) = /2 parax =0, 1,2, 3,4, 5,6, 7.
8.9, 10, 20, 50 y 100. A continuacién, utitice una grifica de f
para respaldar su conjetura.

a2, {2} Use una grifica de

ﬂﬂ=@—3)
X

para estimar el valor de 1im ... f(x) correcto hasta dos ci-
fras decimales

(b) Use una tabla de valores de f(x) para estimar el limite
hasta cuatro cifras decimales.

A2 a7
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13-14 BEvalte un limite y justifique cada etapa sefialando as pro-
piedades adecuadas de los limites.

32— x+ 4
13 i —— 14, 1
e 2% + 55 — 8 ek

12 — Sx + 2
1+ 4x% + 32°

15-3& Calcule el limite.

i S
B3 Jim 5 v 3 16. lim =
|~ =~ 2 - 3y?
17. lim ————— . Hm -
2 7 18 lm s
. x* + 5x 242
a9 lim ———— 20. lim —————
e — 7+ 4 R
4 + 5 x4+ 2
n. lim —4/——m—m— 22, lim ————
pradd (w* - 2)2u® - 1) i Oxt + 1
oAt —x YA SR
2. lim—— 24, lim ————
w0 ] L I e
[25) lim (VOx?* + x — 3x) 26. lim (x + VxT+ 2x)
27. lim (VX7 + ax — 2 + bx)
28. lim cos x
: -+ 3 + '.5
29. lim L,\J 30 tim VT + 1
x—= | = 7 by s
- 2x+3
31, tm (x° + x%) 32, Iim %
m il 5 242
33, fim < 34, lim an™ (0 — x*)
. A1 . 2
lim ——— lim tan ™ (" — x
35, lim (e™* cos x} 3. I(fn/]’r gt

(a} Estime el valor de

Iim (\/x2 +x+1+x

Pt

N

dibujando la funcién f(x) = a2 -+ x + 1 + x
(b) Use una tabla de valores de f{x) para conjeturar el valor del
[imite.

() Pruebe que su conjetura es correcta.

38. (a) Use una grifica de

F) = V32 +8x + 6 — 3T+ 3x + |

para estimar ef valor de Him._... f{x) hasta una cifra
decimal.

(b) Use una tabla de valores de f(x) para estimar el limite hasta
cuatro cifras decimales.

(c¢) Halle el valor exacto dei limite.
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39-44 Hallar las as{ntotas horizontal y vertical de cada curva. Si
tiene un dispositivo graficador, verifique su trabajo graficando la
curva y estimando las asintotas.

2x + 1 x4 1
9, y= 2o 80, y=—o
Wy="T3 L e

20 x| i+ 5
Jy=-—g—"7 2. y=——
Ak 3 i+ x—2 SN

X -x 26"

. V= 44, y == -
43 6By S ) e —5

S 45. Estimar la asintota horizontal de la funcién

31 + 50007
2+ 500« + FOOx + 2000

flx) =

mediante la grifica de fpara —10 < x <5 10. Después calcule
la ecuacidn de la asintota evaluando el limite. ;Cémo explica la
discrepancia?

4 46. (a) Grafique la funcidn

VA + 1

O ="37"3

;Cudntas asintotas horizontales y verticales observa? Use In
ordfica para estimar el valor de los Hmites

NFBGIE T Lo Wf2xt + 1

lim ———— |
_vlﬂ, v — 5 Yo, 3x— 35

{b) Calcular los valores de f{x), proporcione ¢stimaciones
numéricas de los limites del inciso {a).

{c} Calcular los valores exactos de los limites en el inciso (2)
obtenga el mismo valor o valores diferentes de esos dos
[imites [con respecto a su respuesta del inciso (a), tendrd
que verificar su célculo para el segando limite].

47. Encuentre una formula para una funcion f que satisfaga las

condiciones siguientes:

lim f(x) =0, lmflx)=—=, f2)=0.
lwn? flx) = o2, 151? flx) = —c=

43

Plantee una formula para una funcion cuyas asintotas verticales
sonx = 1 y x = 3 y asintota horizontal y == 1.

49-5% Determine los limites cuando x — o y cuando x — —%,
Utilice esta informacién junto con las intersecciones para conseguir
un eshozo de la grifica como en el ejemplo 11.

49, y= o — " 50 y=x%x+2x— D
51 y={(3 — x)(1 + x)%(1 — x)*

52 y =3 — 1Ax +2)

53. (a) Aplique el teorema de la compresion para evaluar
sen x

lim

X% X
(b) Grafique f(x) = (sen x)/x. ;Cudntas veces la gréifica corta
la asintota?

54. Por comportamiento al final de una funcién debe dar a :
entender una descripcién de 1o que sucede 2 sus valores cuando
x — @y cuando x —> —%,
(a) Describa v compare el comportamiento al final de las
funciopes

P) =32 — 57 + 2x Q) = 38

dibujando las dos funciones en los rectdngulos de visua-
lizacién [—2, 2] por [—2. 2] y [—10, 10] por {— 10000,
10000].

(b) Se dice que dos funciones tienen el mismo comportamiento
al final si su relacion tiende a 1 ceande x — . Demuestre
que Py Q tienen el mismo comportamiento al final.

Ei] Sean Py ( dos polinomios. Encuentre
P{x)
Olx)

si el grado de P es (a) menor que el grado de @ y (b) mayor
gue el grado de .

-

lim
X

56. Haga un boceto aproximado de la grifica de la curva y = ' (n
un entero) para los cinco casos siguientes:

(i) n=10
(iii) » >0, n par

(i1} 2 > 0, n impar

{iv) n <0, n impar

(v) a<<0,npar

Después use estos bocetos para encontrar los limites siguientes.

(a) lim x" (by Hm x"
—0* gy

(c) lim x" (d) Hm x"

P

Determine im,... f(x) si, para toda x > [,

10e* — 21 S+/%
e < fX) <
2 N

58. (a) Un depdsito contiene 5 000 L de agua pura. Se bombea
salmuera que contiene 30 g de sal por litro de agua al
depGsito a una proporcion de 25 L/min. Demuestre que
ta concentracidén de sal f minutos después (en gramos por
titro) es

30t

0=+

(b} ¢ Qué sucede con la concentracién cuando § —» «?

59. En el capitulo 9 se demosirard que, segiin ciertas hipotesis,
la velocidad #{r) de una gota de lluvia que cae, en el instante
1, e

wlf) = v(1 — e/

donde g es la aceleracion debida a 1a gravedad y v es la
velocidad rerminal de 1a gota de lluvia.
(ay Encuentre i ... v(f).
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(by Trace la grdfica de o(r) si 0% = L m/s y g = 9.8 m/s. (a) {Qué tan grande tenemos que hacer x para que
; Cudnto tiempo transcurre para que la velocidad de la gota 1/x* < 0.00017
de noua alcance el 99% de su velocidad terminal? {b) Al hacer r = 2 en el Teorema 5, tenemos la proposicidn
L]
. (a) Mediante el trazo de y = ™%y y = (.} en una pantalla }Tﬁ el 0

comiin, descubra cudnto tiene que aumentar x de modo que

e Y0 < 0.1,

Demuéstrela directamente aplicando ia Definicidn 7.

(b) ;Puede resotver el inciso (a) sin un aparato graficador? 6. (2) ;Qué tan grande tenemos que hacer x para que

. Mediante una grifica determine un niimero N tal que

2.7

1/+/x < 0.0001?
(b) Al hacer r = % en el Teorema 5, tenemos la proposicitn

. 1
3x% 4 1 lim —= =0
i ¢ > t — = 1.5} < 0.05 ey
si x>N  entonces T xd ] 1.5 v Al
Demuéstrela directamente aplicando la Definicién 7.
En el caso del limite |
67. Apligue la Definicion 8 para demostrar que lim — = 0.
VBT e
mTET 68. Demuestre mediante la Definicion 9 que lim x* = ==,
69. Mediante ia definicién 9 demuestre que
ilustre la definicién 7 mediante Ja determinacién de valores de
N que correspondena g =05y e = 0.1 lim ¢ = =
. Tlustre la definicidn 8 para el limite 76, Formule una definicidn exacta de
Jaxt 41 Iim fx} = —o
lim ———— = -2 i
e i Luego aplique su definicion para demostrar que
determinando valores de N que corresponden a & = 0.5y ifm (1 +xY)=—o=
g =01, L
71. Demuestre gue
. Tlustre la definicién 9 para el limite
lim f(x) = lfr(l)‘l‘f(l/f)
. 2x + 1 e -
e 1 y dim £(x) = lim £(1/9)
calcutando valores de N que comesponden a M = 100. si existen ios limites.

DERIVADAS Y RAZONES DE CAMBIO

El problema del hallazgo de la linea tangente a una curva y el problema del descubrimien-
to de la velocidad de un objeto, involucran el hallazgo de la misma clase de limite, como
se vio en la seccién 2.1. Esta clase especial de limite se denomina derivada y puede ser
interpretada como una razén de cambio en cualquiera de las ciencias o ingenieria.

TANGENTES

Si una curva C tiene la ecuacién y = f(x) y quiere hallar la tangente a C en el punto P(a, f(a)).
entonces considere un punto cercano Q(x, f(x)), donde x 5 g, y calcule Ia pendiente de la linea
secante PQ:

_ ) - f(@)

x—d

Mpg

En seguida, acerque @ a P a lo largo de la curva C, haciendo que x tienda a a. Si mpg
tiende a un nimero m, después defina la tangente t como la recta que pasa por P con
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pendiente m. (Esto equivale a decir que la recta tangente es la posicidn limite de la recta se-
Ofx, fx)) cante PQ cuando @ tiende a P. Véase la figura 1.)
fix) = fla) -
Plaflan z [T] DEFINICION La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) s la
recta que pasa por P con pendiente

m o= Hm _f(x) —f@
X X —a

cuando el limite existe.

En el primer ejemplo, se confirma la suposicién hecha en el ejemplo 1 de la sec-
cién 2.1.

EZ EJEMPLO | Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la pardbola y = ¥, enel
punto P{1, 1).

SOLUCION En este caso, @ == 1y f(x) = x%, de modo que la pendiente es

m = lim Ifm
x—iox - 1

x=»] X —

fO - F) o xP—
1

0 / X
FIGURA | g T DA D)
x—l x -1

=lim(x+1)=1+1=2

= Forma punto-pendiente para una recta que Con la forma punto-pendiente de la ecuacidn de una recta, se encuentra que una ecuacion
pasa por el punto (x,. y) con pendiente s de la recta tangente en (1,-1) es
y—yi=mlx — x}

y—1=2(x~ 1)} o bien y=2x -1 ]

A veces se hace referencia a la pendiente de la recta tangente a una curva ep un pun-
to como la pendiente de la curva en el punto. La idea es que si se acerca lo suficiente al
punto, la curva parece una linea recta. En la figura 2 se ilustra este procedimiento para la

f ==l Visual 2.7 muestra una animacion curva y = x* del ejemplo I. Entre mds se acerque, la pardbola més parece una recta. En
de [a figura 2. otras palabras, la curva casi se vuelve indistinguible de su recta tangente.
2 L5 1.1
{ r (
| |
l (L1 t (L1 L (L1
0 2 0.5L — 1.3 0.9 T Lt

FIGURA 2 Acercamiento hacia el punto {1, 1) sobre la pardbola y = »*

Existe otra expresion para la pendiente de la recta tangente que a veces es mas facil de usar.
Sifi=x — a,eneste caso x = ¢ + Ay asi la pendiente de la linea secante PQ es

fla + 1) — fla)

Hipg = h



Qla+ I, fla + 1y}

ol / / c;r (I‘;‘h X

FIGURA 3
x+3y—6=0

\ |
\0 ¥

FIGURA 4

posicién en el posicién en &l
instante instante
t=a t=a+h

l E

0 A S 5
fla+ I - fla)
f— flaj
p—— fla + iy ———
FIGURA 5

Qla + I, fla + h))

g = 10T ;2 - fa)

= velocidad promedio

FIGURA &
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(Véase la figura 3, donde se ilustra el caso i > Oy ( estd a la derecha de P. Sin embargo,
si b < 0, Q estaria a la izquierda de P.)

Advierta que, cuando x tiende a a, f2 1o hace a 0 {(porque i1 = x — q) y, de este modo, Ia
expresion para Ia pendiente de la recta tangente, que se da en la definicidn 1, se convierte en

(2] m = 1im St h—fl@

B h

EJEMPLD 2 Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la hipérbola y = 3/x, en el
punto (3, [).

SoLUCiON Sea f(x} = 3/x. Por lo tanto, la pendiente de la tangente en 3, 1) es

3 ] 3-0G3+h
+ ) — + + /
m = lim TAS Y~ fB) = ]im 3 h = lim —3--?—
=) I E—0 h PE=Yi) I
’ —h lim 1 1
= Hm ——— == - = ——
I YE NI R U i S 3

En consecuencia, una ecuacién de la tangente en el punto (3, 1) es
y 1=~ 3)
la cual se simplifica hasta x+3y—6=0

En la figura 4 se muestra la hipérbola v su tangente. ]

YELOCIDADES

En la seccidn 2.1 se investigd el movimiento de una pelota que se dejé caer desde la To-
rre CN y se definid su velocidad como el limite del valor de las velocidades promedio
sobre periodos cada vez mds cortos.

En general, suponga que un objeto se mueve a lo largo de una lfnea recta, de acuerdo
con una ecuacién del movimiento s = f(¢), donde s es el desplazamiento {distancia directa)
del objeto respecto al origen, en el instante ¢. La funcién f que describe el movimiento se
conoce como funcion de posicion del objeto. En el intervalode r = a hastar = a + h, el
cambio en la posicidn es fla + k) — fla). (Véase la figura 5.) La velocidad promedio en
este intervalo de tiempo es

desplazamiento _ fla + h) — fla)
tiempo h

velocidad promedio =

que es lo mismo que la pendiente de la secante PQ en la figura 6.

Suponga ahora que calcula las velocidades promedio sobre lapsos [, a + i mas y mds
cortos. En otras palabras, haga que & tienda a 0. Como en el ejemplo de la pelota que cae,
se definié la velocidad (o velocidad instantdnea) v(a) en el instante f = o como el limite
de estas velocidades promedio:

) = 1im LD = 1@

b0 h
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Esto significa que la velocidad en el instante 1 = @ es igual a la pendiente de la linea tan--
gente en P. (Compare las ecuaciones 2 y 3.}
Ahora que sabe calcular limites, vuelva a considerar el problema de la pelota que cae.

B2 EJEMPLO 3 Suponga que se deja caer una pelota desde la plataforma superior de
observacion de la Torre CN, 450 m sobre el nivel del suelo.

(a) ;Cudl es la velocidad de la pelota después de 5 segundos?

(b) ;Con qué velocidad viaja cuando choca contra el suelo?

Recuerde que en la seccion 2.1 vimos que soLyCiol Necesita hallar 1a velocidad cuando ¢ = 3 y cuando la pelota golpea el suelo,
la distancia {en metres] que recorre la pelota de tal manera, que es eficaz iniciar la bisqueda de 1a velocidad en un tiempo comtn
que cae una vez que transcurren ¢ sequndos _ . .. m _ 5 .
o5 4.97 t = a. Empleando la ecuacién de movimiento s = f(#) = 4.9+, tiene
. fla+ k) — fla _ 49(a + h)?* — 4947
v(g) = lim ———————— = lim
B0 h =0 h
o 49’ + 2ah + 17— a?) _ 4.9Qah + h?)
= lim = |im
i h B h
= ilf]'k’(l) 4.92a + h) = 9.8¢
{(a) La velocidad después de 5 s es 3(5) = (9.8)(5) = 49 m/s.
(b) Como la plataforma de observacién estd 450 m sobre el nivel del suelo, la pelota
chocari contra el suelo en el instante £, cuando s(r)} = 450; es decir,
4.911 = 450
Esto da
, 450 450
t=—" = qf—— =965
T4 YOO 49
. Por lo tanto, la velocidad de la pelota cuando choca contra el suelo es
450
o(r)) = 9.8 = 9.8 4 j—— = 94 m/s o
4.9
DERIVADAS
Ha visto que surge la misma clase de limite en la biisqueda de la pendiente de una linea
tangente (ecuacién 2) o la velocidad de un objeto {ecuacién 3). En realidad, los limites de
la forma
. fla+ k) — fla)
lim ——————
B0 ]
surgen cuando calcula una razén de cambio en cualquiera de las ciencias o en ingenieria,
tal como la velocidad de reaccién en quimica o un costo marginal en economia. Ya que
esta clase de 1fmite sucede, muy seguido, se proporciona un nombre y notacién especial.
DEFINICION La derivada de una funcién f en un niimero «, se indica
mediante f'(a), es
& f'(«) se lee “f es fundamental de a”. Ka + hY — fla
ey = tim 2O~ F@)
li e h
si este limite existe.




FIGURA 7
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St escribe x = a + £, en tal caso, tiene 1 = x — a y /i se aproxima a 0 si y sdlo si x se
aproxima a ¢. En consecuencia, una manera equivalente de establecer la definicién de la
derivada, como se menciond en la bdsqueda de lineas tangentes, es

Fla) = 1 L =1 f (a)

R ] B

i% EJEMPLO 4 Hallar la derivada de la funcion f{(x) = »* — 8x + 9 en el nimero a.

S0LUCION De la definicidn 4 se tiene

fla+h) ~ fla)

fla) = lim .
i fla+hyY —8a-+h+9]—-[a— 8 + 9]
fll—l;r(!) f?
L @ F2ah+ 1P -8 —81+9—a +8—9
= Iim
Jra (3 ]1
Qah + ¥ — 8
= lim LI Iim(2a+h—8)
=0} h Rt
=2a— 8§ .

Defina la linea tangente a la curva y = f(x) en el punto P(a, f(a)) como la linea que
pasa a través de P y tiene pendiente m, proporcionada por la ecuacion | o 2, ya que,
mediante la definicidn 4, es la misma que la derivada f'(a), ahora puede decir lo si-
guiente.

La linea tangente a y = f(x) en (a, f{a)) es la linea a ravés de (o, fla)) cuya pendiente
es igual a f"(@), la derivada de fen a.

Si usa la forma punto pendiente de la ecuacién de una linea, puede escribir una ecua-
cién de la linea tangente a la curva y = f{x} en el punto (g, f{a)}:

- fla) = fla)x — a)

E7 EJEMPLO 5 Halle una ecuacidn de la linea tangente a la pardbola y = x* — 8x + 9en
¢l punto (3, —6).

soLuaiéit Del ejemplo 4 sabe que la derivada de f(x) = x* ~ 8x + 9 en el nimero
aesf'(a) = 2a — 8. En consecuencia la pendiente de 1a linea tangente en (3, —6) es
F(3) = 2(3) — &8 = —2. En estos términos, una ecuacién de fa linea tangente, se
muestra en Ia figura 7, es

£

y - (_6) = (_2)(JC - 3) o bien y= -2y

RELACIONES DE CAMBIO

Suponga que y es una cantidad que depende de otra cantidad x. Asi, y es una funcién de x
y escriba y = f(x). Si x cambia de x; a x5, por lo tanto el cambio en x (también conocido
como incremento de x) es

Ay =1 — x|
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Qxa flxa))
¥ /

razén promedio de cambio == nip,

razon instantdnea de cambio =
pendiente de la tangente en P

FIGURA 8

¥

Zi

FIGURA ¢

Los valores de y cambian con rapidez
en Py con entitud en @

y el cambio correspondiente en y es

Ay = fla) — flx:)

El cociente de diferencias

Ay flx) = flx)

Ax Xs — X

se [lama razén de cambio promedio de y con respecto a x en el intervalo [x), xa] v se
puede interpretar como la pendiente de la linea secante PQ de Ia figura 7.

Por analogia con la velocidad, considere la relacién de cambio promedio en intervalos
cada vez mds pequefios haciendo que x» tienda a x; y, por lo tanto, al hacer que Ax tienda
a (. El lfmite de estas relaciones de cambio promedio se llama razén (instantanea) de:
cambio de y con respecto a x en x = 1, lo cual se interpreta como la pendiente de la tan-
gente a la curva y = f(x) en P{x, flx)):

Ay x) — flx
(6] razén de cambio instantdnea = Hm —> = lfm ) = flo)
Ax-( Ax X3mrxy X2 ™ X,

Reconocer este limite como la derivada f'(x)).
Sabe que una interpretacion de la derivada f'(a) es como la pendiente de la tangente a
la curva y = f(x} cuando x = a. Ahora tiene una segunda interpretacion:

La derivada f'(@) es Ia razén de cambio instantinea de y = f{x) con respecto a x
cuando x = a.

El enlace con la primera interpretacion es que si dibuja la curva vy = f{x), a conti-
nuacién la razon de cambio instantdnea es la pendiente de la tangente a esta curva en
el punto donde x = a. Esto significa que cuando la derivada es considerable (y en con-
secuencia, la curva es escarpada, como en el punto P de la figura 9), los valores y cam-
bian ripidamente, Cuando Ja derivada es pequefia, la curva es relativamente plana y el
valor de y cambia lentamente.

En particular, si s = f(#) es la funcién posicién de una particula que se traslada a 1o
Targo de una Iinea recta, después f'{a) es la razén de cambio del desplazamiento s con
respecto al tiempo 1. En otras palabras, f'(a¢) es la velocidad de la particula en el tiempo
t = a. La rapidez de la particula es el valor absoluto de la velocidad, es decir, | f'(a}|.

En el siguiente ejemplo se analiza el significado de la derivada de una funcién que
es definida verbalmente.

1 EJEMPLO & Un fabricante produce un rollo de un tejido con un ancho fijo. El costo de
producir x yardas de este tejido es de € = f(x) délares.

(a) ¢Cudl es el significado de la derivada f'(x)? ; Cudles son sus unidades?

{b) En términos pricticos, ;qué significa decir qué f'(1000) = 9?

{c) ¢Qué le hace pensar que es grande, f'(50) o bien £(500)? ;Qué hay con respecto a
F1{5000)?

SOLUGHGH

(a) La derivada f'(x} es la razdn de cambio instantdnea de C con respecto a x, es de-
cir, f'{x) significa la razén de cambio del costo de produccidn con respecto al niimero
de yardas producidas. (LLos economistas llaman a esto rapidez de cambio del costo
marginal. Esta idea se analiza con mis detalle en las secciones 3.7 y 4.7.)
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Porque

) = tim 2C
Sl = lim —=
Ias unidades para f'(x) son las mismas que las unidades para el cociente de diferencia
AC/Ax. Ya que AC se mide en ddlares y Avx en yardas, por lo que las unidades para f(x)
son délares por cada yarda.
(b} El enunciado de que f'(1000) = 9 significa que, después de fabricar 1000 yardas de
tejido, la cantidad a la cual se incrementa el costo de produccidn es de 9 ddlares/yarda.
(Cuando x = 1000, C se incrementa 9 veces tan rdpido como x.)
Ya que Ax = 1 es pequeflo si se le compara con x = 1000, podria usarse la apro-
ximacién

= En este caso suponga que la funcidn costo se
condtee bien, en otras palabras, Clx) no osciia F(1000) ~ AC _ AC AC
ragidamente cerca de x = 1000. -

I

y decir que el costo de fabricacién de la yarda 1000 (o de la 1001) es de casi 9 dé-
lares.

{c) La proporcidn a la cual se incrementa el costo de produccién (por cada yarda) pro-
bablemente es inferior cuando x = 500 que cuando x = 50 (el costo de fabricacidn de la
yarda 500 es menor que el costo de la yarda 50) debido a la economia de proporcidn. (El
fabricante hace mas eficiente el uso de los costos de produccidn fijos.) De manera que

J'(50) > F(500)

Pero, como se expande la produccién, el resultado de la operacién a gran escala serd de-
ficiente y con eso los costos de horas extras de trabajo. En estos términos es posible que
la proporcién de incremento de costos por Uliimo aumentardn. De este modo, es posi-
ble que suceda

F(5000) = £/(500) 3

En el ejemplo siguiente estimard la proporcidn de cambio de la denda nacional con
respecto al tiempo. En este caso, la funcién no se define mediante upa férmula sino me-
diante una tabla de valores.

, D 59 EIEMPLG 7 Sea D(1) la deuda nacional de Estados Un-idos en el tiempo 1. Lz} tabla en
el margen proporciona valores aproximados de esta funcién siempre que se estime a fin
1980 9302 de afio, en miles de millones de ddlares, desde 1980 hasta 2000. Explique y juzgue el
1983 1945.9 valor de D'(1990).
1990 32333
1495 4974.0 SOLUCION La derivada D'(1990) significa que la razén de cambio de [J con respecto a ¢
2000 5674.2 cuando t = 1990, es decir, la proporcién de incremento de la deuda nacional en 1990.

De acuerdo a la ecuacién 5,

, .. D — D(199%0)
D(1990) = rE;rg)lqu r— 1990

Asf calcule y tabule los valores del cociente de diferencia (la razén de cambio promedio)
cOmo sigue.

D(ny — DI9YG)
£ = 1990

1980 23031
1985 25748
1995 348.14
2000 244.09
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= UNA HOTA SOBRE HIHICADES

Las unidades de la razon de cambio promedio
AD/A ¢ son as unidades de AD divididas entre
tas unidades de A, o sea, de dolares por cada
afio, La razén de cambio instantdnez es el limite
de la razon de cambio promedio, de este modo,
se mide en las mismas unidades: miles de
millones de ddlares por cada afio.

A partir de esta tabla se ve que D'(1990} se localiza en alguna parte entre 257.48 y
348.14 miles de millones de délares por cada afio. [En este caso, estd haciendo la supo.
sicién razonable de que la deuda no fluctuard de manera errdtica entre 1980 y 2000.] 8¢
estima que la proporcion de incremento de la deuda nacional de Estados Unidos en 1990
fue el promedio de estos ntimeros, especificamente

D'(1990) = 303 miles de millones de délares por cada afio

Otro método seria una grafica de la funcidn deuda y valorar la pendiente de la linea

tangente cuando t = 1990.

En los ejemplos 3, 6 y 7 aparecen tres casos especificos de razones de cambio: 1a ve-
locidad de un objeto es la razdn de cambio del desplazamiento con respecto al tiempo;
el costo marginal es la razén de cambio del costo de produccién con respecto al niimero
de articulos producidos; la razdn de cambio de la deuda con respecto al tiempo es de in-
terés en economia. En este caso, es una muestra pequefia de otras razones de cambio: En
fisica, 1a razdén de cambio de trabajo con respecto al tiempo se le denomina peorencia. Los
quimicos quienes estudian una reaccidn quimica estdn interesados en la razén de cambig
de la concentracion de un reactivo con respecto al tiempo {denominada velocidad de
reaccion). Un bi6logo se interesa en la relacién de cambio de la poblacién de una colo-
nia de bacterias con respecto al tiempo. De hecho, el cdlculo de razones de cambio es
importante en todas las ciencias naturales, en la ingenieria e, incluso, en las ciencias so-
ciales. En la seccion 3.7 se dardn més ejemplos.

Todas estas razones de cambio se pueden interpretar como pendientes de tangentes. Estc
le confiere un significado adicional a la solucién del problema de la tangente. Siempre que
resulva problemas en que intervienen rectas tangentes, no resulve sélo un problema de geo-
metria. También resuelve implicitamente una gran variedad de problemas de la ciencia y la
ingenierfa en que intervienen razones de cambio.

2.7

EJERCICIOS

5~8 Encuentre una ecnacién de la tangente a la curva en el punto
dado.

1. Una curva tiene la ecuacidn v = f(x).
(a) Escriba una expresién para la pendiente de la recta secante

que pasa por los puntos P(3, f(3)) y Q(x, flx)).

{b) Escriba una expresidn para la pendiente de la recta y = LE, (3,2) 6. y=22" - 5x, (—1,3)
tangente en P. x=2 N
Fod . . . - .z X
2. Dibuje la carva ¥ = ¢* en los rectdngulos de visualizacién v=1x, (1,1 8 y= m’ {0,0)

[=1, 1] por [0, 2], [-0.5, 0.5] por {0.5, 1.5] y [~0.1, 0.1] por
[0.9, 1.1]. ;Qué advierte acerca de la curva conforme hace un
acercamiento hacia el punto (0, 1)?

(a) Determine la pendiente de la tangente a la curva
y =73+ 4x* — 2x" en el punto donde x = 4.

3. (a) Halle la pendiente de la linea tangente a la pardbola . .
(@) P e P (b} Determine las ecuaciones de las tangentes en los puntos

r=4dx — A enel punto (1,3
y puato {1, 3) 3 (L5)y (2.3).
(i)} usando la definicién ! (ii) usando la ecuacion 2 = .
L. an (¢) Grafique la curva y ambas tangentes en una misma
(b) Encuentre una ecuacidn de la recta tangente del
. pantalla.
inciso {a).
{c) Dibuje la pardbola y Ia tangente. Como verificacién de su 10. (2) Determine la pendiente de la tangente a la curva y = 1/x

trabajo, haga un acercamiento hacia el punto (I, 3) hasta
que la pardbola y Ia tangente sean indistinguibles.

4, {a) Encuentre la pendiente de la tangente a la curva
¥y =x — x enel punto (1, 0)
{i} usando la definicidn | (it) usando la ecuacién 2
{(b) Halle una ecuacién de la tangente del inciso (a).
| (c) Dibuje la curva y 1a tangente en rectdngulos de visualizacion
cada vez mis pequeiias centradas en (1, 0) hasta que parezcan
coincidir [a curva y la recta.

en el punto donde x == a.
(b) Plantee las ecuaciones de las tangentes en los puntos

(1, Dy (43).
s (c) Grafigue la curva y las tres tangentes en una misma
pantalia.

11. (a) Una particula inicia moviéndose a la derecha a lo largo de
una linea horizontal; se muestra la gréfica de su funcién
de posicion. ;Cudndo se mueve la particula a la derecha?
;Cudéiado a la izquierda? ;Cusndo permanece inmévil?



(b) Dibujé una gréifica de la funcién velocidad.

5 (metros)
4

0 2 4 6

f (segundos)}

12. Se muestran las grificas de las funciones de posicién de
dos competidoras, A y B, quienes conipiten en los 100 m y
terminan €n empate.

(metros)
8¢ 'y
40 |
B
-
0 4 8 12 ¢ (segundos)

(a) Relate y compare como desarrollaron la competencia.

(b) ;En qué momento la distancia entre las competidoras es la
mds grande?

{c} ¢En qué momento tienen fa misma velocidad?

g Si una pelota se lanza al aire hacia arriba, con una velocidad
de 40 ft/s, su altura {en fi) una vez que transcurren 7
segundos, estd dada por ¥ == 40 t — 16+, Encuentre la
velocidad después de ¢ = 2.

14. Si se lanza una roca hacia arriba en el planeta Marte con
una velocidad de 10 m/s, su altura {en metros) después de
t segundos se conoce por H = 10r — 1.861%.
(a) Halle la velocidad de la roca después de un segundo.
(b} Halle la velocidad de la roca cuando 1 = a.
{¢) ;Cudndo incidird en la superficie la roca?
{d) ;Con qué velocidad la roca incidird en la superficie?

15. El desplazamiento (en metros) de una particula que se mueve
en linea recta estd dado por la ecuacidn del movimiento
s = 1/¢*, donde t se mide en segundos. Halle la velocidad de

la particula en los instantes t =@, t = |, r =2y ¢ =13.

16, El desplazamiento (en metros) de una particula gue se mueve
“  en linea recta estd dado por s = £ — & + 18, donde f se mide
" en segundos
(a) Encuentre la velocidad promedio en cada intervaloe de tiempo
(i) [3,4] (i) {35, 4]
(i) {4, 5] {iv) [4. 4.5]

(b) Halle la velocidad instantinea coando f = 4.

{c) Dibuje la grifica de s como funcién de ¢ y trace las rectas
secantes cuyas pendientes son las velocidades promedio del
inciso (a) y la recta tangente cuya pendiente es la velocidad

- instantdnea del inciso (b).

' Se proporciona la grifica de la funcién g, reordene los nimeros
Sagmentes en orden creciente y explique su razonamiento.

0 g'{-2) g© g2 g4
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(a} Halle una ecuacion de la linea tangente a la grafica de
y=glx)enx=35sig(5) = ~3yg'(5) =4
(b) Sila linea tangente a y = f(x} en (4, 3) pasa a través del
puato (0. 2}, halle f(4) y f'(4).

Dibuje la grifica de una funcidn f para la cual f(0) =
FO=3/(=0yf(2) = -1

20. Dibuje la grifica de vna funcién g para la que g(0) = g'{0) =0,
gi-D=—Lg(1)=3yg'2)=1.

21. Sif(x) = 3x® — 5x, halle £(2) y utilice esto para hallar una
ecuacién de la linea tangente a la pardbola y = 3x7 — Sxenel
punto (2, 2).

halle g'{(}) y utilice esto para hallar una

22. Sigly) =1 — x%,
1 —-x*enel

ecuacion de ia linea tangente a la curvay =
puato (0, ).

{(a) Si F(x) = 3x/(I + &7, halle F'(2) utilice esto para
hallar una ecuacidn de la linea tangente a la curva
y = 5x/(1 + x*) en el punto (2, 2).
N (b) Ilustre ef inciso (a) graficando la curva y la linea
tangente en la misma panialla.

4. (2) Si G(x) = 4x* — x*, hajlar G'{@) utilice esto para
encontrar una ecuacién de la linea tangente a la curva
y = 4x* — x% en los puntos (2, 8) y (3, 9).
£ (b) Tlustre el inciso (a) mediante la grifica de lacurva y la
linea tangente en la misma pantalla.

25~36 Hallar f'().

25, flx) =3 — 2x + 457 26, f(f) = +* — 51

2+ | SR
7] () = = B. [l ="
9. flx) = 30. flx) = 3x+ 1

x+ 2

31~36 Cada limite representa la derivada de alguna funcidn fen
algtin ndmero a. Presente en cada caso las fy a.

FEE L J1e+h -2
R I T Ll it 32, jfmY—— 22
N e h b0 I
/
- 2% — 32 tanx — |
fj' = 3. Hm ———
33 !l—ﬂé x5 xr}"rf-l X — ’.'T/4

Prr—-2
-1

cos{r + 1'1) + 1

- Jim

36. Ein?
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37-38 Una particula se traslada 4 lo largo de una Iinea recta con
ecuacion de movimiento s = f{1}, donde s se mide en metros y f en
segundos. Halle la velocidad y la rapidez cuando ¢ = 3.

37. f{r) = 100 + 50t — 4.9¢* 3. f) =1 —1

Se coloca una lata tibia de gaseosa en un refrigerador frio.
Grafique la temperatura de la gaseosa como funcidn del
tiempo. ;La razén de cambio inicial de la temperatura
es mayor o menor que la relacién de cambio después de
una hora?

40. Se saca un pavo asado del horno cuando su temperatura ha
alcanzado 183°F y se coloca sobre la mesa de un cuarto
donde la temperatura es de 75°F. En Ia grifica se muestra
como disminuye la temperatura del pavo y, finalmente, tiende
a la temperatura del cuarto. Por medio de la medicién de la
pendiente de la tangente, estime la razén de cambio de
la temperatura después de una hora.

T (°F)
200

F
-

106 =

0 30 60 90 120 150 ¢ (minm)

41

La tabla muestra el porcentaje estimado P de Ia poblacidn
de Europa que utiliza teléfono celular. (Se proporcionan
estimaciones semestrales.)

Ane | 1998 F 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003

P 28 39 5 08 77 83

L

(a) Halle la razdn de crecimiento promedio de celulares
(i) de 2000 a 2002 (i) de 2000 a 2001
(iit) de 1999 a 2000
En cada caso, incluya las unidades.

(b) Estime la razdn de crecimiento instantinea en 2000
tomando el promedio de dos relaciones de cambio
promedio. ;Cudles son sus unidades?

(c¢) Bstime la razén de crecimiento instantdnea en 2000
midiendo la pendiente de la tangente.

42. En la tabla se proporciona el niimero N de establecimientos
de una popular cadena de cafeterfas. (Se dan los niimeros de
establecimientos al 30 de junio.)

Aflo 1998 1999 20060 2001 2002

N 1886 2135 350t 4709 5886

{a) Determine la tasa media de crecimiento
(i) desde 200022002 (i) desde 2000 a 2001
(i) de 1999 & 2000
En cada caso incluya las unidades.

(b) Estime la razén de crecimiento instantinea en 2000
considerando el promedio de dos relaciones de cambio
promedio. ;Cudles son sus unidades?

(¢) Estime fa razén de crecimiento instantinea en 2000
midiendo la pendiente de una tangente.

El costo (en délares) de producir x unidades de cierto articulo es

Clx) == 5000 + 10x + 0.05x"

(a) Encuentre ia razén de cambio promedio de C con
respecto a x, cuando se cambia el nivel de produceidn:
(i) dex = 100ax = 105
(i) dex=100ax= 101

(b) Halle ia razén de cambio instantdnea de C con respecto a
x, cuando x = 100. {(Esto se conoce como costo marginal.
En la seccidn 3.7 se explica su significado.)

44. Si un tanque cilindrico contiene 100 000 galones de agua que
se pueden drenar por el fondo del depésito en 1 h, la ley de
Torricelli da el volumen V del agua que queda después de ¢
minutos como

f 2
= I-—= <r=
Viry = 100 000( 60) 0=+r=60

Encuentre la rapidez con que fluye ¢l agua hacia afuera del
tanque (la razén de cambio instantdnea de V con respecto

a 1) como funcién de ¢. ;Cudles son sus unidades? Para los
instantes + = 0, 10, 20, 30, 40, 30 y 60 min, encuentre el gasto
vy la cantidad de agua que queda en el tangue. Resuma sus
hallazgos en una oracidn o dos. ;En qué instante el gasto es
mixime? ;Cudndo es minimo?

El costo de producir x onzas de oro a partir de una mina de oro

reciente es C = f{(x) dblares.

(a) ;Cudl es el significado de la derivada f'(x)? ;Cudles son sus
unidades?

(b) ;Qué significa enunciar £'(800) = 177

(c) ;Los valores de f'{x) se incrementardn o disminuirin en
corto tiempo, cudl es su opinidn? ;Y a largo plazo?
Explique.

46. El niimero de bacterias después de ¢ horas en un experimento de

taboratorio controlado es & = f(1).

(a) ;Cudl es el significado de la derivada f'(5)? ;Cudles son sus
unidades?

(b) Considere que existe una cantidad de espacio y nutrimentos
para la bacteria. ;Cudl es mayor f{5) 0 f(10)? Si
se limita el suministro de nutrimentos, ;afectaria su
conclusion?

Sea T(#) Ia temperatura {en °F) en Dallas ¢ horas después de la
medianoche el 2 de junio de 2001. La tabla musstra los valores de
esta funcién registrada cada dos heras. ; Cudl es el significado
de T'(10)7 Estime su valor.

T 3 73 70 69 72 81 3 93

[&
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48. La cantidad (en libras) de un café que es vendido por una
compaiifa en un precio de p délares por cada libra es
0= 1)
{n) ;Cuil es el significado de la derivada f'{8)? ; Cudles son sus
unidades?
{b) ¢f'(8) es positiva o negativa? Explique.

49, La cantidad de oxigeno que se puede disolver en agua depende de
la temperatura del agua, (De esa manera la polucidn térmica
induce el contenido de oxigeno en el agua.} La grifica muesira
cémo varfa la solubilidad § de oxigeno como una funcién de la
temperatura del agua 7.

(1) ;Cudl es el significado de la derivada §'(7)? ¢Cuiles son
sus unidades?
(b} Bstime e interprete et valor de S'(16).

N
{mg/L)
161

121
8+

4..

0 8§ 16 24 32 40 T(O)

Adaptada de Eavionmentol Science: Science: Living VWithin iha System of Nature,
2d ed,; por Charles E. Kupchella, © 1989, Reimpreso, por autoriza-
cidn de Preatice-Hall, Inc. Upper Saddie River, NJ.

50. La grafica muestra la influencia de la temperatura T
en la rapidez mdxima sostenible de nado del salmén
Coho.
(a) ;Cudl es €l significado de la derivada §'(T)? ;Cudles son
sus unidades?
(b) Estime los valores de $'(15) y $'(23) e interprételos.

S
{cm/s)
201

0 10 20 T(°C)

51=52 Establezca si existe f(0}.

1 .
@j:]f(x}= xsen:f si x# 0
0 six=10

) | .
52 fn) = x“sen; six#0
0 si x=20

METODOS ANTICIPADOS PARA LA BUSQUEDA DE TANGENTES

La primera persona en formular explicitamente las ideas de los limites y derivadas fue Isaac
Newton, en la década de 1660. Pero Newton reconocid: “Si he visto mds lejos que otros hombres,
es porque he estado parado sobre los hombros de gigantes.” Dos de esos gigantes fueron Pierre
Fermat (1601-1665) y el maestro de Newton en Cambridge, Isaac Barrow (1630-1677). Newion
estaba familiarizado con los métodos que estos hombres habfan aplicado para hallar rectas
tangentes y los métodos de ambos tuvieron que ver con la formulacion final del cilculo a la

que llegd Newton.

Las referencias siguientes contienen explicaciones de estos métodos, Lea una o varias y escriba
un informe en que compare tos métodos de Fermat o de Barrow con los métodos modernos. En
particular, aplique el método de la seccién 2.7 para hallar una ecuacién de la recta tangente a la
curva y = x° -+ 2x en el punto (1, 3) y muestre cémo habrian resuelto Fermat o Barrow ¢l mismo
problema. Aunque usted usé derivadas y ellos no, sefiale las semejanzas entre los dos métodos.

1. Carl Boyer y Uta Merzbach, A History of Mathematics (Nueva York: Wiley, 1989),

pp- 389, 432.

2, C.H. Edwards, The Historical Development of the Calculus (Nueva York: Springer-Verlag,

1979), pp. 124, 132.

3. Howard Eves, An Introduction to the History of Mathemarics, 6a. ed. (Nueva York: Saunders,

1990), pp. 391, 393.

4. Morris Kline, Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Nueva York: Oxford
University Press, 1972), pp. 344, 346.
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2.8| LA DERIVADA COMO UNA FUNCION

En la seccion anterior considerd la derivada de una funcidén fen un nimero fijo a:

[l () = lim fla + h) — fla)

=0 h

Ahora cambie su punto de vista y haga que el nimero a varie. Si en la ecuacion | reem. |
plaza a con una variable x, obtiene

flx + h) — flx)

z = iy £

Dado cualguier ndmero x para el coal este limite exista, asigne a x el nimero f'{x). De mo-
do que considere f' como una nueva funcién, llamada derivada de f'y definida por medio
de la ecuacion 2. Sabe que el valor de f* en ., f'(x}, se puede interpretar geoméiricamente
como la pendiente de la recta tangente a la grifica de fen el punto (x, fx)).

La funcidn f' se conoce como derivada de f. porque se ha “derivado™ de f por medio de
la operaci6n de hallar el limite en la ecuacién 2. El dominio de f* es el conjunto {x | f'(x)
existe} y puede ser menor que el dominio de f.

EJEMPLO | Enla figura 1 se muestra la grifica de una funcion £, Usela para dibujar la
derivada f".

y=flx

FIGURA 1

SOLUCIOK Puede estimar el valor de la derivada, en cualquier valor de x, trazando
la tangente en el punto (x, f{x)) y estimando su pendiente. Por ejemplo, para x = 5,
trace a tangente en P de Ia figura 2{a) y estime su pendiente como alrededor

de 2. por tanio, (5) = 1.5. Esto permite situar el punto P'(5, 1.5) en la gréfica de
f' directamente debajo de P. Si repite este procedintiento en varios puntos,
obtiene la grifica que se muestra en la figura 2(b). Advierta que las tangentes

en A, By C son horizontales, de modo que la derivada es 0 allf y la gréfica de £
cruza el eje x en los puntos A', B' y €', directamente debajo de A, By C. Entre A
y B, las tangentes tienen pendiente positiva, por lo que f'(x) es positiva alli. Pero
entre By C, las tangentes tienen pendientes negativas, de modo que f'(x} es
negativa alli.
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« Visual 2.8 mugstra una animacion de
1a figura 2 para diferentes funciones. @

y
P'5,1.5)
14 y=7fx
A , B C! , ‘
0 1 35 by
FIGURA 2 {b) 0

EJEMPLO 2
(a) 8i f(x) = x* — x, encuentre una férmula para f'(x).
(b) Tlistrela comparando las grificas de fy f'.

soLucion

{(a) Cuando se usa la ecuacién 2 para calcular una derivada, hay que recordar que la va-
riable es /1 y que x se considera temporalmente como una constante, durante el célculo
del limite.

(x + ) — flx +hP ~(x+ )] =[x —x
F0) = i LEER ZSD e [+ 8 — (x + )] = [x° — 4]
N>} h I =0 It
XM AR —x—h -2+
= Iluljrlll h

3+ 3xh B ; )
=j11'n}} * )'; ! ?=fh’1r[1)(3x‘+3xh+!rz— =13x"—1
i — H i
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(b) Use un aparato para trazar las grificas de fy £ de ia figura 3. Advierta que f'(x) = 0
cuando f tiene tangentes horizontales y que f'(x) es positiva cuando las tangentes tienen
pendientes positivas. De modo que estas gréificas sirven como comprobacion de nuestra ™
solucidén del inciso (a).

2 2
- , |

WZE 2 -2 \/ éz
- E L | L ?

EJEMPLO 3 Si f(x) = +/x, encuentre la derivada de f. Establezca el dominio de f'.

SOLUCION
. . flx R - RV N
fly=lim——— = liIm———
LRI h fi=>0 fz
Agqui racionalice el numerador. = lim x+h - -\/: . Jx+ I+ \[{
P h N
v it (x+h) —x y 1
= lim = lim ——————7
h—t h.(\/x +h+ \/;) b0 Jx + b+ Jx
- [ 1
" Ve 2V
0 i ' Observe que f'(x) existe si x > 0, de modo que el dominio de f* es (0, =). Este es menor
que el dominio de £, el cuat es [0, o), O
(a) flvr= \f,\‘
Compruebe que el resultado dei ejemplo 3 es razonable observando las grificas
v
' de fy f" en la figura 4. Cuando x estd cerca de 0, v/x estd cerca de 0, por lo tanto,
fley=1/ (2 ﬁ) es muy grande y esto corresponde a las rectas tangentes empinadas
] cerca de {0, 0) de la figura 4(a) y a los valores grandes de f'(x) justo a la derecha de 0 en
la figura 5(b). Cuando x es grande, f'(x) es muy pequefio y esto corresponde a las rectas
g . tangentes mAis aplanadas en la extrema derecha de la grifica de f'y la asintota horizontal
: de la grafica de f.
|
() fhiny=— i—x
2 EJEMPLO 4 Encuentre f' si f(x) = 7o
x
FIGURA 4 .
SOLBCION
1 - {x+h) 1=«
, o flx+h) —Flx) 24+ x+R 24x
F{x) = Hm = Hm
Y / frs () h
I (l=x-m2Z+x)~{l -2 +x+h
= I{m
Py A2 + x + {2 + x)
= x—2h—x—-xh)—(2—-x+h—x*— xh)
= |fm
B0 a2+ x+ )2+ x)
I —3h it -3 3 -
= lfm = lfm = - 3
=0 h(2 +x + B2+ ) w—0 (24 x + B2 4 x) (2 +x)?
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OTRAS NOTACIONES

B,

gottfried Wikhelm Leibniz nacid en Leipzig,
en 1646, y estudid leves, teologia, filesofia y
matematicas &n la universidad de alli, Chiuvo el
grado de bachiller a los 17 afios. Despugs de
jograr su doctorada en leyes a la edad de 20,
ingresd ai servicio diplomatico y pasé

la mayor parte de su vida viajando por las
capitales de Europa, en misiones diglomaticas.
En particular, trabajd para conjurar una
amenaza militar francesa contra Alemania

@ intentd reconciliar las iglesias catélica v
protestante.

Su estudio serio de las mateméticas no se
rcio sing hasta 1672, cuando se encontraba
an una mision diplomatica en Paris. Alli
construyd una maguina para realizar eélculos
y 5e encontrG con cientificas, como Huygens,
quienes dirigieron su atencion hacia los
desarrollos mas recientes en ias matematicas
y tas ciencias. Leibniz se empefid en desarrollar
una fdgica simbdlica v un sistema de notacidn
que simplificara el razonamiento lagico. En
la versidn del caleulo que publict en 1684
establecié la notacidn y las reglas para hallar
derivadas que aln se usan en fa actualidad.

Por desgracia, en {a década de 1630 surgid
una terribie disputa entre los seguidores de
Newten v los de Leibniz acerca de quién
habia inventado el clculo. Leibniz incluso fue
acusada de plagio por los miembros de la Resl
Academia de Inglaterra. La verdad es que cada
uno fo inventd por separado, Newton liegd
primero a su versidn del cateulo pero, debide
a sy temor a la controversia, no la publico de
inmediato. Por tanto, el informe da Leibniz
de! célculo en 1684 fue el primero en publicarse.

Si usa la notacién tradicional y = f(x} para indicar que la variable independiente es x y la
dependiente es y, en tal caso algunas otras notaciones comunes para la derivada son:

b _d_d

dy dr  dx Fx) = Df(x) = D flx)

Los simbolos D y d/dx se llaman operadores de derivacién porque indican la operacién
de derivacion, que es el proceso de calcular una derivada.

El simbolo dy/dx introducido por Leibniz no debe considerarse como una razén (por
ahora); es sencillamente un sinénimo de f*(x). No obstante, es una notacidn 4til y sugeren-
te, en especial cuando se usa en la notacién de incrementos. Con base en la ecuacion 2.7.6,
puede volver a escribir la definicién de derivada en la notacién de Leibniz en la forma

dy lm Ay
£ =
dx a0 Ax

Si desea indicar el valor de una derivada dy/dx en la notacién de Leibniz en un nimero es-
pecifico «, use la notacién

dy . dy
—_ o bien —
dx {r=u dx {ien

que es un sindnimo para f'{a).

(3] DEFINICION Una funcién fes derivable en a si f'(a) existe. Es derivable en
un intervalo abierto (a, b) [0 {(a, ) 0 (—=, a} (—o, =}] si es derivable en todo
nimero del intervalo.

2 EJEMPLC 5 (Dénde es derivable la funcién f(x) = | x|?

S0LUadN Six > 0, entonces | x| = x y puede elegir 4 suficientemente pequefio que
x+ h >0, de donde |x + h| = x + h. Por lo tanto, para x > 0 tiene

R o A Rk
fi) = lim P
k) —x J
i IR TE =
hr0) h k=0 h—0

y asi fes derivable para cualguier x > ().

De manera andloga, para x < 0 tiene | x| = —x y se puede elegir / suficientemente
pequefio para que x + it < 0y, asi, |x + k| = —(x + &). Por lo tanto, para x < (.

) = 1t x+ | = x|

x)=lim—
) =0 h

—{x+h - (—x —h
= lim ( ) = )=11’m—=h’m(ml)xml
=0 h b0 ] it

con lo que fes derivable para cualquier x << 0.
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(@) y = flx)=|x|

(b)) y=f'(x)
FIGURA S

Para x = 0 debe investigar

JOF8 -0

f10) = lim p
.o+ R —]0] L
= ljm ——————— (st existe)
=0 h

Compare los limites por la izquierda y por la derecha, por separado:

O+nl — |0 I} i
T L0 el L P /) A O
- h het 1 Bt ] fte 0

+ k| - F ~J
jm L0100y, J0L g —= = lim (1) = ~1

et h h—0  h =0 h

Como estos limites son diferentes, £(0) no existe. Asi, fes derivable en toda x,
excepto 0.

Se da una férmula para f”

) = {1 si x>0

-1 six<0

y su grifica aparece en la figura 5(b). La inexistencia de f'(0) se refleja geométricamente '-
en el hecho de que la curva y = | x| no tiene una recta tangente en (0, 0). [Véase la figu- -
ra 5(a).] 1

Tanto Ia continuidad como la derivabilidad son propiedades deseables para una fun-
cidn y el teorema siguiente muestra como se relacionan ambas

TEOREMA Si fes derivable en @, en tal caso fes continua en a.

DEMOSTRACION  Para probar que f es continua en a, debe probar que lim.—. f{x) = f(a).
Lleve & cabo esto demostrando que la diferencia f(x) — f(a) tiende a 0.
La informacién dada es que fes derivable en a: es decir,

Fa) = lim M

F—a x—da

existe. {Véase la ecnacidn 2.7.5.) Para vincular o dado con lo desconocido, divida y
multiplique f{x) = f{a) por x — a (lo cual es viable cuando x # a):

S - fla)

X —a

(x — o)

fx) = fla) =

De este modo, si usa la ley de producto y Ia ecuacidn (2,7.5), puede escribir

lim [£(x) ~ fl@)] = lim Sf&) ~ fla) (x — a)
X—ra X X = {
= Ifm M . H:p ()C — a)

Xt X - g x—ra
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recta tangente
vertical

.

FIGURA &
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Para utilizar lo que acaba de probar, parta de f{x) y simele y réstele f{a):

lim /() = 1im [f(@) + (f(2) = fa)]

Xt

= lim f(a) + lim [ flx) — Fla)]

= fla) + 0= fla)

En consecuencia, fes continua en . [

H0Th | El inverso del teorema 4 es falso; es decir, hay funciones que son continuas pero
no son derivables. Por ejemplo, Ia funcién f{x) = |x| es continua en 0 porque

Ifm f(x) = lim [x| = 0 = f(0)

(Véase el ejemplo 7 de la seccién 2.3.) Pero, en el ejemplo 5 demosué que f no es
derivable en 0.

;COMO DEJA DE SER DERIVABLE UNA FUNCION?

En el ejemplo 5 vio que la funcién y = | x| no es derivable en 0 y en la figura 5(a) muestra
que su grifica cambia de direccion repentinamente cuando x = 0. En general, si la grifica
de una funcién f tiene “esquinas” o “rizos”, la grifica de f no tiene tangente en €30S puntos y
fno es derivable alli. [Al intentar caleular f*(a), encuentra que los limites por la izquierda
y por la derecha son diferentes.

El teorema 4 sefiala otra forma en que una funcion no tiene derivada. En €l se afirma que
sifno es continua en &, después £ no es derivable en a. Por ende. en cualquier discontinuidad
(por ejemplo, una discontinuidad por salto), f deja de ser derivable.

Una tercera posibilidad es que la curva tenga una recta tangente vertical cuando x =
a; €5 decir, fes continua en a 'y

lim | f{x}| =

Xt

Esto significa que las rectas tangentes se vuelven mds y mds empinadas cuando x — a. En
Ia figura 6 se muestra una forma en que esto puede suceder; la figura 7(c) ilustra otra. Las
tres posibilidades recién analizadas se ilustran en la figura 7.

4] o b 0 e Y 0
FIGURA 7
Tres maneras para que f no sea
derivable en a (a) Una esquina o rizo (b} Una dicontinuidad (c} Una tangente vertical

Una calculadora graficadora o una computadora ofrecen otra manera de ver la derivabili-
dad. Si fes derivable en a, por lo tanto, con un acercamiento al punto (a, fla)), la grifica
se endereza y adquiere mds y mds la apariencia de un recta. (Véase la figura 8. Un ¢jemplo
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FIGURA 10

En Module 2.8 puede ver

cémo cambian los coeficientes de un
polinomio f que afecta el aspecto de la

grifica de f, [y f".

CAPITULO 2 LIMITES Y DERIVADAS

especifico es la figura 2 de la seccidn 2.7.) Pero no importa cudnto se acerque a punto"'s"
como los de las figuras 6 y 7(a), no puede eliminar el punto agudoe o esquina. (Véase 1y
figura 9.) :

]
g a X 0 a X
FIGURA § FIGURA ¢

f es derivable en f no es derivable en a

DERIVADAS SUPERIORES

Si f'es una funcién derivable, entonces su derivada f* también es una funcién, asi, f' puede
tener una derivada de si misma, sefialada por (f')’ = f”. Esta nueva funcidn f se denomi-
na segunda derivada de f'porque es la derivada de la derivada de £, Utilizando la notacién
de Leibniz, se escribe la segunda derivada de y = f{x) como

Ay _dy
dx \ dx dx?

EJEMPLO 6 Sif(x) =x - x, hallar e interpretar f"(x).

socdr En el ejemplo 2 encontr$ que la primera derivada es f'(x) = 3x* — 1. De este
modo, la segunda derivada es

P = (Y0 = lim Fllx+ h) — F'i) — lim [3(x + hy — 1] — [32? — 1]

fi0 h

b= h

L 3Gk 3 -1 =32+
= ]{fm

h—B h

== }1n‘(1) (6x + 3h) = 6x

Las graficas de f, f' vy f" se exhiben en la figura 10,
Puede interpretar f”(x) como la pendiente de la curva y = f'(x) en el punto (x, f'(x)). En
otras palabras, es la relacién de cambio de la pendiente de la curva original y = f(x).
Observe de la figura 10 que f”(x) es negativa cuando y = f'(x) tiene pendiente negativa
y positiva cuando y = f'(x) tiene pendiente positiva. De esta manera, las gréficas sirven co-
mo una comprobacién de sus cdlculos. O

En general, se puede interpretar una segunda derivada como una relacién de cambio
de una relacién de cambio, El ejemplo mds familiar es la aceleracion, que se define co-
mo sigue.

Si s = s{r) es Ia funcidn posicién de un objeto que se traslada en una linea recta, sa-
be que su primera derivada representa la velocidad ¢(¢) del objeto como una funcidén del
tiempo:

ds
() = 5’1} = m
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A la relacidn de cambio de la velocidad instantdnea con respecto al tiempo se le denomina
aceleracion alr) del objeto. En estos términos, la funcidn aceleracién es la derivada de la
funcién velocidad y en consecuencia, es la segunda derivada de la funcién posicién:

alf) = v'(f) = s"(1)

o en la notacién de Leibniz

. ﬂ ds

Todr drt

o

'

La tercera derivada f* es la derivada de la segunda derivada: f = (f}'. De este modo,
F"(x) se puede interpretar como la pendiente de la curva y = f"(x) o como la relacién de
cambio de f"(x). Si y = f{x), por lo tanto, las notaciones alternativas para la tercera deri-
vada son

dy\ dy

" Mfur( ,) - WC?W i
Y + dx \ dx? dx

i

El proceso puede continuar. La cuarta derivada £ usualmente se sefiala mediante £*. En
general, ]a n-esima derivada de f se sefiala mediante ' y se obtiene de f derivando
veces. Si y = f(x), escriba

d"y

(1) e plnde
1) R ‘R’
) ) ex”

EJEMPLO 7 Si f(x) = 2 — x, hallar f"(x) e interpretar f “'(x).

SOLUCIGH En el ejemplo 6 encontré que £"(x) = 6x. La gréfica de la segunda derivada tiene
ecuacién y = 6x y de este modo, es una linea recta con pendiente 6. Ya que la derivada
J"(x) es la pendiente de f"(x), se tiene

£ =6

para todos los valores de x. Asi, f es una funcién constante y su gréfica es una linea
horizontal. En consecuencia, para todos los valores de x,

9% =0 0

Se puede interpretar la tercera derivada fisicamente en el caso donde la funcién es la
funcidn posicién s = s(¢} de un objeto que se trastada a lo largo de una linea recta. Porque
s" = (s")" == @', la tercera derivada de la funcién posicitn es la derivada de la funcién ace-
leracién y se le denomina jerk:

da _d 3

I= 0 T A

Por esto el jerk j es la relacidn de cambio de la aceleracién. Nombre apropiado porque un
Jerk considerable significa un cambic repentino de aceleracidn, que ocasiona un movi-
miento repentino en un vehiculo.

Se ha visto que una aplicacién de la segunda y tercera derivada sucede al analizar el
movimiento de objetos empleando aceleracién y jerk. Se investigara otra aplicacidn de la
segunda derivada en 1a seccion 4.3, donde se muestra cémo el conocer f” proporciona in-
formacién acerca de la forma de la grafica de f. En el capitulo 11 vera cémo la segunda
derivada y derivadas superiores permiten representar funciones como sumas de series in-
finitas.
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2.8 | EJERCICIOS

1-2 Use la grafica que se propoerciona para estimar el valor de cada 4-11 Trace o copie la gréifica de la funcidn dada f. (Suponga qué:

derivada. Luego dibuje . los ejes tienen escalas iguales.) Luego aplique <1 método del e em
pliq i
plo 1 para trazar la gréfica de f* debajo de ella. E
1. {a) f1{=3) | L ¥
o/ YR * !

{c) f'(— N | /
d)f(O) A , \/
(e) f/(1y -

2)

(

it
(2) f'(3) (5. ¥ b. ¥
2. (a) F'(o
j“: N
\[ y=rfx
(e} f'(2) \ \
(@ F'3) / [° g
e) ') LA
7. y 3. ¥

(0 f1(5) o | X \

[—3] Correlacione la gréifica de cada funcién dada en las figuras (a)- /0\ - E .
(d) con las gréificas de sus derivadas en las figaras T a IV. D€ las . .
razones para sus selecciones.

g ¥ 10. y

{a) ¥ (b) ¥

1. :
(c) ¥ (@) y ’ /

0 I\
i ¥ I] VA
/\ 12. Se muestra la grafica de la funcion de poblacidn P(r) para célt
5 5 las de levadura en un cultivo de laboratorio. Use el método del
v X
P (céluias de levadura)
¥ v ¥y 500+

¢ (horas)




ajemplo | para dibujar la derivada P'{f). ;Qué indica la gréfica
Je P acerca de la poblacidn de levadura?

o La grifica ilustra cémo ha variado la edad promedio en
que contraian matrimonio por primera vez los hombres
japoneses en Ia segunda mitad del siglo xx. Trace la grifica
" de la funcién derivada M'(z). jDurante cudles afios fue

segativa la derivada?

M

[0S
wh

L . L ; § 1 £
d t t

1960 1970 1980 1990 20007

14-16 Trace una grifica cuidadosa de fy, debajo de ella, la gréifica
de f' de la misma manera que en los ejercicios 4-11.
;Puede intentar una formula para f'{x} a partir de su grifica?

4. flx) =senx 15. fx) = e

16 flx) =Inx

A7) Sea flx) = x%

{a) Estime los valores de £(0), £'(3), £/(1) y £/(2) usando un
aparato graficador para hacer un acercamiento sobre la
grifica de f.

{b) Aplique Ia simetria para deducir los valores de f'(“%).
F=Dyf(=2).

{c) Con los resultados de los incisos (a) y {b). proponga una
férmula para f'(x).

(d) Apligue la definicién de derivada para probar que su
proposicion del inciso (¢) es correcta.

18, Sea f(x) = x.

(a) Estime los valores de #'(0), £'(2). 7(1), f'(2) y £'(3) usando
un aparato graficador para hacer un acercamiento sobre la
grifica de f.

{b) Aplique la simetria para deducir los valores de Fi(=1)
F=D.f(=2) y f(—3)

(¢) Use los valores de los incisos (a) y (b) para trazar la
grifica f'.

(d) Proponga una férmula parar f'{x).

(&) Aplique la definicién de derivada para probar gue su propo-
sicién del inciso {d) es correcta.

19-29 Encuentre la derivada de la funcién dada aplicando la defini-
cién de derivada. Dé los dominios de la funcién y de su derivada.

19, flx) =4x—1
N, firy =5t —9*
B flx) =2~ 35+ 5

0. flx) =mx + b
22, flx) = 15" —x+ 3.7
M. f(x) =x+x
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3+
[25.] g(x) = /1 + 2x 26, Flx) = .
Gl = —1 2. glx) = ——
t+ 1 ’ A

29, flx) =

30. (a) Dibuje f(x) = /6 — x a patir de la grifica de v == Vx apli-
cando Ias transtormaciones de la seccion 1.3.
{b) Use la gréfica del inciso (a) para trazar ln de ',
{c) Aplique Ia definicion de derivada para hallar £'(x). ; Cudles
son los dominios de [y de f'7
{d) Use un aparato graficador para trazar Ja grdfica de /" v
compidrela con su esquema del inciso (b).

[y
e

3L (@) Siflx} = 2* + 2x, encuentre f'{x).
-""ﬁ {b) Vea si su respuesta al inciso (a) es razonable comparande
las grificas de fy de f'.

32 () Si fly =1 — T encuentre (7).
s {b) Vea si su respuesta al inciso (a) es razonable comparando
las griaficas de fy de f'.

[33] La tasa de desempleo U(7) varia con el tiempo. La tabla del
Bureau of Labor Statistics (Oficina de Estadisticas de Empleo}
proporciona el porcentaje de desempleados en fa fuerza laboral
de Estados Unidos de 1993 al 2002,

! Uin ! (/1)
1693 6.9 1998 4.5
1994 6.1 1999 4.2
1995 56 2000 4.0
1996 S4 2001 4.7
1997 4.9 2002 58

(a) (Cudl es el significado de [/ (17 ; Cudiles son sus
unidades?
(b) Construya una tabla de valores para U'(7).

34. Sea P(1) ¢l porcentaje de estadounidenses por debajo de 18
afios de edad en el instante 1. La tabla proporciona valores de
esta funcidn en los afios en que se fevantd un censo de 1950 a

20600.
! EE !
1956 3.1 1980 280
A 35.7 1990 25,
1970 34.0 2000 257

{a) ;Cudl es el significado de P'{#)? ;Cudles son sus unidades?

{b) Construya una tabla de valores para P’{1}.

{c) Dibuje Py P'.

{d) ;Cémo seria posibie obtener valores mids precisos para
P'(1)?
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35-38 Se proporciona la grdfica de f. Establezca, con argumentos, los
niimeros en que f no es derivable.

Ah N
T

[35)

m T
%]
N

-

37. A 38. ¥4

39. Dibuje la funcién flx) = x + \/]—\T Haga acercamientos su-
cesivos primero hacia el punto {— I, 0) y luego en direccitn al
origen. ;Qué diferencia existe en cuanto al comportamiento de
Ffen las cercanfas de estos dos puntos? ;Qué conclusiones infie-
re acerca de la derivabilidad de f?

Dy (-1

M 40. Haga un acercamiento hacia los puntos (1, 0), (0,
1)*7. ;Qué ad-

0) sobre la gréafica de la funcién g(x) = {¥* —
vierte? Registre 1o que observa en términos de
la derivabilidad de g.

La figura exhibe las grificas de f, ' y f”. Indique cada curva y
explique su eleccion,

By

42, La figura muestra gréficas de £, f, £ y f™. ldentifique cada cur-
va y explique su alternativa.

ab ¢ d

43. La figura describe ias grificas de tres funciones. Una es la fun-
cién posicién de un automdovil, otra es la velocidad del mismo,
y la de su aceleracidn. Identifique cada curva y explique su
opcidn.

[

44, La figura muestra las grdficas de cuatro funciones posicién de un
automévil, otra la velocidad de él, la aceleracion y la que resta sy
jerk. Identifique cada curva y explique su preferencia.

¥

o
-

45-46 Aplique la definicidn de una derivada para hallar f'(x) y
Fx). Después, grafique f, f' v " en una misma pantalla y verifi-
que para ver si sus respuestas son justas.

45, L) =] + 4y — &* 46, f(v) = 1/x

FE[a7) Siflx) = 207 — &% hallar f(x). f2(xh £7(x) y £}, Grafigue f,
or y‘f’” en una misma pantalla, ;Las graficas son consistentes
con la interpretacion geométrica de estas derivadas?

48, (a) Se muestra la grdfica de una funcién posicién de un automo-
vil, donde s se mide en pies y 1 en segundos. Utilice la grafi-
ca de la velocidad y la aceleracidn def automdvil. ;Cudl es
la aceleracion en ¢ = 10 segundos?

00 1

g 3
t

0 10 20 !

{b) Aplique la curva de aceleracién del inciso (&) para estimar
el jerk en r = 10 segundos. ;Cudles son las unidades del
jerk?



§. Sea flx) = .
¢a) 8ia # 0, use la ecuacion 2.7.5 para hallar f'(a).
{b) Demuestre que f'(0) no existe.

(¢) Demuestre que y = % tiene una recta tangente vertical en

13 de la seccidn 1.2.)

50, (a) Sigly) = ™, demuesire que g'{0)) no existe.
(b) Sia # 0, encuentre g'{a). .

(¢) Demuestre que y = x*¥* tiene una recta tangente vertical en
(0, 0.

(dy Tlustre el inciso {c} dibujando y = x*°.

Encuentre una férmula para f* y trace su grifica.

52. ;Ddnde es no derivable la funcion entero médximo
Fiay = [x]? Halle una férmula para f* y trace su gréfica,

(2) Dibuje la grifica de la funcidn f(x) = v |x |.
(b) Para qué valores de x es f derivable.
(¢) Halle una férmula para #7.

54. Las derivadas izquierda y derecha de fen « estén
definidas por

Fla + ) — fla)

Fila) = 1im
At h
¥ file) = lim M
h—0 h

si existen estos limites. En tal caso, f'(a} existe st y sélo si es-
tas derivadas laterales existen y son iguales,

2 REPASO

{0, 0). (Recuerde la forma de la funcidn de f. Véase fa figura

@ Demuestre que la funcién f(x) = {.x ~ 6| no es derivable en 6.
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{a) Hatle f-(4) y f1{4) para la funcidn

0 siy=0
S5—x si0<x<4
flx) =
]
si x =4
. 5 x

{b) Dibuje la grdfica de f.
{c) ;Ddnde es f discontinua?
{d) ;Dénde fno es derivable?

55. Recuerde que a una funcion se le denomina como par
si f{—x) = flx) para toda x en su dominio e fimpar si
J{—x) = —f(x) para toda x. Pruebe cada uno de los
signientes
{a) La derivada de una funcién par es una funcién impar.
{b) La derivada de una funcién impar es una funcion par.

56. Cuando abre un grifo de agua caliente, la temperatura T del
agua depende del tiempo que el agua ha estado corriendo.
{a) Trace una grifica posible de 7 como funcion del tiempo
transcurrido desde que abrid el grifo.
{b) Describa como varia la relacion de cambio de T con res-
pecto a ¢, conforme ésta aumenta.
{c) Dibuje la derivada de T.

57. Sea { la recta tangente a la paribola ¥ = x* en el puato {1,
1}. Bl dngulo de inclinacidn de € es el dngulo ¢ que
€ describe con la direcei6n positiva del eje x. Caleule ¢
correcto al grado més cercano.

REVISION DE CONCEPTOS

1. Explique qué significa cada una de las siguientes e ilustre me-
diante un boceto.

{a) {1’_:1‘1! Flx) =L (b) lim flx) =1L

X

(¢} lim f(x) =1L (d) iim f(x) ==

AT X e

{e} lim f(x) =L
A
2. Describa varias formas en que un limite puede no existir. Hus-
tre con bocetos.

3. Enuncie las leyes de los l{mites siguientes.
{a) Ley de la suma (b} Ley de la diferencia
{c) Ley del mitiplo constante  (d) Ley del producto
(e} Ley del cociente (f) Ley de la potencia
g) Ley de larafz

4. ;Qué dice el teorema de fa compresion?

5. (a) ;Qué quiere darse a entender al decir que la recta ¥ = a es
una asintota vertical de la curva y = f(x)? Dibuje curvas
para ilustrar las diversas posibilidades.

(b} Qué significa decir que la recta y = L es una asintota hori-
zontal de la curva y == f(x)? Dibuje curvas para
ilustrar fas diversas posibilidades.

6. ;Cudl de las curvas siguientes tiene asintotas verticales? ;Cudl
tiene asintotas horizontales?
(nyy=ux" (b) y = senx
(¢} y = tanx (d) y=tan"'x
(eyy=r¢" Yy y=Inx
(@ y=l/x (hy y =
7. (a) ;Qué significa que f sea continua en a?

(b} ;Qué significa que f sea continua en el intervalo
(20, ) ? ; Qué puede decir acerca de la gréfica de
tal funcién?

g

¢ Qué dice el teorema del valor intermedio?

9. Escriba una expresion para la pendiente de la recta tangente a
la curva y = f(x) en el punto (g, f{a)).
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10, Suponga que un objeto s¢ mueve a lo largo de una linea recta
con posicién f(r) en el instante ¢, Escriba una expresion para la
velocidad instantdnea de un objeto en el instante
{ = q. ;Cémo puede interpretar esta velocidad en términos de
fa grifica de f7

11. Si y = f(x) y x cambia de x, a xa, escriba expresiones para lo
siguiente:
(a) La razén de cambio promedio de y con respecto a ¥ a lo
largo del intervaio [x), x2].
(by La razén instantdnea de cambio de y con respecto a x en
X=X

12. Defina la derivada f'(a). Analice dos maneras de interpretar
este nlimero.

14.

15.

. Defina la segunda derivada de f. Si f(x) es la funcidén de 5

posicion de una particula, jcomo puede interpretar la
segunda derivada?

{a) ;Qué significa que f sea derivable en a?

(b) ;Cudl es la relacion entre la derivabilidad y la
continuidad de una funcion?

(c) Trace la grifica de una funcidén que es continua pero no
derivable en a = 2.

Describa varias maneras en que una funcidn puede no ser de-
rivable. Tlustre con bocetos,

PREGUNTAS DE YERDADERO-FALSO

Determine si la proposicién es verdadera o falsa. St es verdadera explique
por queé. i es falsa, explique por qué a dé un ejemplo que refute ia
proposicion.

i 2x 8
1. lim -
Ay — 4 x—4

H_r}} (x*+ 6x— 7}

. 2x ) 8
== |fm — lim
e vty — 4

"l (v + 5y - 6)

o =3 s
e I ]

Im {x* + 2y — 4}

vl

4, Silim,.s flx) = 2y Hm,_sg(x) = 0, entonces
tim, s [ F(x)/g(x)] no existe.

5. Silim,_s f(x) = 0y lm,_sglx} = 0, entonces
s £ FLe)/g{x)] no existe.

6. S1lim, ., f(x)g(x) existe, entonees el limite tiene que ser
Floyglo).

7. Sip es un polinomio, entonces lim, .., p{x) = p(b).

8. Si Hm, o ) == 20y lim, .0 gl x) == =, luego
limeo [f(0) — glx)] = 0.

9. Una funcion puede tener dos asintoias horizontales distintas.

10. Si f tiene un dominio [0, ) y no tiene asintota horizontal
entonces lim,_.. f{x) = % o lim— f(x) = —=,

i

12

13

14.

15

20

h

Silarecta x = 1 es una asintota vertical de y = f(x), entonces
[ no estd definida en 1. .

Si f(1)y >0y f(3) < 0, entonces existe un niimero ¢ entre 1 y
3 tal que f(e) = 0.

Si fescontinwaen 5y f(5) =2y f(4) = 3, entonces
tim, e f(4x7 = 11) = 2.

St f escontinuaen [~1. 1]y f{—1) =4y f(1) = 3, entonces
existe un ndmeso r il que i 7] < 1y f(r) = =

Sea f una funcién tal que iim, .o f(x) = 6. Entonces existe un
niimero & tal que si 0 < |x] < 8, entonces | f(x) ~ 6] < 1.

Si f{x) > | para toda x y lim, ¢ f{x} entonces
Hm,wop flx) > 1.

Si f es continug en a, entonces [ es derivable en a.
Si f(r) existe, entonces lim,_., fx) = f(r).

&y fdy }?

dr dx

La ecuacién x™ — 105 + 5 = 0 tiene vna raiz en cl
intervalo (0. 2)




CAPITULO 2 REPASO ||| 167

JERCICIOS

e da la grifica de f.
(a) Encuentre cada uno de los Iimites o explique por gué no

existe.

(iy lim flx) (i) Tim, Al
{iil) lj}!:11 flx) (iv) %1_[1} Flx)
(¥) ﬁj}(l) Flw (vi) l_l'ng_ Jix

(vii) Hm f(x) (viiiy  lim f(x)

(b} Enuncie las ecoaciones de fas asintotas horizontales.
(¢} Enuncie Jas ecuaciones de las asintotas verticales.
(d} En qué niimeros [ es discontinua?

T
o}

]
1\

—

2. Trace la grafica de un ejemplo de una funcion f que satisfaga
todas las condiciones siguientes

lim flxy = —2, E}"}} flxy =0, _lirﬁnv Sy = oo,
11'11%1_ Flx) == -, l}’n}[ floy= 2.
f es continua desde la derecha en 3.

3-20 Encuentre el limite

. -9
3 lime* ™F 4, 1np wepee———
rorl ¢ xl—l-3 T +2x -3
L 9 '.1 — 9
5 lim “:“i*““““““ 6. lim -——,—1—-——-"“
=3 X"+ 2x — 3 1t xT 2 — 3
h— 1P+ =4
7. lim L ) 8 lim—
] h PRI S
/r 4 —p
9. limy = 10. lim -——
s (= ) it |4 = o
- v +6—x
1t Ef]l]%--m 12 limv—‘;-———:—i
a—l '+ St o B R
=9 -9
13, 1im X fim
Sl M lim =%
1 — 2x* — o
15. lim in{sen x) 16. lim * !

{ =T r—r 5 +x - 3.(4

7. lim (V¥ +4x + T—x) 18 lim &

19. lﬂl tan™'(1/x)

I I
A +
w li—n} (_\‘m b= 3x+ 2)

21-22 Use las grificas para descubrir las asintotas de fa curva,

Luego pruebe qué ha descubierto.

.
Ccos™ X
o, y =

x°

2. vy=Jx Fx+ 1 —x—x

23, Si2x — 1= f(x) = xpara 0 < x < 3, encuentre lim, .y flx).
24, Pruebe que lim, ..¢x" cos(1/x*) = 0.

25-28 Demuestre que cada afirmacién es verdadera usando la
definicién precisa de limite.

25, lim {14 — 50) = 4 26 lim Yy =0

==

27‘ 11’_“,]’ (-‘:2 el 3«\:] = =) 28. ]fi]j = o ]

29. Sea
N si v <0

flx)=43 —x si 0= x<<3

{(x — 3P s x>

L]

() Evaltie cada limite, si existe.

M lim Gl

-

(i) lim flx

(iv) Iim f(x) v lim fx) (viy lm f(x)
(b) ;Pénde es discontinua f7

{c) Trace la gréfica de f.

3. Sea
x—x o si0=sys2
2—x si2<y=3
glx) = . B
x—4 sid<a<4
W si y =4

(2} Para cada uno de fos ntimeros 2, 3 y 4, descubra si g es
continua por la izquierda, por la derecha o continua en el
némero.

(&} Bosqueje la grifica de g.

31-32 Demuestre que cada [uncidn es continua en su dominio.
Dé el dominio.

=9

32 glo) = —;—2—":"—

31 hx) = xe :
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Hl

33-34 Aplique el teorema del valor intermedio para demostrar que
existe una raiz de la ecuacién en el intervalo dado.

B2+ +2=0, (-2, -1}

34, ¢ 1)

=X,

35. (a) Encuentre ia pendiente de la recta tangente en la curva
y=9 — 2x" en el punto (2, 1),
(b) Escriba una ecuacidn de esta tangente.

36

Encuentre las ecuaciones de las tangentes a la curva

en los puntos de abcisas Oy — L.
37. Laexpresion s = 1 + 2¢ + ;r?, da el desplazamiento
{en metros} de un objeto que se mueve en una linea recta.
En dicha expresién, ¢ se mide en segundos.
(a) Encuentre la velocidad promedio en los siguientes
periodos
(i [1.3] (i) [1. 2]
(iiy [1, 1.5] {ivy [1, L.1]
{b) Halle Ia velocidad instantdnea cuando ¢ = 1.
38. Segdn la ley de Boyle, si la temperatura de un gas ¢onfinado
se mantiene fifa, entonces el producto de [a presién Py ¢l
volumen V es constante. Suponga gue, para cierto gas,
PV = 800, donde P se mide en libras por pulgada cuadrada
y ¥ en pulgadas ciibicas.
() Encuentre la razén promedio de cambio de P cuando V se
incrementa de 200 pulg® a 250 pulg’.
(b) Exprese V como funcién de P y demuestre que la razén
instantinea de cambio de V con respecto a P
es inversamente proporcional al cuadrado de esta (Gltima.

39. (a) Use 1a definicion de derivada para hallar 7/(2), donde
Flx) =x% - 2x,

(b} Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la curva
y=2x"—2xenel punio (2, 4).

{c) llustre el inciso (b) dibujando la curva y la recta tangente
en la misma pantalla,

40. Encuentre una funcién f y un nimero « tales que

1im w =f'(a)

bl h

41, El costo total de pagar un préstamo para estudiante, a una tasa

de interés de r% por afic es C = f(r).

{a) ;Cudl es el significado de Ia derivada f'(r)? ;Cudles son
sus unidades?

(b) ¢Qué significa la proposicién f'(10) = 12007

(¢} ¢f'(r) siempre es positiva o cambia de signo?

A42-34 Trace o copie la gréfica de la funcién dada. Luego dlbl}_]e
directamente debajo su derivada.

42, v

—
\ T

a4, y

43. YA

43, (a) Si f(x) = +/3 — 5x, use la definici6n de derivada para ha-
Uar f7(x).

(b) Encuentre los dominios de f y f'.

(¢) Trace f y f' en una pantatla comtin. Compare
las graficas para ver si su respuesta al inciso (a) es

razonabie.

46. (a) Encuentre las asintotas de la grifica de
flx) = (4 — x)/(3 + x) y viselas para dibujar Ia
grifica.
(b} Use 1a grifica del inciso (a) para graficar f'.
{c) Aplique la definicién de derivada para hallar f'(x).
(d) Utilice un aparato graficador para trazar la grifica de
f'y compédrela con su dibujo del inciso (b).

47. Se muestra Ja grafica de f. Enuncie, con razones, los ndmeros er
que f no es diferenciable.

y

YA S

//ﬂ“ 2Ué-‘f

48. La figura muestra la grifica de f, ' y f". Identifique cada
cuerva y explique su eleccion.

¥

b
——’——-’///—\_\ N
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- gen Cl(t) €l valor total de certificados bancarios en circulacion Y4 ineremento
en ¢l instanie 7. La tabla de valores de esta funcién de 1980 a de
2000, en miles de millones de délares. Estime e interprete €l nacimientos
yalor de C'(1990). sol

recuceion
de
nacimientos

recuperacion
de
nacimientos

v | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 55
Cio | 1209 | 1873 | 2716 | 409.3| 568.6

2.0+
La fasa de fertilidad rotal, en el tiempo ¢, denotada con F{t), es L5
una estimacién del mimero promedio de nifios nacidos de cada ’
mujer {suponiendo que las tasas de natalidad actuales perma- — — R —
nezcan constantes). En la grafica de la tasa de fertilidad total 1940 1950 1960 1970 1980 1990 !
en Estados Unidos, se muestran kas fluctuaciones desde 1940
hasta 1990. 51. Suponga que |f{x)| = g(x) para todo x, y que lim,.., glx} = 0.
(a) Bstime los valores de F'(1950}, F'(1965) y F'(1987). Encuentre el lim.— f{x).
(b) ;Cudles son los significados de estas derivadas? 52, Sea f(x) = [x] + [—=].

(c) ;Puede sugerir razones de los valores de estas
derivadas?

{a) ;Para qué valores de & existe lim,—, f(x)?
(b) ;En qué mimeros es discontinua la funcién f7




PROBLEMASL ADITIONALES

En el andlisis de los principios para la resolucion de problemas, se considerd la estrateé
para resolver problemas Hamada Introduzca algo adicional (véase la pigina 76). En el ejen
plo siguiente, se muestra cémo este principio resulta itil a veces cuando evalda Ifmites, |
idea es cambiar la variable —introducir una nueva variable relacionada con la original-— ¢
tal manera que el problema se haga mds sencillo. Mds adelante, en la seccidn 5.5, utilizg
més esta idea general. ;

Lo Ml ex— ]
EjEMPLO | Evalde 11rr{1] ——_donde ¢ es una constante.
X X

S0LUCIGY Segrin se ve, este limite parece desafiante. En la seccidn 2.3 evalud varios limites ¢
los que tanto el numerador como el denominador tendieron a 0. Allf, la estrategia fue realiz
cierto tipo de manipulacién algebraica que condujo a una cancelacidn simplificadora, pero ¢
este caso no estd claro qué clase de dlgebra se necesita.

Por lo tanto, se introduce una nueva variable r mediante la ecuacién

ot=Y1l +ex

También necesita expresar x en términos de ¢, de modo que resuelva esta ecuacion:

P=1+cx

PR
c

X =

Advierta que x — 0 equivale a ¢t —> 1. Esto permite convertir el limite dado en uno que
comprende la variable 1:

oYl Fex—1 ) t—1
4 e e hm?’—-"
x=+0 X penl ([ — E)/C
et — 1)

I

El cambio de variable permiti¢ reemplazar un limite relativamente complicado con uno
mds sencillo de un tipo que ya ha visto. Si factoriza el denominador como un diferencia
de cubos, obtiene

lim c(t — 1) i ct — 1)

i =

r—rl I3 ] r—1 (t - 1)({2 + ¢+ 1)
bt C

e 3

-

Los problemas siguientes sirven para poner a prueba y desafiar sus habilidades para
resolver problemas. Algunos requieren una cantidad considerable de tiempo para pensal
de modo que no se desaliente si no los puede resolver de inmediato. Si tiene alguna
dificultad, quizds le sirva consultar el andlisis de los principios para la resolucién de
problemas en la pagina 76.

"
=
O
i
bad
£
s
Lo
)

 Yx -1
1. Evaltie 1im .
=t Jx — 1

vax +b -2

X

2. Encuentre los nimeros a y b tales que h’n}} i
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fIGURA PARA EEL PROBLEMA 4

FIGURA PARA EL PROBLEMA 10

i

2~ 1] —i2x+ 1|
3. Evalide lim | =] .
Arld X
4. En la figura se muestra un punto £, en la pardbola v = x* y el punto @ donde la mediawnz de
OP interseca ai gje v. Conforme P se aproxinia al origen, a lo largo de la pardbola, jqué
sucede con 07 ;Tiene una posicida limite? Si es asi, encuéntrela

. — Lo
5. Si [« denota la funcién entero, encuentre Iim —.

#=% ]
6. Dibuje la regidn en el plano definida por cada una de las ecuaciones siguientes.

@ P+ =1 ® L -DLF= @ x+yP=1 @i+ l=1

7. Encuentre todos los valores de « tales que f sea continua en {:

x+ 1 six=sa
f(x}={ﬁ1

x sl x> d

8. Un punto fijo de una funcién f es un niimero ¢ en su dominio tal que f{c} = ¢. (La funcidn

no mueve a ¢ éste permanece fijo.)

{a} Dibuje la grifica de una funcién continua con dominio [0, 1] cuyo rango también se
encuentre en [0, 11, Localice un punto fijo de f.

(b} Intente graficar una funcién coatinua con dominio [0, 1] y rango en [0, 1] que no tenga un
punto fijo. ; Cudl es el obstdculo?

(¢} Use el feorema de valor intermedio para comprobar gue cualquier funcién continua con:
dominio [0, 1]y rango en [0, 1] tiene que tener un punte fijo.

9, Silim,_.,[flx) + gle)] =2y lim..[flx) — glx}] = |, encuenwre 1im, ., f(x)glx). g

10. (a) En la figura se muestra un tridngulo isosceles ABC con £ B = £ C. La bisectriz del
dngulo B interseca el lado AC en el punio P. Suponga gue la base BC permanece iija, pero
que la altura | AM | del trigngulo tiende a 0, de modo que A se aproxima al punto medio M
de BC. ;Qué sucede con P durante este proceso? ; Tiene una posicion Himite? Si es asi,
encuéntrela.
(b) Intente trazar la trayectoria recorrida por £ durante este procesa. A continuacién hatte la
ecuacion de esta curva y tsela para dibujarla.

11. {a) Siparte de la latitud 0° y avanza en direccion veste, puede denotac con T{x)

la temperatura en el punto x en cualquier tiempe dado. Suponga que 7 es una funcion
continua de x, y demuestre que, en cualquier tiempo fijo, existen por lo menos dos
puntos opuesios sobre el ecuador que tienen exactamente la misma temperatura.

(b} ;El resultado del inciso (a) se cumple para puntos gue est€n sobre cualquier circulo subre
la superficie de la Tierra?

(c) ¢El resultado del inciso {a) se cumple para la presion barométrica y para la altitud arriba
del nivel dei mar?

12. Si fes una funcién derivable y g{x) = xf(x). use la definicidn derivada para demostrar que

g'(x) = xf'(x) + fla).

13. Suponga que £ es una funcién que satisface flx + y) = flx) + f{y) + %7y + 137 para wdos
los ntimeros reates x y y. Suponga también que

tim L —
R U

(a) Encuentre f(0). (b) Encuentre f'(0). {c) Encuentre f{x).
14. Suponga que f es una funcidn con la propiedad de gue | f{x} | = x7 para toda x. Muestre que

F(0) = 0. Enseguida, muestre que (0} = 0.
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REGLAS
DE DERIVACION

Lt ¥ =f(\} = 5(?;_1;?

Coox %f’(ir}

Al medir Jas pendientes en puntos que se localizan en la
curva seno obtiene claras evidencias de que la derivada de
la funcidn seno es la funcién coseno

Hasta aqui, ha visto cémo interpretar las derivadas como pendientes y relaciones de
cambio y ha estudiado cémo estimar las derivadas de funciones dadas por medio de tablas
de valores. También ha aprendido la manera de graficar las derivadas de funciones

que se definen grificamente y ha usado la definicién de derivada para calcular las
derivadas de funciones definidas mediante férmulas. Pero serfa tedioso si siempre
tuviéra que aplicar la definicion, de modo que, en este capitulo se desarrollan reglas
para hallar derivadas sin tener que usar directamente esa definicién. Estas reglas de

derivacién permiten calcular con relativa facilidad las derivadas de polinomios, funciones
racionales, funciones algebraicas, funciones exponenciales y logaritmicas y funciones tri-
gonométricas inversas. A continnacidn usard estas reglas para resolver problemas en

que intervienen relaciones de cambio, tangentes a curvas paramétricas y la aproximacién
de funciones.
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