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FUNCIONES
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Con frecuencia una representacion grafica . o0 s : : Ch
de una funcién, en este caso la cantidad de horas C i M S Abe, May, Jun, Jul Age: Sép.. Oct: Nev, Die:

con luz del Sol en funcion de la época del afio en

varias latitudes, es [a manera mds natural y
conveniente de itustrar la funcion.

El propésito fundamental del cdlculo son las funciones. En este capitulo se prepara el
camino para el cdlculo al analizar las ideas bdsicas referentes a las funciones, sus grificas
y las maneras para transformarlas y combinarlas. Se hard hincapié en que una funcién
se puede representar de diferentes modos: mediante una ecuacidn, en una tabla, con
una grifica o con palabras. Se considerardn los tipos principales de funciones que se
presentan en el cdlculo v se describird el proceso de usarlas como modelos matemdticos
de fenémenos dei mundo real. También se expondré el uso de las calculadoras graficado-
ras y del software para trazar gréificas.




CUATRO MANERAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION

Poblacion
Afio (en miliones)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2360
1960 3040
1970 3716
1980 4450
1940 5280
2000 6080

Aceleracitn vertical del suelo
durante el terremoto de Northridge

Las funciones surgen siempre que una cantidad depende de otra. Considere las cuatro si-

tuaciones siguientes: :

A. El drea A de un circulo depende del radio » del mismo. La regla que relaciona r con A
se expresa mediante la ecuacién A = a7, Con cada mimero positivo » existe asocia-
do un valor de A, por lo que A es funcidn de r. .

B. La poblacion humana del munde, P, depende del tiempo £. En la tabla se dan estima-
ciones de la poblacidén del mundo, P(2), en el tiempo ¢, para ciertos afios. Por gjemplo,

P{1950} == 2 560 000000

Pero para cada valor de tiempo ¢ existe un valor de P correspondiente, por lo que P es
una funcién de 1.

¢. Bl costo € de enviar por correo una carta de primera clase depende de su peso w. Aun
cuando no existe una férmula sencilla que relacione w con C, 1a oficina de correos
tiene una regla parta determinar € cuando se conoce .

D. La aceleracion vertical a del suelo, segiin la mide un sismdgrafo durante un terremo-
to, es una funcién del tiempo transcurrido +. En la figura I se muestra una grifica
generada por la actividad sismica durante el terremoto de Northridge que sacudié Los
Angeles en 1994, Para un valor dado de ¢, la grifica proporciona un valor correspon-
diente de «.
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FIGURA 1 50+
Culif. Depl. of Mines and Geology

En cada uno de estos ejemplos se describe una regla por la cual, dado un nimero (r, t, w
o 1), se asigna otro nimero (A, P, C o ). En cada caso, el segundo nidmero es funcién del

primero.

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto D exacta-
mente un elemento, llamado f{x), de un conjunto E.

Por lo comtin, se consideran funciones para las cuales los conjuntos D y E son con-
juntos de ndmeros reales. El conjunto D se Jlama dominio de la funcién. El nimero fix)
es el valor de f en x y se lee “f de x”. El intervalo de fes el conjunto de todos fos valores
posibles de f{x), conforme x varia en todo el dominio. Un simbolo que representa un nu-
mero arbitrario en el dominio de una funcién f se llama variable independiente. Un
simbolo que representa un nimero en el infervalo de f se Hlama variable dependiente.
En el ejemplo A, r es la variable independiente y A es la dependiente.
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X ——im — flX)
(entrada) (salida)

FIGURA 2
Diagrama de una miquina para
una funcién f

A

FIGURA 3

Diagrama de flechas para f

FIGURA &

= La notacidn para intervalos aparece en el
apéndice A,

Resulta Gtil concebir una funcién como una mAquina (véase la figura 2). Si x estd en
el dominio de la funcién f, por lo tanto cuando x entra en la méguina, se acepta como una
entrada y la méaquina produce una salida f{x) de acuerdo con Ja regla de la funcidn. De
este modo, puede concebir el dominio como el conjunto de todas las entradas posibles y
el intervalo como el conjunto de todas las salidas posibles.

Las funciones preprogramadas de una calculadora son buenos ejemplos de una funcidn co-
mo una miquina. Por ejemplo, 1a tecla de raiz cuadrada en su calculadora calcula una de esas
funciones. Usted oprime la tecla marcada como o +/x y registra la entrada x. Si x < 0,
en tal caso x no estd en el dominio de esta funcién; es decir, x no es una entrada aceptable y
la calculadora indicard un error. Six = 0, en tal caso aparecerd una aproximacion a Jxenla
pantalia. Asf, la tecla «/x de su calculadora no es exactamente lo mismo que la funcién ma-
temndtica exacta f definida por f(x) = V.

Otra manera de representar una funcién es un diagrama de flechas como en la figura 3.
Cada flecha une un elemento de D con un elemento de E. La flecha indica que flx) estd
asociada con x, fla) con a, y asi sucesivamente.

El método mds comtin para visualizar una funcion es su grafica. Si fes una funcién con
dominio D, después su grafica es el conjunto de las parejas ordenadas

{(x. f()|x € D}

{Observe que son parejas entrada-salida.} En otras palabras, la gréfica de f consta de todos
los puntos (x, ¥) en el plano coordenado, tales que y = flx) y x estd en el dominio de f.

La gréfica de una funci6n f da una imagen util del comportamiento, o la “historia de la
vida”, de una funcién. Como la coordenada y de cualquier punto (x, y) de la grifica es
y = flx), es posible leer el valor de f(x) a partir de la grafica como la altura de esta dltima
arriba del punto x (véase la figura 4). La gréfica de f también permite tener una imagen del
dominio de f sobre el eje x y su intervalo en el eje y como en la figura 5.

¥

intervalo

dominio

FIGURA 4 FIGURA 5

EJEMPLO | En la figura 6 se muestra la gréfica de una funcida f.
(a) Encuentre los valores de f{1) y f(5).
(b) ¢Cudles son el dominio y el intervalo de f?

SOLUCION
(2) En la figura 6 se ve que el punto (1, 3) se encuentra sobre la grifica de £, de modo
que el valor de fen 1 es f(1) = 3. (En otras palabras, el punto de la grifica que se encuen-
tra arriba de x = 1 estd tres unidades arriba del eje x.)

Cuando x = 5, la gréfica se encuentra alrededor de 0.7 unidades debajo del gje x, por
tanto, f(3) = —0.7

(b) flx) estd definida cuando 0 < x = 7, de modo que el dominio de fes el intervalo cerrado
[0, 7]. Observe que f toma todos los valores desde —2 hasta 4, de manera que el interva-
lo de fes

{y|—2=y=4=[-24] 0
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2 La expresion

fla + ) — fla)
h

en el efemple 3 se le denomina un cociente
de diferencia v habitualmente sucede en
calculo. Como verd en el capituio 2, representa
fa relaci6n de cambio promedio f(x) entre
x=agyx=ath

SECCION I.1 CUATRO MANERAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION 13

EJEMPLO 2 Trace una grifica y encuentre el dominio y el intervalo de cada funcién.
(a) flry=2x—1 () g(x) = x*

SOLUCION

(a) La ecuacidn de la grifica es y = 2x — 1 y esto se reconoce como la ecuacién de una
Iinea con pendiente 2 y ordenada al origen — 1. (Recuerde la forma de pendiente-ordenada
alf origen de la ecuacién de una recta: y = mx + b. Véase apéndice B.) Esto permite trazar
la gréfica de f de la figura 7. La expresion 2x — 1 estd definida para todos los nimeros
reales, de modo que el dominio de fes el conjunto de todos los mimeros reales, el cual
se denota con [, En Ia grifica se muestra que el intervalo también es R.

(b} Como g(2) = 2> = 4y g(—1) = (—1)* = 1, podria dibujar los puntos (2, 4) y
(=1, 1) junto conr unos cuantos puntos mds de la grafica y unirlos para producir la grifi-
ca (figura 8). La ecuacion de la grifica es y = x?, lo cual representa una pardbola (véase
el apéndice C), El dominio de g es R. El intervalo de g consta de todos los valores de
g(x); es decir, todos los niimeros de la forma x%. Pero x* = ( para todos los niimeros x
y cualquier ndmero positivo y es un cuadrado. De este modo, el intervalo de g es
{y|y = 0} = [0, ). Esto también se ve en la figura 8. 0

fla + k) — fla)

EJEMPLO 3 Siflx) = 2x" — 5x + Ly h # 0, evaluar ;
;

SOLLCIOH Primero evaldie f(a -+ /i) sustituyendo x mediante ¢ + £ en la expresién
para flx):
fa+h=2a+h —5a+n+1

=2a + 2ah + BH— 5@+ h) + |

=2a +2ah+—35a—h+ 1
Por lo tanto al sustituir en la expresidn que se proporciona y simplificando:

fla+n) = flay  (2a® + dah + 20" — 50 — 5h + 1) = 24" — 5a — 1)

h h
20+ 4ah + 20 — 5a — 5h+ 1 = 2a° + Sa — 1
h
4ah + 20 -~ 5h
s =dg + 21 — 5 r

h

REPRESENTACION DE LAS FUNCIONES

Se tienen cuatro maneras posibles para representar una funcion:

= Verbalmente {mediante una descripcidén en palabras)
a Numéricamente {con una tabla de valores)
# Visualmente {mediante una grifica)

» Algebraicamente (por medio de una férmula explicita)

Si una sola funcién se puede representar de las cuatro maneras, con frecuencia resulta
atil pasar de una representacion a otra, para adquirir un conocimiento adicional de esa fun-
ci6n. (Por ejemplo, en el ejemplo 2 se empieza con formulas algebraicas y, a continuacion,
se obtuvieron lIas grificas.) Pero ciertas funciones se describen de manera més natural con uno
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de los métodos que con otro. Con esto en mente, analice de nuevo las cuatro situaciones

consideradas al principio de esta seccidn.

A. Quizd la representacion mds Gtil del drea de un cireulo como Tuncidn de su radio sea la
férmula algebraica A(r) = r”, aunque es posible compilar una tabla de valores o trazar
una gréfica (la mitad de una pardbola). Como un cfrculo debe tener un radio positivo, el
dominio es {r|r > 0} = (0, =), y el intervalo también es (0, ).

Poblacidn B. Se ha descrito verbalmente la funcién: P{t} es la poblacién humana del mundo en el
Afio (en millones) tiempo . La tabla de valores de la poblacién mundial da una representacién conve-
niente de esta funcidn. Si coloca estos valores en una gréfica, obtendrd Ia grifica (lla-
1900 1650 mada grdfica de dispersion) de la figura 9. También es una representacion fitil; pues
1910 1750 nos permite absorber todos los datos a la vez. ;Qué hay acerca de una férmula? Por
1920 1360 supuesto, es imposible idear una férmula explicita que dé la poblacién humana exacta
1930 2070 P(t) en cualquier tiempo t. Pero es posible hallar una expresién para una funcién que
1940 ziOU proporcione una aproximacion de P(f). De hecho, con la aplicacién de los métodos
1930 2560 que se explican en la seccidn 1.2, se obtiene Ia aproximacion
1960 3040
1970 370 P(5) = £(1) = (0.008079266) - (1.013731¥
1950 4450
1990 5280 y en la figura 10 se ilustra que es un “ajuste” razonablemente bueno. La funcidn f se
2000 6080 ltama modelo matemdtico para el crecimiento de la poblacidn. En otras palabras, es una
funcidén con una férmula explicita que da una aproximacién para el comportamiento
de la funcién dada. Sin embargo, verd que las ideas del cdlculo se pueden aplicar a
una tabla de valores; no se necesita una férmula explicita.
P P
6% 10°+ N 6x10° 1
1900 1920 1940 1960 1980 2000 ' (900 1920 1940 1960 1980 2000 !
FIGURA 9 FIGURA 10

= Una funcidn definida por una tabla de
valores se conoce como funcidn tabular.

w (onzas) Clw) {ddlares)
O<w=1 0.39

1 <w=2 0.63
D=3 0.87
J<ws 4 E11

4 <=3 1.35
12 <= |3 3.27

La funcidn P es tipica entre las funciones que surgen siempre gque intenta aplicar
el cdleulo al mundo real. Empieza con una descripeién verbal de la funcién. En se-
guida, es posible que sea capaz de coastruir una tabla de valores de la funcidn,
quizd a partir de lecturas de instrumentos en un experimento cientifico. Aun cuando
no tenga el conocimiento completo de los valores de Ia funcién, a lo largo del libro
verd que todavia es posible realizar las operaciones del cdlculo en una funcién de
ese tipo.

€. Una vez mds, la funcién estd descrita en palabras: C(w) es el costo de enviar por correo
una carta de primera clase con peso . L.a regla que en 1996 aplicaba el U.S. Postal
Service (Servicio Postal de Estados Unidos) es 1a siguiente: el costo es de 39 centavos
de ddlar hasta por una onza, mds 24 centavos por cada onza sucesiva, hasta 13 onzas.
La tabla de valores que se muestra en el margen es la representacidn mds conveniente
para esta funcion, aunque es posible trazar una grifica (véase el ejemplo 10).

B. La grifica que se muestra en la figura 1 es la representacién mds natural de la funcidn
aceleracién vertical a(?). Es cierto que se podria compilar una tabla de valores e incluso




FIGURA 11

h
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FIGURA 12

= Al establecer funciones de aplicacion, como
en el gjemple 5, puede rescltar Util repasar los
principios para la resclucion de problemas came
se plantean en la pagina 76, en particular el
pasc 1: comprender e problema.

SECCION |1 CUATRO MANERAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION it 15

es posible idear una férmula aproximada. Pero todo lo que necesita saber un gedlogo,
amplitudes y patrones, puede observarse con facilidad a partir de la grafica. (Lo mismo
se cumple para los patrones que se ven en los electrocardiogramas de los pacientes car-
diacos y en los poligrafos para la deteccion de mentiras.)

En el ejemplo siguiente, se grafica una funcién definida verbalmente.

EJEMPLO 4 Cuando abre un grifo de agua caliente, la temperatura T"del agua depende de
cuanto tiempo ha estado corriendo. Trace una grifica aproximada de T como funcidn
del tiempo ¢ que ha transcurrido desde que se abri6 el grifo.

soLucion La temperatura inicial del agua corriente estd cercana a la ambiente, debido al
agua que ha estado en los tubos. Cuando empieza a salir la que se encuentra en el tanque
de agna caliente, 7 aumenta con rapidez. En la fase siguiente, 7 es constaate a la tempe-
ratura del agua calentada del tanque. Cuando éste se drena, T decrece hasta la temperatu-
ra de la fuente de agua. Esto permite realizar el boceto de grifica de T como una funcién
de ren la figura 11, O

El ejemplo que sigue, parte de una descripcion verbal de una funcion, en una situacién
fisica, y se obtiene una férmula algebraica explicita. La capacidad para llevar a cabo esto
constituye una habilidad dtil en los problemas de cdlculo en los que se piden los valores
méximo y minimo de cantidades,

% EJEMPLO 5 Un recipiente rectangular para almacenamiento, con su parte superior
abierta, tiene un volumen de 10 m’. La longitud de su base es el doble de su ancho. El
material para Ia base cuesta 10 délares por metro cuadrado y el material para los lados,
cuesta 6 délares por metro cuadrado. Exprese el costo del material como funcidn del
ancho de la base.

S0LLC0E Dibuje un diagrama como el de la figura 12 e introduzea la notacion to-
mando w v 2w como el ancho y la longitud de la base, respectivamente, y /i como
la altura.

El drea de la base es (2w)w = 2w”, de modo que el costo, en ddlares, del material
para la base es 10(2w*). Dos de los lados tienen el drea wh y el drea de los otros dos
es 2uwh, asi el costo del material para los lados es 6[2(wh) + 2(2wh)]. En consecuencia
el costo total es

C = 1002w?) + 6[2(wh) + 2(2wh)] = 20w* + 36wh
Para expresar C como funci6n s6lo de w, necesita eliminar /i, lo que sucede al aplicar el
hecho de que el volumen es 10 m*. De este modo,
w(2wih = 10

10 5
lo cual da h=—=—r
2w W

Si se sustituye esto en la expresion para €

5 . 180
e | = 20w + ——
w* w

C = 200" + 36w<
Por lo tanto, ka ecuacion

. 18
Clw) = 20w~ + 180 w>0
w

expresa C como funcidn de w. o
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EJEMPLO & Encuentre el dominio de cada funcidn,

1
@ fl)=+vx+2 ®) 900 = =
SOLUCION
@ i se da una funcion mediante una Sormula (a) Ya que la raiz cuadrada de un niimero negativo no esta definida (como niimero raal),

y no se da ef dominio explicitamente, !a con-
venién es que &l deminio es &l conjunto de
todos las nimeros para los que la formula
tiene sentida y define un nimsro real. (b) Dado que

el dominio de f consta de todos los valores de x tales que x + 2 = 0. Esto es equivalente
ax = —2, de modo que el dominio es el intervalo [—2, ).

1 1

g(x)=x2~x=x(x—1)

y la divisién entre 0 no estd permitida, g(x) no estd definida cuando x = 0 o x = 1. Por io
tanto, el dominio de g es

{x|x# 0,x# 1}
Jo cual también podria escribirse, con la notacidn de intervalos, como

(—2, 0} U (0, 1) U (1,09) 0

La gréfica de una funci6n es una curva en el plano xy. Pero surge Ia cuestién: jcudles
curvas en el plano xy son gréficas de funciones? La siguiente prueba responde lo anterior.

PRUEBA DE LA LINEA VERTICAL Una curva en el plano xy es la gréfica de una
funcién de x si y s6lo si ninguna linea vertical se interseca con la curva mds de
una vez.

En la figura 13 se puede ver la razén de la veracidad de la prueba de la ifnea vertical.
Si cada linea vertical x = « interseca una curva s6lo una vez, en (a, b}, por lo tanto se
define exactamente un valor funcional mediante f{a} = b. Pero si una linea x = a se in-
terseca con la curva dos veces, en (a, b) y (a, ¢), en tal caso la curva no puede representar
una funcién, porque una funcién no puede asignar dos valores diferentes a a.

NN 1

FIGURA 13

Por ejemplo, la pardbola x = y* ~ 2 que aparece en la figura 14(a) en la pigina que sigue
no es la gréfica de una funcién de x porque, como el lector puede ver, existen lincas vertica-
les que intersecan dos veces esa pardbola. Sin embargo, la pardbola en realidad contiene
las grificas de dos funciones de x. Observe que x = y?® - 2 significa y* = x + 2, por lo
que y = *./x + 2. Por esto, las mitades superior inferior de la pardbola son las gréficas
de las funciones f(x) = /x + 2 [del ejemplo 6(a)] y g(x) = —/x + 2 [véase las figu-
ras 14(b) y (c}]. Observe que, si invierte los papeles de x y ¥, en tal caso la ecuacién
x = h(y) = y* — 2 define x como funcién de y (con y como 1a variable independiente y x
como dependiente) y la pardbola aparece ahora como la grifica de la funcién A.




FIGURA 14

FIGURA 15

z Para un repaso mas extenso de los valores
absclutos, véase &l apéndice A.
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¥ ¥ y
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2,0 ¥ -2 ¢ x ‘“\\0 x
\

(@x=y"~2 (byy=v/x+2 ©y=-Vx+2

FUNCIONES SECCIONALMENTE DEFINIDAS

Las funciones de los cuatro ejemplos signientes estdn definidas por formulas diferentes en
diferentes partes de sus dominios.

7 EJEMPLO 7 Una funcién f se define por

f{x)={1~x six=sl

x? six>1
Evalde £(0), f(1) y f(2} y trace la gréafica.

SOLUCIGN Recuerde gue una funcidn es una regla. Para esta funcion en particular, la regla
es: primero se considera el valor de la entrada x. Si sucede que x = 1, en tal caso el valor
de f(x)es 1 — x. Por otra parte, si x > 1, después el valor de f(x) es x*.

Como 0 =< 1,tenemos f(0) =1 — 0= L
Como 1 = 1, tenemos f(1) =1~ 1 =0.

Como 2 > 1, tenemos f(2) = 2° = 4.

;C6émo dibujar la grafica de f? Observe que, si x = 1, por lo tanto f(x) = 1 — xde

modo que la parte de la grfica de f que se encuentra a la izquierda de la linea vertical

x = | debe coincidir con la linea y = 1 — x, la cual tiene la pendiente —1 y I como
ordenada al origen. 8i x > 1, después f(x) = %, por lo que la parte de la grifica de f
que estd a la derecha de la linea x = 1 tiene que coincidir con la grifica de y = 2, la cual
es una pardbola. Esto permite trazar la grafica de la figura 15. El punto relleno indica que
el punto (1, 0) estd incluido en la gréfica; el punto hueco indica que el punto (1, 1) estd
fuera de la gréfica. O

El ejemplo siguiente de una funcién seccionalmente definida es la funcién valor abso-
luto. Recuerde que el valor absoluto de un ndmero «, denotado con | a|, es la distancia de
a hasta 0, sobre la recta de los niimeros reales. Las distancias siempre son positivas o 0;
de tal manera

|a| =0  para todo nimero a
Por ejemplo,
[3] =3 |-3]=3 0] =0 W2-1]=+42-1 3—ml=a—-3
En general,

|a|=a sia=0

la|=—a sia<0

{Recuerde que si a es negativo, entonces —d s positivo.)
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£jEMPLO ¢ Trace la gréfica de la funcién valor absoluto, flx) = x|
sotucitN Con base en el andlisis precedente, sabe que
X si x=0
=10
—-x six<0

Al aplicar el método del ejemplo 7, la erdfica de f coincide con la linea y = x,a
la derecha del eje y, y coincide con la linea y = —x, a la izquierda del eje ¥ (véase la
figura 16). O

FIGURA 16
EJEMPLO 9 Encuentre una férmula para la funcidn f que se dibuja en la figura 17.

FIGURA 17 i

sG:UCi08 La linea que pasa por (0, 0) y (1, 1) tiene pendiente e = 1y su ordenada al ori-
gen es b = 0, de forma que su ecuacién es y = x. Por esto, para la parte de la gréfica
de fque une (0, 0} con {1, 1),

flx) =x si 0=x=1
= Forma punto-pendiente de la ecuacion de La linea que pasa por (1, 1) y (2, 0) tiene pendiente iz = — 1. de suerte que su forma
una secta: punto-pendiente €s
y = =mlr =) v 0=(-Dx-2 o y=2-x

véase el apandice B.
De tal manera que

flx)y=2-1x si l<x=2

Observe también que, para x > 2, la gréfica de f coincide con el eje x. Si retine esta in-
formacién, tiene la férmula siguiente para f, en tres secciones:

x st 0=tx=1
Fl)=42—-x sil<x=12
G six>2 0

EIEMPLO 19 En el ejemplo C del principio de esta seccion, se consider6 el costo Clw) de
enviar por correo una carta de primera clase con peso w. En realidad, ésta es una funcién
seccionalmente definida porque, a partir de la tabla de valores, se tiene

c 039 si0<w=1
P 063 sil<w=2
14 — Clwy=1{ 087 si2<w= 3
o 111 si3d<<w=4

0 1 2 3 :1 5 w La grifica se muestra en la figura 18. Usted puede ver por qué a las funciones semejantes

a ésta se les llama funcién escalén: saltan de un valor al siguiente. En el capitulo 2 se
FIGURA 18 estudiardn esas funciones. 0
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||

F| flx)

i 0

FIGURA 19
Una funcién par

,
i)
—X 0 if {x)

FIGURA 20
Una funcidn impar

FIGURA 21
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SIMETRIA

Si una funcion f satisface f{—x) = f(x), para todo nimero x en su dominio, en tal caso f
se denomina funcién par. Por ejemplo, la funcién f(x) = x” es par porque

Fl= = (=2 =22 = £()

El significado geométrico de una funcioén par es gue su grifica es simétrica con respecto al
eje y (véase la figura 19). Esto significa que si traza la grifica de f para x = 0, obtiene toda
Ja gréfica con sélo reflejar esta porcidn con respecto al eje y.

Sifsatisface f(—x) = —f(x), para todo nimero x en su dominio, en seguida f'se conoce
como funcién impar. Por ejemplo, la funcién f(x) = x% es impar porque

fl=x) = (=x) = —x* = =f(x)
La grifica de una funcién impar es simétrica respecto al origen (véase la figura 20}. Si ya
tiene la gréfica de fpara x = 0, puede obtener la grdfica entera al hacerla girar 180° alrede-

dor del origen.

57 EjEMPLO 11 Determine si cada una de las funciones siguientes es par, impar 0 ninguna
de las dos.

(a) f(x)=2x"+x (b glx) =1 —x* (€) h(x) = 2x — x*
SoLuCION
(a) Fl=x) = (=3 + (=) = (—=1)’%" + (=x)

=y x=—x"+ )

= —f{x)

En consecuencia, fes una funcién impar.

(b) gi=x) =1~ (=x)'=1-x"=g(x)

De modo que g es par.

(c) B(—x) = 2(—x) — (—x) = —2x ~ x*

Dado que A(—x) # A(x} y h(—x) # —h(x), se concluye que fz no es par ni impar. o

En la figura 21 se muestran las grédficas de las funciones del ejemplo 11. Observe que
fa grafica de & no es simétrica respecto al eje y ni respecto al origen.

14 f ! g 1+ h
| f\l /\ )

-: 1 1 X X i X

(a) (b (¢}
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FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

La grifica que se muestra en la figura 22 sube desde A hasta B, desciende desde B hasta C,
y vuelve a subir desde C hasta D. Se dice que la funcién festd creciendo sobre el intervalo
[a, b), decreciendo sobre [&, ¢, y creciendo de nuevo sobre [c, d]. Observe que si x; y x2
son dos ndmeros cualesquiera entre a y b, con x; < xa, entonces f(x1) < f(x2). Use esto
como la propiedad que define una funcién creciente.

o T e e e o e
Ty, e i e e —

!
A i
| %i I
i i |
o a X X ¢ X
FIGURA 22
Se dice que una funcién f es creciente sobre un intervalo / si
Flxy) < flxo) siempre que x; < xzenl
Se dice que es decreciente sobre / si
y
y=x" Flx) = flx2) siempre gue x; < xpen/
En la definicién de funcién creciente es importante darse cuenta que se debe satisfacer
0 x Ia desigualdad f(x,) < f{x:) para foda pareja de nimeros x; y x; en / con x; < xa.
A partir de 1a figura 23 es posible observar que la funcién f(x) = x? es decreciente sobre
FIGURA 23 el intervalo {—, 0] y creciente sobre el intervalo [0, o).
| 1.1 {_EJERCICIOS
1. Se da la gréfica de una funcidn f. ¥
(a) Establezca el valor de f{—1).
(b) Estime el valor de f(2).
1
{¢} ;Para cudles valores de x se tiene f{x} = 2? \ /
{d) Estime los valores de x tales que f(x) = 0. \ oy 1 o
{e) Establezca el dominio y el intervalo de f. AN /

(f) (En qué intervalo es f creciente?
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[2.] Se proporcionan las gréficas de fy g.

&

=

(a) Dé los valores de f(~4) y g{3).

(b) ¢Para cudles valores de x se tiene f(x) = g(x)?
(c) Estime 1a solucién de la ecuacién f{x) = ~1.
(d) ;En qué intervalo fes decreciente?

(e) Dé el dominio vy el intervalo de f.

(f) Dé el dominio vy el intervalo de g.

¥

/|

Un instramento operado por el Departamento de Minas y Geo-
logia en el Hospital Universitario de la Universidad del Sur de
Catifornia (USC) en Los Angeles, registed la figura 1. Usela
para estimar el intervalo de fa funcion aceleracién vertical del
suelo, en la USC durante ¢] terremoto de Northridge,

En esta secci6n se analizaron ejemplos de funciones, cotidia-
nas: la poblacién es una funcidn del tiempo, el costo del porte
de correos es una funcién del peso, la temperatura del agua
es una funcidn del tiempo. Dé otros tres ejemplos de funcio-
nes de la vida cotidiana que se describan verbalmente. ;Qué
puede decir acerca del dominio y del intervalo de cada una de
sus fanciones? Si es posible, trace una grafica aproximada

de cada funcion.

§-§ Determine si la curva es la grafica de una funcién de x. Silo
es, dé el dominio y el intervalo de la funcidn.

3.

¥ 6. ¥
AT 1
0\ I iy 0l/1 X
_,/
¥ =5 8. ¥
1 1
ol 1 ¥ 0] 1 X

La grifica que se muestra da el peso de cierta persona como una
funcién de la edad. Describa con palabras la manera en que varia

el peso de esta persona a lo largo del tiempo. ;Qué piensa el lec-
tor gue sucedid cuando esta persona tenfa 30 afios?

200+
Peso 1507
lib
{libras) 100 +
50T
0, 10 20 30 40 50 60 70 Edad

{afios)

10, La gréfica que se muestra da la distancia a la que se encuentra un
vendedor de su casa comno funcidén del tiempo en cierto dia.
Describa con palabras lo que la gréfica indica con respecto al
recorrido del vendedor en este dia.

Distancia
hasta la casa
(mitlas)

L .
y t T 1 t T t T T

§am. 10 Mepiopia 2 4 6 pa. Liempo
(horas)

[T1.] Usted pone algunos cubos de hielo en un vaso, lo llena con
agua fria y o deja sobre una mesa. Describa c6mo cambia la
temperatura del agua a medida que pasa el tiempo. Después,
trace una gréfica aproximada de la temperatura del agua como
funcién del tiempo transcurrido.

12, Trace una gréfica aproximada del ndmere de horas de luz del
dia como funcién de la época del afio,

Trace una grifica aproximada de la temperatura exterior como
funcién del tiempo durante un dia tipico de primavera.

14. Dibuje una grifica aproximada del valor en el mercado, por un
periodo de 20 afios de un antomévil nuevo. Considere que se le
da buen mantenimiento.

15. Dibuje Ia gréfica de la cantidad de una marca particular de café

vendida por una tienda como una funcién del precio del café.

16, Usted coloca un pastel congelado en un hormo y lo homea duran-
te una hora. Luego, lo saca y lo deja enfriar, antes de comerlo.
Describa cémo cambia la temperatura del pastel conforme pasa el
tiempo. Después, trace una grifica aproximada de la temperatura
del pastel como funcidn del tiempo.

17. El propietario de una casa corta el césped cada miércoles por la
tarde. Trace una gréfica aproximada de la altura del césped como

funcién del tiempo durante un periodo de cuatro semanas.

18. Un avién sale de un aeropuerto y aterriza, una hora mds tarde, en
otro aeropuerto que se encuenira a 400 millas de distancia, 3i¢
representa el tiempo en minutos desde que el avion ha dejado
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la terminal, sea x(7) la distancia horizontal recorrida y y(1) Ia @E hix) =
altitud del avién. Trace. *

(a) Una grifica posible de x(1).
(b) Una grafica posible de y(1).

(¢} Una grifica posible de la rapidez con respecto al suelo. 28. Encuentre el dominie, ef intervalo y trace la gréfica de la fun-
{d) Una gréfica posible de la velocidad verticai. cién h(x) = /4 — x2,

19. En la tabla se exhibe el nitmero & (en millones) de usuarios de
telefonos celulares en el mundo. (Se proporcionan estimaciones
semestrales).

33-44 Encuentre el dominio y trace la grifica de la funcion.

33 flx) =3 34, F(x)=3i(x + 3)
! IR F2 1994 1996 tges | 2000 4
N i 26 &0 160 | 340 | 650 35. f() =1 — 61 36. H({r) = 2 -t
(a) Mediante los datos trace una grifica de N en funcién de 1. 37. glx) = x—5 38 F(x)=|2x + L]
(b) Utilice la grifica para estimar la cantidad de usuarios de
teléfono celular a mediados de afic en 1995 y 1999, _ e 4 Iy x
o 9] Glx) = ——— x| 80. g = 2]
20, E1 2 de junio de 2001 se tomaron lecturas de temperatura T X X"
{en °F) cada dos horas desde la medianoclie hasta las 2:00 pa. El
tiempo 1 se midié en horas a pattir de la mediancche. A L Jx+2 six<0
Cfw=1 0
| —x six=0
K {) 2 4 ¢} s Ity 12 i |
3—ax sixs=s2
T 73 73 3 ot 72 5 e o 42, f(x) = - .
7 7 7 W q 4§ o1 filx) {21__5 Gy
(a) Utilice las lecturas para trazar una grdfica aproximada de T _ Y2 osixs =t
como una funcién de 1. 93] flo = X2 siv>—1
(b) Utilice la grifica que trazd para estimar la temperatura a las ’
11:00 am. x+9 s1ix< -3
21. Si f(x) = 3x* — x + 2, encuentre f(2), f=2), fla), fi—a), 84, flx)=14{-2x si|x]=3
fla + 1), 2f (@), fQa), fl@®), @)y fla -+ R, -6 six>3
22. Un globo esférico con radio de r pulgadas tiene el volumen
V(r} = 1r®, Encuentre una funcién que represente la cantidad
de aire que se requiere para inflarlo desde un radio de r puiga- £5-50 Encuentre una expresién para la funcién cuya grdfica es la
das hasta otro de r + 1 pulgadas. curva dada.
28-%6 Valorar el cociente de diferencia para la funcidn que se pro- 45. B segmento rectilinen que une los puntos (1, =3) y (5,7)

orciona. Simplifique su respuesta.
P Pl P 46. El segmento rectilineo que une los puntos (=3, 10} y (7, —10}

3] Ax) =4+ 3c — X', ﬂ_3_t’;)_-ﬁ3l 147.] La mitad inferior de la pardbola x + (y — 1} =0
) 48, La mitad superior del circulo x* + (y — 2)* = 4
o ) =, AEFRAD
h 89. T 50. 7
1 () -
2. o=+, A0 /
x r—a /
%, fiy = 243 )y -A1) ! N R
n x+ 1" x -1 o X o i X

27-81 Encuentre el dominio de la funcién. 51~55 FEncuentre una férmula para la funcidn descrita y dé su

S5y + 4 dominio.
P4+ 3x+2

27. flx) = 28. flx) =

x—1
51, Un rectdngulo tiene un perimetro de 20 m. Exprese el drea del

29. f(1y =i+ ¥ 30, glw) = Vu + 4 —u rectdngulo como funcién de la longitud de uno de sus lados.
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52. Un rectdngulo tiene un drea de 16 m’. Exprese su perimetro
como funcién de la longitud de uno de sus lados.

53. Exprese el drea de un trigngulo equildtero como funcion de ia
longitud de uno de los tados.

54. Exprese el drea superficial de un cubo como funcitn de su vo-
lumen.

Una caja rectangular abierta, con volumen de 2 m’, tiene una
base cuadrada. Exprese el drea superficial de la caja como fun-
cion de fa longitud de uno de los lados de la base.

56. Una ventana normanda tiene la forma de un rectingulo coro-
nado por un semicirculo. Si el perimetro de la ventana es de
30 pies, exprese el drea A de ella como funcidn del ancho x
de fa misma.

57. Debe construirse una caja con su parte superior abierta a pariir
de un trozo rectangular de cartén que tiene las dimensiones de
12 pulgadas por 20 pulgadas. recortando cuadrados iguales
de lado x en cada una de las esquinas y. a continuacion, doblando
los lados como se ilustra en la figura. Exprese el volumen V
de la caja como funcidn de v

58. Una compafifa de taxis cobra dos déares por la primera milla
{0 parte de una milta) ¥ 20 centavos de délar por cada décimo
de milla (o parte) subsiguiente. Exprese ¢l costo C (en dolares) de
un vigje como funcidn de la distancia x recorrida (en millas).
para 0 < x < 2, y dibuje la grifica de esta funcidn.

En cierto pais, el impuesto sobre la renta se evalia como se
indica a continuacion. No se paga impuesto sobre ingresos hasta
de 10 000 délares. Cualquier ingreso superior a 10 000 délares
paga un impuesto del 10% del mismo, hasta un ingrese de
20 000 d6lares. Cualquier ingreso superior a 20 000 délares
paga impuesto con una tasa del 3%

(a) Trace fa grifica de ]a tasa R de impuesto como funcién del
ingreso J.

60.

(b} ;Cudl impuesto corresponde a un ingreso de 14 000 délares
¥ a otro de 26 000 dolares?

{¢) Trace la grifica del impuesto total correspondiente 7 como
funcién del ingreso 1.

Las funciones del ejemplo 10 y de los ejercicios 58 y 59(a) se
conocen como fnciones escalones porque sus grificas parecen
escaleras. Dé otros dos ejemplos de funciones escalones que
surjan en la vida cotidiana.

61-5% Se muestran las grificas de 'y g. Determine si cada funcién
es par, impar o ninguna de las dos. Expligue su razonamiento.

ol. ¥ 62. ¥
i /\ u
P
\_/] \ X A
A}\/
63. (a) Si el punto (5, 3) estd sobre la grifica de una funcién par,

64,

;cudl otro punto también debe estar sobre Ja grafica?
{b) 5i el punto (5, 3) estd sobre la grifica de una funcion impar,
;cudl otro punto también debe estar sobre fa grdfica?

Una funcién f tiene el dominio [—5, 5] y se muestra una parte
de su grifica.

(a)} Complete la grifica de fsi se sabe que €sta es par.

(b) Complete la grifica de f'si se sabe que ésta es impar.

VA

£5-7% Determine si fes par mpar o ni par il impar. Si tiene una
cajculadora graficadora, use ra verificar de manera visual su
respuesta

5.

67.

69.

2

O =—7 66. f(x) = =T
x -] = vy

) = 68. f(x) = x)x|

F) = 14+ 307 - 70, fly)=1+37 —
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1.2

MODELOS MATEMATICOS: UN CATALOGO DE FUNCIONES BASICAS

Prob_iema en el
“ mundo real

1

Formular

Un modelo matemético es una descripcién matemdtica (con frecuencia mediante una fun-
cién o una ecuacion), de un fendmeno del mundo real, como por ejemplo el tamafio de una
poblacién, Ja demanda por un producto, la rapidez de caida de un objeto, la concentracién de
un producto en una reaccidn quimica, la expectativa de vida de una persona cuando nace o el
costo de Ja reduccién de emisiones. El propdsito de este modelo es entender el fenémeno y
quizd hacer predicciones con respecto al comportamiento futuro.

La figura 1 ilustra el proceso del modelado matemdtico. Una vez que se especifica un
problema del mundo real, la primera tarea consiste en formular un modelo matemdtico iden-
tificando y déndole un nombre a las variables independientes y dependientes, asi como
hacer supuestos que simplifiquen, lo suficiente, el fenémeno como para hacer gue sea sus-
ceptible de rastrearse en forma matemética. Utilice su conocimiento acerca de la situacidn
fisica y sus habilidades matemédticas para obtener ecuaciones que relacionen las variables.
En aquellas situaciones en las que no existen leyes fisicas que lo gufen, tal vez necesite re-
cabar informacién (ya sea de una biblioteca o de la Internet o llevando a cabo sus propios
experimentos) y analizarlos en forma de tabla con objeto de discernir patrones. A par-
tir de esta representacién numérica quizd desee obtener una representacion grafica por
medio del dibujo de los datos. En algunos casos, la grifica puede hasta sugerir una forma
algebraica adecuada.

Resalver . Conclusiones Interpretar
H g
majemdticas ———

Test

FIGURA 1 El proceso del modelado

= En el agéndice B se repasa la geometria

anatitica de las rectas.

La segunda etapa es aplicar las matemdticas que conoce (como por ejemplo el cdlculo
que se desarrollard en todas las partes de este libro) al modelo matemdtico formulado con
el fin de deducir conclusiones matemdticas. Después, en la tercera etapa, tome esas conclu-
siones matemdticas e interprételas como informacién acerca del fenémeno original del
mundo real por medio de ofrecer explicaciones o hacer predicciones. La etapa final es pro-
bar las predicciones que formulé verificdndolas contra datos nuevos relativos al mundo real.
Si las predicciones no se comparan de manera apropiada con la realidad, necesita afinar su
meodelo o bien formular uno nuevo y empezar el ciclo de nuevo.

Un modelo matemético nunca es una representacién totalmente precisa de una situacién
fisica, es una idealizacion. Un buen modelo simplifica la realidad lo suficiente como para
permitir cdlculos matemdticos pero es lo suficientemente preciso para proveer conclusiones
valiosas. Es importante darse cuenta de los limites del modelo. En iltima instancia, la madre
naturaleza tiene la Gltima palabra.

Existen muchos tipos diferentes de funciones que pueden usarse para modelar corre-
spondencias que se observan en el mundo real. En las secciones subsecuentes, analizard el
comportamiento y las grificas de estas funciones y atenderd ejemplos de situaciones mo-
deladas en forma apropiada por medio de esas funciones.

MODELOS LINEALES

Cuando dice que y es una funcién lineal de x, lo que guiere dar a entender es que la gré-
fica de 1a funcién es una recta, de tal manera puede usar la forma pendiente-interseccion
de la ecuacién de una recta para escribir una férmula para la funcion como

y=fx)=mx+b

donde m es 1a pendiente de la recta y b es la coordenada al origen y.




T =-—10h+ 20
10+
0__ 1 é I h
FIGURA 3

FIGURA 2
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Una caracteristica representativa de las funciones lineales es que crecen en una pro-
porcién constante. La figura 2, por ejemplo, presenta una gréfica de Ia funcién lineal
flx) = 3x — 2 y una tabla de valores muestra. Observe que siempre que x aumenta en 0.1, el
valor de f{x} se incrementa en 0.3. Por 30 fx) se incrementa tres veces tan rdpido como x.
De este modo la pendiente de la gréifica y = 3x — 2, en este caso 3, puede interpretarse
como la refacién de cambio de y con respecto a x.

.)‘J

y=3x-2 : S Gy e )

BE EJEMPLO

(a) A medida que el aire seco se mueve hacia arriba, se expande y se enfria. Si la tem-
peratura del suelo es 20°C y la temperatura a la altura de I km es 10°C, exprese la
temperatura 7 (en °C) como una funcién de la altura /2 (en kilometros) suponiendo que
es un modelo lineal adecuado.

(b) Trace la gréfica de la funcién del inciso (a). ;Qué representa la pendiente?

(¢} (Cudl es la temperatura a una altura de 2.5 km?

L0LUCIDN
(a) Como supone que T es una funcién lineal de £, puede escribir

T=mh+b
Se dice que T = 20 cuando 4 = 0, asi
W=m-0+b=10>b

En otras palabras, la ordenada al origen y es b = 20.
Ademds, T = 10 cuando i = I, de modo que

0=m-1+20
Por lo tanto la pendiente de la recta es m = 10 — 20 = 10y la funcidn i —
requerida es

T=—10h+ 20
(b} La grifica se traza en Ja figura 3. La pendiente es m = —10°C/km, y esto representa

la relacion de cambio de temperatura con respecto a la altura.
{c) A unaaltura h = 2.5 km, la temperatura es

T=—-10(2.5) + 20 = —5°C

Si no existe una ley fisica o un principio que ayude a formular un modelo, se construye
un modelo empirico, el cual se basa por completo en la informacién recabada. Se busca una
curva que “coincida” con los datos en el sentido de que capte Ia tendencia fundamental de
los puntos de los datos.
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£7 EJEMPLO 2 En la tabla | se enumera el nivel promedio de diéxido de carbono en la
atmésfera, medido en partes por millon en el observatorio Mauna Loa de 1980 a 2002,
Use la informacién que en ella aparece para encontrar un modelo para el nivel de
diéxido de carbono.
soLUCON Use los datos que aparecen en la tabla 1 para trazar la gréfica de dispersion que
se muestra en la figura 4, donde ¢ representa el tiempo (en afios) y C el nivel de CO; (en
partes por millén, ppm)
Ca .
TABLA 1 37107 .
Nivel de CO: Nivel de CO:
Afo {en ppm) Ado {(cn ppm) 3607
1986 338.7 1992 3564
1982 341 1994 358.9 350+ '
1984 3444 1956 362.6
19386 3472 1998 306.6
{088 351.5 2000 309.4 40T,
1990 354.2 2002 372.9 1o ; ; ; .,
1980 1988 1990 1995 2000 !
FIGURA 4 Grifica de dispersidn para el nivel de CO;

Observe gue al parecer los puntos correspondientes a la informacidn se encuentran cerca
de una recta, por tanto es natural que en este caso se elija un modelo lineal. Pero existen
numerosas rectas posibles que se aproximan a estos punios de informacion, por eso cudl
debe escoger? A partir de la grdfica, la linea que pasa por el primero y el tltimo puntos de
informacién parece ser una posibilidad. La pendiente de esta recta es

3729 — 3387  34.2
= = 1.5545
2002 — 1980 22
y su ecuacion es
C — 3387 = 1.5545(r — 1980)
o bien

] C = 1.5545t — 2739.21

La ecuacidén 1 proporciona un modelo lineal posible para el nivel de diéxido de
carbono; se grafica en la figura 5.

c
370 +
360+
350+
FIGURA 5 340+
Modelo lineal a fravés - ‘ ‘
del primero y tltimo 1980 085 1950 1995 2000 !
puntos de informacion

S bien el modelo coincide razonablemente bien con la informacion, da puntos mds
altos que la mayor parte de los niveles reales de CQ,. Por medio de un procedimiento




= Una computadord o una calouladera grafi-
cadora encuentra la recta de regresion por
medic del métode de minimos cuadrados, el
cual consiste en redusiy al minimo la suma de
los cuadrados de las distancias verticales
entre los puntos correspondientes a datos v la
recta. En la seccion 14.7 se explican detalles

de lo anterior.

FIGURA &
La recta de regresion
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de estadistica conocido como regresidn lineal, se obtiene un mejor modelo lineal. Si
ptiliza una calculadora graficadora, registre los datos de la tabla | en el editor de datos
y elija el comando de regresion lineal. (Con Maple use el comando Fit [least square]
en el paquete de estadistica; con Mathematica utilice el comando Fit). La méquina da la
pendiente y la ordenada al origen y de la recta de regresién como

m = 1.55192 b= —2734.55

De esta manera nuestro modelo de minimos cuadrados para el nivel de COz es

7] € = 1.551921 — 2734.55

En la figura 6 aparece la grafica de la recta de regresion asi como los puntos de infor-
maci6n. Al compararla con la figura 5 se observa que da una mejor coincidencia que
nuestro modelo lineal anterior.

C
30T

360+ {

340 T

1980 1985 1990 1995 2000 ¢

]

22 EJEMPLO 3 Use el modelo lineal que proporciona la ecuacién 2 para estimar el nivel
promedio de COs correspondiente al afio 1987 y predecir el nivel para el 2010. Segin
este modelo, jendndo excederd el nivel de CO; las 400 partes por millén?

S0LICIGN Mediante 1a ecuacién 2 con t = 1987, se estima que el nivel promedio de CO,
en 1987 fue

C(1987) = (1.55192)(1987) — 2734.55 = 349.12

Esto es un ejemplo de interpolacion porque ha estimado un valor entre valores chservados.
(De hecho, el observatorio Mauna Loa informé que el nivel promedio de CO, en 1987 fue
348.93 ppm, de igual manera su estimado es bastante preciso.)

Con r = 2010, obtiene

C(2010) = (1.55192)(2010) ~ 2734.55 = 384.81

De modo que se predice que el nivel promedic de CO; en el afio 2010 serd
384.8 ppm. Esto es un ejemplo de extrapolacion porque pronostico un valor fuera de
la regién de las observaciones. Por consecuencia, estd mucho menos seguro acerca de la
exactitud de su prediccion,

Al usar la ecuacién 2, observe que el nivel de CO; excede las 400 ppm cuando

1.55192¢ — 2734.55 > 400
Al resolver esta desigualdad tiene

3134.55

= 2019.79
1.55192 20
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En consecuencia, se pronostica que el nivel de CO; excederd de 400 ppm hacia el
afio 2020. Esta prediceidn es riesgosa hasta cierto punto porque implica un momenio
bastante remoto con respecto a sus observaciones. ]

POLINOMIOS

FIGHRA 7

A una funcién P se le lama polinomio si
P(x) = ax" + @ x"" o aax? +ax o+ oag

donde 1 es un entero no negativo y los ndmeros ag, oy, da, . .., @, SON CONstantes que se
conocen como coeficientes del polinomio. El dominio de cualquier polinomio es
R = (—w, ¢}, §i el coeficiente principal ¢, # 0, entonces el grado del polinomio £s n. Por
ejemplo, la funcién

Px)=2x"—x*+Ix*+ 2

es un polinomio de grado 6.

Un polinomio de grado | tiene la forma P(x) == mx + by de este modo es una funcién
lineal. Un polinomio de grado 2 tiene la forma P(x) = ax® + bx -+ ¢ se le llama funcién
cuadritica. Su grifica es siempre una pardbola que se obtiene, como vera en la seccidn
siguiente, al cambiar la pardbola y = ax*. La parébola se abre hacia arriba si @ > 0y hacia
abajo st ¢ < 0. (Véase la figura 7.)

¥4 y

%]
o
'

Las gréficas de las funciones

cuadriticas son pardbolas

FIGURA 8

. (@y=x'+x+1 (by y=—2x"+3x+1

Un polinomio de grado 3 tiene la forma
PX)=ax*+bx’+cx+d a#0

y se le da el nombre de funcién edbica. La figura 8 muestra la grifica de una funcién cd-
bica en la parte (a) y grificas de polinomios de grados 4 y 5 en las partes (b) y (c). Mils
adelante verd por qué las graficas tienen las formas que se ilustran a continuacisn,

¥ ¥ ¥

(@) y=x"—x+1 byy=x*-3x"+x {€) y= 3% —25x7 + 60x



TABLA 2

Tiempo
(segundos)

Altura
(metros)

G

ot T3 e

oo =1 O LA

450
445
431
208
373
332
279
26
143

&1
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Usualmente los polinomios se utilizan para modelar diversas cantidades que se susci-
tan en las ciencias naturales y sociales. En la seccidén 3.7, por ejemplo, se explica por qué
los economistas suelen usar un polinomio P(x) para representar el costo de producir x uni-
dades de una mercancia. El ejemplo siguiente usa una férmula cuadritica para modelar la
cafda de una pelota.

£1:MPLO 4 Desde la plataforma superior de observacién de la torre CN, a 450 m sobre el
nivel, se deja caer una pelota y en la tabla 2 se registra su altura 4 del suelo sobre el nivel 2
intervalos de un segundo. Encuentre un modelo que coincida con la informacién y dselo
para predecir el tiempo en que la pelota toca el suelo.

5014098 En la figura 9 se traza una grafica de dispersion de la informacion y se observa
que no es adecuada una gréfica lineal, Pero parece ser que quizds los puntos de informa-
cién se encuentren sobre una pardbola, de este modo se hace la praeba con un modelo
cuadratico. Al utilizar una calculadora graficadora o una computadora provista de siste-
ma algebraico (que utiliza el método de minimos cuadrados), se obtiene el modelo cua-
dratico siguiente:

h = 449,36 + 0.961 — 4.90¢*
h h
{metros) .
400+ T, 400 1
200 1 : 200+
T T S P
(segundos)
FEGURA 9 FIGURA 10

Diagrama de dispersion para una pelota que cae Modelo cuadritico para una pelota gue cag

En la figura 10 se traza la grifica de la ecuacién 3 con los puntos de informacion y se
observa que el modelo cuadritico da una coincidencia adecuada.
La pelota toca el suelo cuando s = 0, de modo que se resuelve la ecuacion cuadritica

—4.901% + 0.96¢ + 449.36 = 0

La formula cuadrdtica da

= —0.96 = /(0.96)* — 4(—4.90)(449.36)
2(—4.90)

La raiz positiva es 7 = 9.67, por lo tanto se pronostica que la pelota tlcarﬁ el suelo después
H / o
de casi de 9.7 segundos. :

FUNCIONES DE POTENCIA

Una funcién de la forma f{x) = x“ donde a es constante se llama funcion potencia. Con-
sidere varios casos.
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(i} & = n, donde n es un entero positivo

La figura 11 ilustra las gréficas de flxy=x"paran=123,4y3. (Estos son poli-
nomios con un solo término.) Ya conoce la forma de las grificas de y = x (una linea a

través del origen con pendiente 1) y y = x° [una pardbola, véase el ejemplo 2(b} en

la seccion 1.1].

y= ‘1'2 y o 4\;5'

FIGURA t1 Grificas de fix) =x"paran=1,2,3,4,3

FIGURA 12

Familias de funciones de potencia

FIGURA 13

Griéficas de funciones raiz

La forma general de la gréfica de f(x) = x" depende de si n es par 0 impar. Sines
par, en tal caso f(x) = x" es una funcién par y su grifica es semejante a la de la paribo-
lay = x% Si n es impar, en tal caso f{x) = x" es una funcién impar y su grifica es similar
alade y = x*. Sin embargo, observe en la figura 12 que conforme aumenta n, la grifica se
hace mds plana cerca de 0 y mds pronunciada cuando | x| = 1. (Si x es pequefia después
£* es mds pegueiia, x° atin mds pequefia, x* es mds pequefia y asf sucesivamente.)

-1, 0

i a = 1/n, donde n es un enterc positivo

La funcién f(x) = x'/" = ¥ es una funcién raiz. Para n = 2 es la funcién raiz cuadrada
F(x) = +/x, cuyo dominio es [0, %) y cuya grdfica es la mitad superior de la pardbola

x = v% [Véase la figura 13(a).} Para otros valores pares de 7, la grificade y = ifx es simi-
laraladey = Jx. Para n = 3 tenemos la funci6n raiz cibica f (x) = x cuyo dominio
es R (recuerde que todo niimero real tiene una raiz cibica) y cuya grifica se ilustra en la
figura 13(b). La grificade y = {/E para n impar {#n > 3} es similar alade y = 3/.{

y4 ¥
0 X / 0 Y
(@) = x () fo = Yx




FIGURA 14
La funcién reciproca

FIGURA 15
El volumen como una funcién de
la presién a temperatura constante

FIGHRA 16
2xt— x4+ 1
f= =727
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i a = —1

En la figura 14 se presenta la gréfica de la funcién reciproca f{x} = x~' = L/x. Su gri-
fica tiene 1a ecuacién y = 1/x, 0 xy = 1 y es una hipérbola con sus gjes de coordenadas
como sus asintotas. Esta funcién surge en la fisica y en la quimica en conexidn con la
ley de Boyle, la cual dice que, cuando la temperatura es constante, el volumen V de un
gas es inversamente proporcional a Ia presién P:

c
V=—
P

donde C es una constante. En estos términos, la gréfica de V como una funcion de P (véase
la figura 15) tiene la misma forma general que Ia mitad derecha de la figura 14,

En el ejercicio 26 se analiza otra situacién en la que se utiliza una funcién potencia para
modelar un fendmeno fisico.

FUNCIONES RACIONALES

Una funcién racional f es una razén de dos polinomios:

donde P y O son polinomios. El dominio consiste de todos los valores de x tales que
O(x) #= 0. Un ejemplo sencillo de una funcidn racional es la funcién f(x) = I/x, cuyo
dominio es {x|x 5¢ O}; esto es la funcién reciproca que se dibuja en la figura 14. La
funcién
2xt — x4+ ]
x) = —————
fl) = Z=

es una funcién racional con dominio {x|x # =2} En la figura 16 se ilustra su erifica.

FUNCIONES ALGEBRAICAS

Si una funcién puede construirse usando operaciones algebraicas (como suma, resta, multi-
plicacién y sacar raices) se le llama funcién algebraica. Cualquier funcién racional automd-
ticamente es una funcién algebraica. A continuacién dos ejemplos mds:

o — 16x7

flo =2+ 1 g(x)ﬂﬁﬂt(X""?-)w/’x‘rl
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FIGURA 17

= Lag paginas de referencia AP estan
localizadas al final del libro.

] [;’
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Cuando trace funciones algebraicas en el capftulo 4, verd que sus grificas adoptan diversas
formas. La figura 17 ilustra algunas de las posibilidades.

¥ ¥ ¥

BN

0 5 X 0 1 b

bygiy=4x*—25 () Ixy = x¥¥x - 29

(@) flor=xJx+3

En la teorfa de Ia relatividad surge un ejemplo de funciones algebraicas. La masa de una
particula con velocidad v, es

iy

i =f(v) = ‘*m

donde my es la masa en reposo de la particula y ¢ = 3.0 X 10° km/s es la rapidez de la luz,
en el vacio.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La trigonometria y las funciones trigonométricas se repasan en la pAgina de referencias 2 y
también en el apéndice D. En el cdiculo la convencidn es que siempre se utiliza la me-
dida en radianes (excepto cuando se indique lo contrario). Por ejemplo, cuando se usa la
funcidn f{x) = sen x, se supone que sen x significa el seno del dngulo cuya medida en ra-
dianes es x. Por consiguiente, las graficas de las funciones seno y coseno son como las que
se ilustran en la figura 18.

%

N w2

f
3
[YEI

(a) fix)=senx

FIGURA 18

(

T 3 3&"'

B

L
' f=]
3
<“ :i
s E.__]

+ |

(b) g{x) = cos x

Observe que tanto para la funcién seno como coseno el dominio es (%, «) y el alcance
es el intervalo cerrado [—1, 1]. En estos términos, para todos los valores de x, se tiene

—l=senx =1 —l=cosx =1l
o, en términos de valores absolutos,
|senx| =1 jcosx| =1

Ademds, los ceros de las funciones seno surgen en miiltiplos enteros de r; es decir,

senx = donde X = pnir nes un ndmero positivo
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FIGURA 19
y=tan x
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FIGURA 20
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Una propiedad importante de las funciones SER0 y coseno es que son funciones peris-
dicas y tienen periodos 27. Esto significa que para todas las funciones de x,

sen{x + 277) = sen x cos{x + 2) = cos x

La naturaleza peridica de estas funciones las hace adecuadas para modelar fenémenos repe-
titivos como por ejemplo las mareas, 1os resortes vibratorios y las ondas sonoras. En el caso
del ejemplo 4 de la seccidn 1.3, verd que un modele razonable para el niimero de horas de luz
en Filadelfia ¢ dias después del 1 de enero estd dado por Ja funcion

297
=12 + 2. —{t — 80
L 2 2835:1[365 (t— 8 )]

La funcién tangente se relaciona con las funciones seno y cosenc por medio de Ia
ecuiacidn

senx

tan x =
oS X

¥ su grafica se muestra en la figura 19, Es indefinida siempre que cos x == 0, es decir, cuan-
dox = *7/2, #37/2, .. .. Suintervalo es (—o2, ), Observe que la funcicn tangente tiene
periodos 7

tan{x + ) = tan x para toda x

Las tres funciones trigonométricas restantes (cosecante, secante y cotangente) son
reciprocas de las funciones seno, coseno Yy tangente. Sus grificas se ilustran en el apén-
dice D.

FUNCIONES EXPONENCIALES

Las funciones exponenciales son las funciones de la forma f(x) = a*, donde la base g es
una constante positiva. En la figura 20 se muestran las grificas de y = 2*y y = (0.5)*. En
ambos casos el dominio es (—oo, o) v {0, =) es el intervalo.

yT ¥4

S e

0 i X 0 1 X

(@) y=2" (b) y=(0.5)"

En Ia seccidn 1.5 se estudiardn las funciones exponenciales con mayores detalles y vers
que resultan dtiles para modelar muchos fendmenos naturales, como por ¢jemplo el creci-

/n.ientﬂ de la poblacion (si a > 1) y el decaimiento radiactivo (si @ < 1).
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¥ . FUNCIONES LOGARITMICAS

Las funciones logaritmicas f(x) = log,x, donde la base ¢ es una constante positiva,
son las inversas de las funciones exponenciales. Las primeras se estudian en la sec-
cién 1.6. Bn la figura 21 se muestran las grificas de cuatro funciones logaritmicas con
varias bases. En cada caso el dominio es (0, ), el intervalo es (—os, ), y Ia funcidn crece
lentamente cuando x > 1.

y=logpx

FUNCIONES TRASCENDENTES

Estas funciones no son algebraicas. Bl conjunto de funciones trascendentes incluye la
trigonométrica, la trigonométrica inversa, exponencial y logaritmica, ademds comprende un
buen nimero de otras funciones que nunca han recibido nombre. En el capitulo 11 se ana-
lizardn las funciones trascendentes que se definen como sumas de series infinitas.

FEGURA 21

EJEMPLO 5 Clasifique las funciones siguientes como uno de los tipos de funciones recién
analizadas.

(a) flx) =5 (b) glx) = x*

+ -
2 @ ult) =1- 1+ 5¢¢

1
(¢} hix) = A

SOLECION

(a) f{x) = 5" es una funcién exponencial, (La x es el exponente.)

(b) g(x) = x* es una funcién potencia, (La x es la base.) Podria considerar también que
es un polinomio de grado 5.

P+ } ;
MWMT es una funcion algebraica.
— X

(c) hlx) = :

(d}y u{f) =1 — ¢+ 5t es un polinomio de grado 4.
P

0

.2 | EJERCICIOS

12 Clasifique cada funcién como funcién potencia, funcion raiz,
palinomio (sefiale s grado), funcién racional, funcién algebraica, fun-
cién trigonométrica, funcién exponencial o funcién logaritmica.

(b) glx) = 1 — x?

X+
o

Lo(a) f®) = ¥x

(c) h(x) = x" + x* () r(x) =

(e) $(x¥) = tan 2x (B t(x) = logex

x—6 X
2-{a))'wx+6 (b))’“H‘TT
(c)y=10° (dy y=x"

@y=2++ = (f) y=cos0+send

34 Haga coincidir cada ecuacién con su grifica. Explique
sus selecciones. (No use una computadora ni una calculadora
graficadora.)

Bl@ y=x° (by y ==x"
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4 (a) y = 3x by y=3"
@ y=x* {d) y=x

o

B/

ES_,-} {a) Encuentre una ecuacién para la familia de funciones linea-
les con pendiente 2 y trace la gréfica de varios miembyros
de la familia.

(b) Halle una ecuacion para Ia familia de funciones lineales tal
que f(2) = 1 y dibuje varios miembros de Ia familia,
(¢} ¢Qué funcion pertenece a ambas familias?

.G'*

{Qué tienen en comiin todos los miembros de [a familia de fun-
ciones lineales f{x) = 1 + m(x + 3)? Trace [a gréfica de varios
miembros de la familia.

7. ;Qué tienen en comiin todos los miembros de |a familia de fun-
ciones linezles f(x) = ¢ — x? Trace la grifica de varios miem-
bros de la familia.

8. Halle las expresiones para las funciones cuadriticas cuyas
grificas son mostradas.

¥y ¥

©.1)
(4.2) 3

J/ /

I

U

{1,—2.5)

-
h

Hallar una expresién para una funcién cibicafsif(—1y =6y

A= =0 =f2)=0.

10. Estudios recientes indican que Ia temperatura superficial de la
Tierra se ha estado incrementando de manera frme. Algunos
cientificos han modelado la temperatura mediante la funcidn
tineal T = 0.02¢ + §.50, donde Tes Ia temperatura en °C y 7
representa afios desde 1900,

() ;Qué representa la pendiente y la interseccidon a 77
(b) Utilice la ecuacion para predecir la temperatura superficial
global al promedio al 2100.

11. Si ta dosificacion recomendada para un adulto de una droga es
D (en mg), entonces, para establecer 1a désis apropiada ¢
para un infante de edad 4, el quimico farmacéutico utiliza Ia
ecuacion ¢ = 0.0417a + 1). Considers que la désis para un

adulte es 200 mg.

.

(a) Hallar Ia pendiente de Ia gréfica de c. :Qué representa?
(1) (Cudl es la ddsis para un recién nacido?

12, El gerente de un bazar de fin de semana sabe con base en

14,

experiencias anteriores que si cobra x délares por la renta
de espacio en ¢] bazar, entonces el ndmero ¥ de espacios
que puede rentar esté dado por la ecuacién ¥ =200 — 4x.

(a) Trace una grifica de esta funcién lineal. (Recuerde
que la renta que se cobra por espacie y el niiniero de
espacios que pueden rentarse no pueden ser cantidades
negativas.)

{b) ¢ Qué representan la pendiente, la ordenada al origen y y la
interseccidn x de la gréfica?

. La refacion entre las escalas de temperatura Fahrenheit (F) y

Celsius (C} estd dada por la funcién lineal F = 3C 4+ 32

(a) Trace una grifica de esta funcién.
(b) ¢ Cudl es la pendiente de la grifica ¥ qué representa? ; Cudl
es la interseccidn de F y qué representa?

Jason sale de Detroit a las 2:00 p. y conduce con rapidez
constante hacia el oeste a lo largo de la carretera I-96. Pasa por
Ann Arbor, a 40 mitlas de Detroit a las 2:50

(a) Exprese la distancia recorrida en términos del tiempo trans-
currido.

(b) Dibuje la grifica de la ecuacién del inciso (a).

{¢) ¢Cudl es la pendiente de esta linea? :Qué representa?

@ Los bidlogos han notado que la cantidad de chirridos que

16.

emiten los grillos de cierta especie estd relacionada con la tem-
peratura y 1a correspondencia parece ser casi lineal. Un grillo
produce 113 chirridos por minuto a 70°F y 173 chirridos por
minuto a 80°F.

(a) Encuentre una ecuacion lineal que modele la tempera-
tura como una funcién del nimero de chirridos por
minuto .

(b} ;Cudl es Ia pendiente de la grifica? ; Qué representa?

{c} Si los grillos estdn chirreando a 150 chiridos por ninuto,
estime la temperatura.

E} gerente de una fébrica de muebles encontr6 que cuesta 2 200
déJares fabricar 100 sillas en un dia v 4 800 ddlares producir
300 en un dia.

(a} Exprese el costo como una funcién del ndmero de sillas
que se producen, suponiendo que es lineal. Luego trace la
grifica,

(b} ¢Cuil es la pendiente de la grifica ¥ qué representa?

(¢) Cudl es la interseccién de y de la grifica y qué
representa?

{17} En la superficie del océano la presion del agua es la misma que

la presién del aire por arriba del agua, 15 th/pulg’. Por debajo
de la superficie, la presién del agua aumenta en 4.34 Ib/puig®
por cada 0 pies de descenso.

{(a) Exprese la presién del agua como funcién de la profundi-
dad por debajo de la superficie del océano.
(b) (A qué profundidad es 100 Ib/pulg? la presién?

R AR
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El costo mensual de conducir un automdévil depende del nimere
de millas que se recorran. Lynn encontrd que en ¢l mes de ma-
yo recorrer 480 millas le costd 380 ddlares y en junio le costd
46{) délares recorrer 800 milias.

(a) Exprese el costo mensuat C como una funcién de la distan-
cia recorrida 4, suponiendo que la correspondencia lineal
provee un modelo adecuado.

(b) Utilice el inciso (a) para predecir el costo de conducir 1 300
millas por cada mes.

(c) Trace la grdfica de la funcidn lineal. ;Qué representa la
pendiente?

(d} ;Qué representa la interseccién de y?

(e} ;Por qué una funcién lineal proporciona un modelo apro-
piado en esta sitnacién?

19-20 Determine, para cada una de las grdficas de dispersion, qué

tipe de funcitdn elegirfa como modelo para la informacién. Expli-

que sus elecciones.

A 22,

(b) Halle y dibuje un modelo lineal utilizando el primero y €l
dltimo puntos de informacién.

(c) Encuentre y dibuje la linea de regresién por minimos cua-
drados.

(d) Utilice el modelo lineal del inciso {c) para estimar la inci-
dencia de dlcera para un ingreso de 25 000 dolares.

(&) Segtin el modelo, ;qué tan probable es que alguien que perci-
be un ingreso de 80 000 délares sufra tlcera péptica?

(f) ¢Cree usted que seria razonable aplicar el modeio a alguien
que tiene un ingreso de 200 000 délares?

Los bilogos han observado que la cantidad de chirridos que
emiten los grillos de cierta especie parece estar relacionada con
la temperatura. La tabla muestra la cantidad de chirridos para

distintas temperaturas.

Temperatura
{(°F)

Cantidad de chivridos
{chirridos/minuto}

Temperatura
("F)

Cantidad de chirridos
(chirridos/minuto)

30 20 75 140
35 46 80 i73
60 79 85 HS
65 91 Pl 21
70 P33

19. (a) (b)
¥ ¥
.-
4 *5, -
- -2 -y .
A e,
.‘- - .: ': '. oo‘..
. *a* .
o,
"7._0._
3
0 X 0
0. () (by
b , Y4
EX .
- .
- .
on .
. .
& ;
o "
+ “0.
“‘.u,
e .'-_"".
¢] X 0 N

3 21,

La tabla muestra las tasas de incidencia de lcera péptica (a lo
largo de toda la vida) respecto del ingreso de diversas familias
(por cada 100 habitantes) segin reportd el National Health
Interview Survey (Encuesta Nacional de Salud por medio de
Entrevistas) en 1989.

Incidencia de dlcera

ingreso | tpor cada 100 habitantes)

FA00 (R

SH000 13.0

$RO00 13.4
512080 12.5
$16000 [RE¢
S20000 12.4
$30 000 10.5
545 060 9.4
S60000 8.2

(a) Trace una gréfica de dispersién y determine si es adecuado un

modelo lineal,

I+ 23.

(a) Realice una grifica de dispersién de la informacién.
{b) Encuentre y dibuje la linea de regresion.

{c) Use el modelo lineal de la parte (b} para estimar la cantidad
de ¢hirridos a 100°F,

La tabla proporciona las alturas ganadoras en las competen-
cias de salto con garrocha de los Juegos Olimpicos durante
el siglo xx.

Afio Altora (pies) Adio Alturu (pies)
1900 10.83 1956 14906
1904 1148 1966 1542
1908 12,17 1964 10.73
1912 1296 1968 17.71
1920 13.42 1972 18.04
1924 12,94 1976 18.04
1928 13.77 1980 18.96
1932 1415 1984 18.85
1936 14.27 {988 19.77
1948 1416 1992 19.02
1952 14.92 1996 19.42

(a) Dibuje una grifica de dispersidén y determine si un modelo

iineal es adecuado.

(b) Encuentre y dibuje la linea de regresion.

(¢) Utilice el modelo lineal para predecir la altura del salto con
garrocha ganador en los Juegos Olimpicos del afio 2000 y
compdrelo con la altura ganadora real de 19.36 pies.

(d) ;Es razonable usar el modelo pars predecir las alturas ven-
cedoras en los Juegos Olimpicos del afio 21007
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M 24. Un estudio’que realizé [a U.S. Office of Science and Technology 26, La tabla muestra las distancias medias (promedio) d de los pla-

(Oficina de Ciencia y Tecnologfa de Estados Unidos) en 1972 netas al Sol (suponiendo que la unidad de medida es Ia distan-
estimé el costo (en délares de 1972) de reducir el costo de las cia de la Tierra al Sol) y sus periodos T (tiempo de revolucidn
emisiones de vehiculos automotores en ciertos porcentajes: en afios).
Reduccion def Costo por vehiculo |} Reduccidn de | Costn por vehiclo -
. . L , . Piangta d T
emisiones {77) (en¢ddlares) emisiones (5} fenddlares)
50 45 73 o0 Mercurio 0.387 (1241
55 53 S;) 190 Venus 0.723 0.613
60) 62 83 200 Tierra 1.000 1.000
G3 70 2] 375 Marte 1.523 {881
& 80 95 600 Jipiter 5.203 11561
. o 3 A5
Encuentre un modelo que capte la tendencia de “rendimientos Suturno 9.541 ”9"_43 /
decrecientes” de esta informacion. Urano 19.19 84008
/%25, Utilice Ia informacién que aparece en la tabla para modelar fa Neptono ¢ 30.086 164.784
£l que ap: P

pablacidn del mundo en el siglo Xx por medio de una funcidn ci-
bica, Utilice enseguida su modelo para estimar la poblacién en el

afio 1925 {a) Haga que un modelo de potencias coincida con la

informacidn.
Poblacion Poblacion (b} La tercera ley de Kepler del movimiento planetario esta-

Adios (millones} Afos (millones) blece que

:3?8 :223 ig?g ;‘;?'8 “El cuadrado del periodo de revolucién de un planeta es

(970 I 8;30 1080 ;}45{} proporcional al cubo de su distancia media

- ‘ ' specto det Sol.”

1930 2070 1990 5250 respecto det Sol

1940 2300 2000 6080 . .

1950 2560 \ (El modelo que formulé corrobora la tercers ley de
Kepler?

1.3 | FUNCIONES NUEVAS A PARTIR DE FUNCIONES ANTIGUAS

Esta seccién inicia con las funciones bésicas analizadas en la seccién 1.2 para obtener
funciones nuevas mediante el desplazamiento, el alargamiento y la reflexién de sus grafi-
cas. También es mostrard cémo combinar pares de funciones por medio de operaciones
aritméticas estdndar o por composicidn.

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Al aplicar ciertas transformaciones a la grafica de una funcién dada, puede obtener las grafi-
cas de ciertas funciones relacionadas, Esto le proporcionaré la habilidad para trazar a ma-
no las grificas de muchas funciones. Ademds le permitird escribir ecuaciones para graficas
conocidas. En primer lugar, se considera las traslaciones. Si ¢ es un niimero positiva, por lo
tanto la gréfica de y = f{x) + c es precisamente la de y = f(x) desplazada hacia arriba una
distancia de ¢ unidades (ya que a cada coordenada ¥y se incrementa el mismo nimero ¢). Del
mismo modo, si g(x} = f{x — ¢), donde ¢ > 0, por lo tanto el valor de g en x es el mismo
que el valor de fen x — ¢ (c unidades a la izquierda de x). En consecuencia, la grifica de
y = flx — ¢) es precisamente la de ¥ = f{x) desplazada ¢ unidades a Ia derecha {véase la
figura 1).

DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y HORIZONTALES Suponga que ¢ > (. Para obtener Ja
gréfica de
¥ = flx) + ¢, se desplaza la grfica de y = f{x) una distancia de ¢ unidades haeia arriba

y = fla) = ¢, se desplaza la gréfica de y = f{x) una distancia de ¢ unidades hacia abajo
¥ = flx — ¢}, se desplaza la gréfica de y = f{x) una distancia de ¢ unidades hacia la derecha

¥ =flx + ¢), se desplaza la grifica de y = JAx) una distancia de ¢ unidades hacia la izquierda
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4 ¥
y=fe y=cfix)
=1
3
| Jix)
. S Ly
y=fata Cly=pg y=fu-o y
/\« | /y J\ /\/ ¥ fia)
““T_“ﬂ[_\;“ TN =
| -
0 ¢ : v 0 X
-
| / eyEf o
i y==fix)
FIGURA 1 FIGURA 2
Traslacion de la grifica de f Alargamiento y reflexidn de la grédfica de f

Considere ahora las transformaciones de alargamiento y reflexion. Sic > 1, ental caso
Ta grifica de y = cf{(x) es la de y = f(x) alargada en el factor ¢ en la direccidn vertical
(porque cada coordenada y se multiplica por el mismo niimero ¢} La grifica de y = —f(x) es
Iade y = f(x) reflejada respecto al eje x, porque el punto (x, ¥} reemplaza al punto (x, —y}.
(Véase la figura 2 y la tabla a continuacion, donde también se dan los resultados de otras trans-
formaciones de alargamiento, compresidn y reflexidn.)

ALARGAMIERTOS Y REFLEXIONES VERVICALES Y HOWRIZONTALES Suponga que ¢ > 1. Para
obtener ia grifica de

y = ¢f{x), aldrguese la grifica de y = f(x) verticalmente en un factor de ¢

v = (1/¢)f(x), comprimase la grifica de v = f(x) verticalmernte en un factor de ¢
¥ = flcx), comprimase ta grifica de v = f{x) horizontalmente en un factor de ¢

y = flx/e), aldrguese la grifica de y = f(x) horizontalmente en un factor de ¢

y = ~{f(x}, refléjese la grifica de y = f{x) respecto al eje x

v = f(—x), refléjese la grifica de y == f(x) respecto al eje y

La figura 3 ilustra estas transformaciones de alargamiento cuando se aplican a la fun-
¢idn coseno con ¢ = 2. Por ejemplo, para obtener la gréfica de y = 2 cos.x multiplique
Ia coordenada v de cada punto en la grifica de y = cosx por 2. Esto significa que la gré-
fica de y = cos x se alarga en direccidn vertical por un factor de 2.

y=2cosx ¥

¥y
PN

s = LI
¥ =CO0SX 2+ ¥=COS5A
1

1

o

y=cosx

FIGURA 3 y=coslx
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RJEMPLO | Dada la grifica de y

y =i~ 2y =i Zy= vy =

SOLUCION En la figura 4(a) aparece la gréfica de la funcién raiz cuadrada y = /x, que se

Hil

V', use las transformaciones para dibujar

2Vxyy =/~x.

39

obtuvo de fa figura 13(a) en la seccién 1.2. Bn las otras partes de la figura, se ha trazado
y=x — 2al desplazarla 2 unidades hacia abajo: y = /x — 2 al desplazarla 2 unidades

hacia la derecha; y

mente un factor de 2, y y = /x al reflejarla respecto al eje y.

~xal reflejarla respecto al eje x; y = 2/x al alargarla vertical-

¥ ¥ ¥ ya ¥ ¥
| / /
0 1 v 0 / X 2 o0 \.\‘ 0 X 0| =
%2 L
(@) y =/ Bry=va—2 (©y=vx—2 @ y=—vx € y=2vx (F)y=+/~x 0
FIGURA 4
EJEMPLG 2 Dibuje la funcién f(x) = x* + 6x + 10.
SOLUCION Al completar el cuadrado, escriba la ecuacién de la grifica como
y=x"+6x+ 10={x+ 30+ 1|
Esto quiere decir que obtiene la grifica deseaN parte de la pardbola y = x* y la
desplaza 3 unidades a la izquierda y, a continuacién, 1 unidad hacia arriba (véase
la figura 5). \
¥ ¥
-3.1) r
0 X m=3 ;[ Q Y
FIGURA 5 (@) y=1x* (b y=(v+ 3%+ Q
EJEMPLC 3 Trace las grdficas de las funciones siguientes:
(a) y = sen 2x (b) y=1—senx
soLuCION
(a) Obtiene la grifica de y = sen 2x a partir de la de y = sen x, si la comprime horizon-
talmente un factor de 2 (véase las figuras 6 y 7). De modo gue, mientras el periodo de
¥ = sen x es 2, el periodo de y = sen 2x es 277/2 = .
¥ ¥
y=s8en.x y=sen2yx
14 d 17 o~ e
LNV N
0 7 X 07 = / X
N A / Ny Y
FIGURA 6 FIGURA 7




40

ik

CAPITULO | EUNCIONESY MODELOS

{b) Para obtener la grifica de y == 1 — sen x, una vez mds empiece con y = sen x. La
refleja con respecto al eje x, para obtener la grifica de y = —sen x y, a continuacidn,
despldcela 1 unidad hacia arriba para obtener y = 1 — sen x (véase la figura 8).

0
FIGURA 8
EJEMPLO 4 La figura 9 muestra grificas del nimero de horas de luz diurna como funcio-
nes de la época del afio en diversas latitudes. Dado que la ciudad de Filadelfia estd ubica-
da a 40° de latitud N, encuentre una funcidén que modele la duracién de la luz diurna en la
ciudad mencionada.
20
18
\
16 i
/ T
R SN
2 - W*
32 -—._._o__'o 200N
Horas 10 \ = 30°N
\\0\““" 40°N
8 =1 50°N
6 =]
FIGURA 9@ 60°N
Grafica de la duracién de la 4
Iuz diurna del 21 de marzo al 5
21 de dictembre en diversas latitudes
Fuente: Lucia C. Harrison, Daylight, Twalipht, Darkness and Time

{Nevs York: Sifver, Burdett, 1935) paging 40.

Mar. Abr. May Jun. Jul. Ago. Sept. Oct. Nov. Dic.

S0LLCION Observe que cada curva se parece a una funcidn seno desplazada y alargada, Al
observar la curva de color azul parece que, en la latitud de Filadelfia, la luz diurna dura
alrededor de 14.8 horas el 21 de junio y 9.2 horas el 21 de diciembre, de manera que [a
amplitud de 1a curva (el factor por el cual debe alargar la curva seno verticalmente) es
3(148 — 9.2) =28

(Por qué factor necesita alargar la curva seno horizontalmente si mide el tiempo ¢ en
dias? Debide a que en un afio hay 365 dias, el periodo del modelo debe ser 365 dfas.
Pero el periodo de y = sen 7 es 241, por consiguiente el factor de alargamiento horizontal
es ¢ = 2m/365.

Se observa también que Ia curva inicia su ciclo el 21 de marzo, el 80o. dia del afio, de
modo que desplace la curva 80 unidades hacia la derecha. Ademds, la desplaza 12
unidades hacia arriba. En consecuencia, modele la duracién de la luz diurna en Filadelfia
sobre el #-ésimo. dia del afio mediante la funcién

2
E(I - 80):! 03

Otra transformacion de cierto interés es tomar el valor absolute de una funcién. Si
y = | f{x}], en tal caso, segin la definicién de valor absoluto, y = f(x) cuando f(x) = 0
y y = —f(x) cuando f(x) < 0. Esto dice cémo obtener la grifica de y = | f(x)| a partir
de la grifica de y = f(x): la parte de la grifica que se encuentra arriba del eje x sigue
siendo la misma; la seccidn debajo del eje x se refleja respecto a este eje.

L) =12+ 28 sen{




Y A"

¥

®yy=]s -1

FIGURA T0

(entrada)

Fflglx)) (salida)
FIGURA 11

El dispositivo fog estd constituido

del dispositivo g (primero} y
en seguida el dispositivo f.
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(% EJEMPLO 5 Dibuje la funcién y = |x* — 1.

SOLUCION En primer lugar, dibuje la pardbola y = x* — 1 de la figura 10(a) desplazando Ia
pardbola y = x* hacia abajo 1 unidad. La grifica se encuentra debajo del eje x cuando

—1 << x < 1, de modo que reflejamos esa parte de la grifica respecto al eje x para obtener
la grifica de y = |x* — 1| de la figura 10(b) I

COMBINACIONES DE FUNCIONES

Se pueden combinar las dos funciones f y g para formar funciones nuevas f + g, f — ¢, fg v
f/g de manera semejante a la que aplica para sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros
reales. Se definen la suma y resta de funciones mediante

(f+ g)x) =F(x) + g(x) {(f = 9(x) = fx} = glx)

Si el dominio de fes A y el de g es B, en tal caso el dominio de f -+ g es la interseccién
A N B porque tanto f(x) y g(x) estan definidas. Por ejemplo, el dominio de f(x) = /x es
A = [0, «) y el dominio de g(x) = /2 — x es B = (—, 2], de esa manera, el dominio de
(f+glx)=+vx+ 2 —xesANB=]0,2]

De manera andloga, se definen el producto y el cociente mediante

(1) () = £x] ) (i) () = L2
g 9(x)

El dominio de fg es A N B, pero no puede dividir entre 0 v asi, el dominio de f/y es
{x € A N B|(x) # 0}. Por ejemplo, si f(x) = x* y g(x) = x — 1, en tal caso, el dominio
de la funcién racional ()Sl%x) = x"(x — 1) es {x/x = 1}, o bien (—o0,1) U (1, %),

Existe otra manera de combinar dos funciones, para obtener una funcién nueva. Por
ejemplo, considere que y = ffu) = +/u y 1 = g(x) = 2> + 1. Ya que y es una funcién de
I ¥ & €5, en su momento, una funcién de x, por tltimo surge que y es una funciéa de x.
Calcule esto mediante la sustitucidn:

y =fu) =flg(x)) =f( + Dy/x* + 1

El procedimiento se denomina composicién porque la funcién nueva es compuesta de las
dos funciones conocidas f y g.

En general, conocidas dos funciones cualesquiera f y ¢, inicie con un nimero x en el
dominio de g y halle su imagen g (x). Si este ndmero g{x) estd en el dominio de f, en
seguida puede calcular el valor de f(g(x)). El resultado es una funcién nueva h(x) = fg(x))
que se obtiene al sustituir g en f. Esto se denomina composicién (o composite) de fy gy
se sefiala mediante fo g (“f circulo ¢”)

DEFINICIGN Conocidas dos funciones f v g, la funcién compuesta fo g (también
denominada la compeosicion de f y g) se define mediante

{feg)x) = flglx)

El dominio de f= g es el conjunto de todas las x en el dominio de g tal que g {x) estd en
el dominio de f. En otras palabras, (f ¢ g)(x) estd definida cada vez que tanto g {x) y f(g(x))
estén definidas. La figura 11 exhibe como describir fo g en términos de dispositivos.
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Si0= g = b,entonces a”

= b°

EJEMPLO 6 Si f(x) = x”y g(x) = x — 3, encuentre las funciones compuestas fo g
ygef
SOLUCIGN Tiene

(feogx) = flg(x)) = flx — 3) = (x — 3
{g o)) = g(f(x)) = g(x*) = x* —~ 3 [

HOTh | Con base en el gjemplo 7 puede ver que, en general, o g ¥ g ° f. Recuerde, la
notacién fe g significa que primero se aplica Ia funcién g y luego f. En el ejemplo 6, feo g
es la funcién que primere resta 3 y a continuacion eleva al cuadrado; g < f es la funcién
que en primer lugar eleva al cuadrado y luego resta 3.

B2 EJEMPLO 7 Si f(x) = Vx vy g(x) = +/2 — %, encuentre cada funcién y su dominio.
(@) feqg (b) gof (€} fof (d) gog

SOLUCIOH
(2) (fog)x) =flga) =f(V2 —x) = V2 —x =32«
El dominio de feges{x|2 —x = 0} = {x|x =2} = (—,2].

®) (g = glflx) = g(ﬁ) -

Para que +/x esté definida, debe tener x 2= 0. Para que +/2 — /x esté definida debe
tener 2 — ﬁ = (, es decir, JI =2 2, o bien, x = 4. Poresto, tiene 0 = x < 4, asf el
dominio de g o f es el intervalo cerrado [0, 4].

© (fo ) =FF0) = f(Va) = VVa = ¥

El dominio de fo f es [0, o).

{d) (gog)x) =glg)) =g(vZ=x) =2 - V2 —x

Esta expresidn se define coando 2 — x = 0y 2 — /2 — x = 0. La primera desigualdad
significa que x = 2, y la segunda es equivalentea /2 —x =< 2,02 — x = 4, o bien

x = —2. En estos términos —2 = x = 2, de esta manera el dominio de g © g es el inter-

valo cerrado [ -2, 2} 0

Es posible tomar la composicién de tres o mds funciones. Por gjemplo, la funcién com-
puesta fo g © /i se encuentra al aplicar primero &, a continuacién g v, luego, f, como sigue:

(fegomx) = flgh(x)))

EJEMPLO 8 Encuentre feoge hsi fx) = x/(x + 1), g(x) = x"y h(x) = x + 3.

SOLUCION (fogeh){x) = flg(h{x))) = flg(x + 3))
_ PO )

Hasta ahora, ha usado la composicién para construir funciones complicadas a partir
de otras mds sencillas. Pero en cdlculo a menudo resuita util descomponer una funcidn
complicada en otras mds sencillas, como en el ejemplo siguiente.
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EJEMPLO 9 Dada F(x) = cos*(x + 9), encuentre las funciones figy htales que
F=fogof.

S0WTUGH Como F{x) = [cos(x + N la férmula dada para F dice: primero sume 9,
después tome el coseno del resultado y, por tltimo, eleve al cuadrado. De modo que

Mx)=x+9 g(x) = cos x Flx) = x?
Entonces

(Fegoh)(x) = flg(h(x) = flglx + 9) = flcos(x + 9))
= [cos(x + 9)F = F{x) 0

[.3 | EJERCICIOS

[1.] Suponga que se da la gréifica de £ Escriba las ecuaciones para (c) y=2f(x) W) y=—if{x) +3
las gréificas que se obtienen a partir de la gréfica de f. como se
indica a continuacion. ¥
(a) Desplécela 3 unidades hacia arriba.
(b) Desplicela 3 unidades hacia abajo.
{c) Desplécela 3 unidades a la derecha,
{d) Desplicela 3 unidades a la izquierda. I
(e) Refléjela respecto al gje x.
(f) Refléjela respecto al eje .
(g) Aldrguela verticalmente un factor de 3.
{h) Contrdigala verticalmente un factor de 3.

¢ 1 X

Se da la grdfica de £ Usela para trazar la gréfica de las funcio-
nes-giguientes.

2. Explique cémo se obtienen las grificas siguientes a partir de la @y &f (2x) (b) y =f(3x)
gréfica de y = f{x). (€} y =\f(—x) @ y=—f(-x)
(a) y = 5f(x) () y=flx — 5)

(©) y= —f(x) (d y= —5f(x) Y
{e) y = f(5x) (0 y=5fx) - 3 |

3. Se dala grifica de y = f{x). Haga que coincida cada ecuacién o] f
con su gréfica y mencione los motivos de sus elecciones. :
@ y=fx—4) b) y= () + 3 |
© y=3f(x) d) y=—flx+ 4

6~7 Se da la grifica de y = +/3x — x2. Use transformaciones para

= c+ 6 ;o i
(&) y = 2flx ) crear una funcién cuya gréfica sea como la que se ilustra.

® ¥
1.5 = \/§1 -t
@
0 3 X
6 »
3 -4 __I] 0 X

4. Se da la gréfica de £. Dibuje las graficas de las funciones
siguientes.

@y=flx+4 b)) y=flx)+4 et e
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8. (1) ;Como se relaciona la grifica de y = 2 sea x con la gréfica
de v = sen x7 Use su respuesta y la figura 6(a) para grafi-
car y = 2 senx.

{b) ;Coémo se relaciona la grdficade y = 1 + /x con la gréfi-
cadey = V7 Use su respuesta y Ia figura 4(a) para gra-
ficary =1 + V.

9-24 Dibuje cada funcién a mano, no por medio de la situacién de
puntos, sino a partir de la grifica de una de las funciones esténda-
res que se dan en la seccidn 1.2 y, luego, aplicando las transforma-
ciones apropiadas.

9 v=—x' 10, y= | -~ x*
Hoy=(x+1) 12, y =22 — dx + 3
13 y=1-+2cosx 14, y = 4 sen 3x
1

¥ = sen(x/2) 16, y = I

7. y=/x+3 By=x+20+3
19, vy =1{x* + 8x) 0.y=1+3x—1
2.y = xi i 22, y = %tan(:c - Iﬂ)
23, y = lsen x| 24, y = |x* — 2x|

25, Laciudad de Nueva Orledns estd ubicada a una latitud 30°N.
Use la figura 9 para encontrar una funcién que modele el nd-
mero de horas de luz diurna en esa ciudad como funcidn de la
época del afio. Para verificar la precisién de su modelo, utilice
el hecho de que el 31 de marzo, en Nueva Orledns el Sol sale a
las 5:51A.M. y se pone a las 6:18 pM.

26, Una estrella variable es aquelia cuyo brilio aumenta y disminu-
ye alternadamente. Para la estrella variable mds cercana Delta
Céfida, el tiempo entre periodos de brillo méximo es 5.4 dfas,
el brilie premedio (o magnitud) de la estrella es 4.0 y su brillo
varia en una magnitud de +0.35. Halle una funcién que modele

el brillo de Delta Céfida como una funcién del tiempo.

(a) ;Como se refaciona la grifica de y == f(i x |} con la grifica
de 77
(b) Dibuje y = sen ] x|.
(c) Dibuje y = /| x|.
28. Use la grifica de fque se dio para dibujar y = 1/7(x). ;Cudles

caracteristicas de f son las mds importantes para trazar la grafi-
cade y = I/f(x)? Explique cédmo se usan.

y

LN
1\/ X

29-30 Encuentre f+ g, f — ¢, fg ¥ ffg y establezca sus dominios,
Flo) = 2%+ 2x% g{x) = 3xF— 1
0. fF)=vV3—x, ga)=/F—1

31-36 Encuentre las funciones (a) fog, (B)geof, (c) fof.y
(d) g © ¢ y sus dominios.

. Fl=ux'—1 glxy=2x+1
320 fx)=1-2, gly=x+3x+4
33 flx)=1~—3x, g(x)=cosx

M. () =, g =3¥1-x

_ .1 ’mx+l
f(A)—A+x, 9lx) =
36, f(x) = = g(x) = sen 2x

1+ x’°

37-40 Encuentre fo g o ji.

37. flp=x—1, glx)=2x, hx)=x—1
B f=20— 1, glx)=x hlx)=1-x
3% f(0) =+Vx—3, glx)=2x" h(x)=x +2

40. fx) =tanx, g{x) = L, h(x) = \’/;

x 1

41-46 Exprese la funcion en la forma fe g.
4, Flx)y=(x*+ )" 42. F(x) = sen(/x)

U Y
. G0 =

3. F) = ——+
45. ulf) = v/cost uly) = _mnt
* 1+ tant

1+ ¥x

47-4% Exprese la funcitn en la forma fege h.
47, H(x) =1 — 3¢ 48, H(x) = Y3 F o]
49, H(x) = sec*(v/x)

50. Utilice Ia tabla para evaluar cada expresién

{(a) flg(1)) (b) g(f(1))
(d) glg(1)) (e) (gef)3)

(c) FUFL)
() (fog)6)

2
fae )
h

FIE T I T T

(]
[
ad

alx) b 3
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51. Use las graficas dadas de fy g para evaluar cada expresion, o

bien, explique por qué no estd definida.
(@ f{g(2)) (b) g(£(0))
() (g°1)(6) () (g°g)(=2)

(€) (f=g(0)
() (fofHd)

]

52. Use las grificas dadas de f'y g para estimar el valer de f(g{x))

para x = —5, —4, ~3,.._, 5. Use estas estimaciones para tra-
zar una gréfica aproximada de fo g.

}!

AR

Se deja caer una piedra en un lago, que crea una ola circular

que viaja hacia afuera con rapidez de 60 cm/s.

{a) Exprese el radio r de este ¢irculo como fancidn del tiempo
t (en segundos).

(b) Si A es el drea de este circulo como funcidn del radio, en-
cuentre 4 ¢ r e interprétela,

- Se infla un balén esférico y el radio del misnio se incrementa

en una cantidad de 2 cm/s.

(a) Exprese el radio  del balén como una funcién del tiempo ¢
(en segundos).

{b) Si Ves el volumen del balén como una funcién del radio,
halle Vo r e interprete

- Un barco se mueve con una rapidez de 30 km/h paralelo al
borde recto de la playa. El barco estd a 6 km de Ja playa y pasa
por un faro al medio dia.

(a) Exprese la distancia s entre el faro y el barco como una
funcion de d, la distancia gue el barco recorre desde el
medio dia; es decir, hallar £ de modo que 5 = fld)

(b) Exprese a d como una funcién de 1, el tiempo transcurrido des-
de el medio dfa; es decir, hallar g de tal manera que d = g(f

{¢) Hallar fe g ;Qué representa esta funcién?

- Un avién vuela con rapidez de 350 mifh, a una altitud de una

milla y pasa directamente sobre una estacién de radar en el

instante f = 0

(a} Exprese la distancia horizontai & (en millas) que el avién ha
volado como funcién de .

(b) Exprese la distancia s entre el avién y la estacién de radar
como funcién de d.

(¢) Aplique la composicién para expresar s como funcién de f.

57.

58.

59

60.

61

62.

63.

04,

La funcién de Heaviside H estd definida por
=12 %<0
1 sit=0

Se usa en el estudio de los circuitos eléctricos para representar la
oleada repentina de corriente eléctrica, o de voltaje, cuando un in-
terruptor se cierra instantdneamente,

(a) Dibuje la funcidn de Heaviside,

(b) Trace la grifica del voltaje V(#) en un circuito, si el inte-
rruptor se cierra en el instante 1 = 0 y se aplican instanti-
neamente 120 volts al circuito. Eseriba una férmula para
V(¥) en términos de H(r).

(c) Dibuje el voltaje V(#) en un circuite, si el interruptor se cie-
rra en el instante 1 = 5 segundos y se aplican de manera
instantinea 240 volts al circuito. Escriba una férmula para
V(1) en términos de A(1). (Note que partir de ¢ = 3 corres-
ponde a una traslacién.)

La funcién de Heaviside que se definié en el gjercicio 57 puede
utilizarse también para definir la funcidn rampa y = ¢tH(), la
cual representa un aumento gradual del voltaje o la corriente en
un circuito.

(a) Dibuje Ia funcién rampa y == rH(r).

(b} Dibuje el voitaje V(r) en un circuito si el interruptor se cierra
en ¢l instante £ = 0 y el voltaje se incrementa gradualmente
hasta 120 volts durante un intervalo de 60 segundos. Escriba
una férmula para V(?) en términos de H(z), para 1 < 60,

(c) Trace la gréifica del voltaje V{¢) en un circuito, si el inte-
rruptor se cierra en ¢l instante r = 7 segundos y el voltaje
se incrementa gradualmente hasta 100 volts durante un
periodo de 25 segundos. Escriba una férmula para V(f) en
términos de H()rpara ¢ < 32.

Sea f'y g funciones lineales con ecuaciones fx} = nnx + by y
8(x) = myx + by, ;Tamb Sn fe g es una funcidn lineal? Sies
asi, jeudl es 1a pendiente de su grdfica?

Si invierte x dolares al 4% de interés compuesto anual, por
lo tanto la cantidad A(x) de la inversios después de un afio es
A(x) = 1.04x. Hallar A e A, AcAoA, yAeAdoAdoA, ;Qué
representan estas composiciones? Encontrar una formula
para la composicién de » copias de A.

(@) Sig(x) = 2x + Ly h(x) = 4x? + 4x + 7, encuentre tna
funcidn f tal que fo g = I (Piense qué operaciones tendrd
que efectuar en la formula para g para terminar por obtener
la férmula para /1)

(b} St f{x) = 3x + 5y A{x) = 32 + 3x + 2, encuentre una
funcién g tal que fog = 1.

Sif(x) = x + 4y h(x) = 4x — 1, encuentre una funcida tal
quegef=h.

{a) Supongo que f'y g son funciones pares. ;Que puede decir

sobre f+ gy fa?
(b} ;Que dira s1 ' y g son impares?

Supongo que fes par y g es impar. ;Que puede decir sobre f?

Suponga que g es una funcién par y sea b = fo g, ;i siempre es

aé.

una funcién par?

Suponga que g €s una funci6n impar y sea b = fo g.;Es k
siempre una funcién impar? ;Qué pasa si fes impar? ;Qué
pasa si fes par?
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e, d) y=d (b, d)

(e ¢} y=c {b.e)

FIGURA 1
La pantalla de [a, 5] por [¢, d]

-2
{a){=2,2] por [-2, 2]

4

L

-4
(b} [—4. 4] por [—4. 4]

FIGURA 2 Grificasde fix) =x"+3

En esta seccidn, se supondrd que tiene acceso a una calculadora graficadora o a una compu-
tadora con software para trazar grificas. Se dard cuenta de que el uso de uno de esos
aparatos le da capacidad para trazar graficas de funciones mds complicadas y resolver pro-
blemas més complejos de lo que seria posible de otra forma. También encontrara algunas
de las dificultades que se pueden presentar con estas méquinas.

Ambos dispositivos pueden dar grificas muy exactas de las funciones. Pero, en el ca-
pitulo 4, vera que s6lo usando el cdlculo puede estar seguro de haber descubierto todos los
aspectos interesantes de una grafica.

Una calculadora graficadora ¢ una computadora presentan una parte rectangular de la
grifica de una funcién en una ventana de visualizacion o pantalla, a los cuales se hard re-
fencia simplemente como rectingulo de visualizacion. La pantalla predeterminada a me-
nudo da una imagen incompleta o engafiosa, de modo que es importante elegir con cuidado
¢l rectangulo de visualizacion. Si elige que los valores x varfen desde un valor minimo de
Xmin = g hasta un valor méxime de Xmdx = b y que los valores y varfen desde nno mini-
mo de Ymin == ¢ hasta uno méximo de Ymdx = d, entonces Ia parte visible de la grifica se
encuentra en el rectingulo

[a,b] X [e,d] ={{x, ) |asx=bc=y=d}

que se muestra en la figura 1. A este espacio se le refiere como el rectdngulo de visua-
lizacidn de [a, b] por {c, d].

La méiquina dibuja la grifica de una funcién f de modo muy semejante a como usted lo
harfa. Sitda los puntos de la forma (x, f{x}) para un cierto nimero de valores igualmente
espaciados de x entre @ y b. Si un valor x no estd en el dominio de f o si f(x) queda fuera el
rectangulo de visualizacidn, la maquina pasa al valor x siguiente. Une cada punto con el an-
terior para formar una representacion de la grédfica de f.

EJEMPLO | Dibuje la gréfica de la funcidn f(x) = x* + 3 en cada uno de los siguientes
rectingulos de visualizacion.

(a) [-2,2] por[~2,2] (b) [—4, 4] por [—4,4]

(c) [—10, 10] por [—5. 30] {d) [—350, 50] por [~ 100, 1000]

s010108 Para el inciso (), seleccione el intervalo al establecer Xmin = —2, Xmdx = 2,
Ymin = —2 y Ymdx = 2. En la figura 2{a}, aparece la grifica resultante. jLa pantalla estd

en blanco! Un momento de reflexién da la explicacién: observe que x* = 0 para toda x,
de modo que x> + 3 2 3 para toda x. Por lo tanto, el intervalo de la funcién f(x) = x* + 3
es [3, ). Esto significa que la grdfica de festd por completo fuera de la pantalla [~2, 2]
por [—2, 2].

En la figura 2, también se muestran las grificas para las pantallas de los incisos (b), (c)
y (d). Observe que obtiene una imagen mds completa en los incisos (¢c) y (d), pero en el
inciso (d) no se ve con claridad que la interseccion con el eje y es 3.

30 100
—~10 10 B
L ) 0k 50
-5 —-100
() [~10, 10] por [5, 30] (d) [-50, 50] por {—100, 1000]
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FIGURA 3
5
| 5
-5
FIGURA 4
20
—20 20
~20
(a)

FIGURA 5 y=x—150x
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Con base en el ejemplo 1, la eleccidn de un recténgulo de visualizacién puede dar ugar
a una gran diferencia en el aspecto de una grdfica. A veces es necesario cambiar a un rec-
tingulo de visualizacion mds grande para obtener una imagen mds global de la grdfica. Pe-
ro una pantalla demasiado grande también puede ser engafiosa. En el ejemplo siguiente, el
conocimiento del dominio y del intervalo de una funcidn a veces proporciona informacion
suficiente para seleccionar un buen rectangulo de visualizacion.

EiEMPLO 2 Determine un rectdngulo de visnalizacién apropiada para la funcion
f(x) = /8 — 2x° y tisela para trazar la grifica de f.

SOLUCION La expresion para f(x) estd definida cuando

§—2x'=0 &> 2T=8§ &= x4
= |x|=2 & 2=sx=2

Debido a eso, el dominio de fes el intervalo [—2, 2]. Ademds,
08~ 2x=.8=2,2=283

de modo que el alcance de fes el intervalo [0, 2/2].

Elija el rectdngulo de visualizacidn de modo que el intervalo x sea algo mayor que el
dominio y que el intervalo y sea mayor que el alcance. Si lo define en [—3, 3] por [—1, 4],
cbtiene Ia grifica que se muestra en la figura 3. 0

EJEMPLO 3 Dibuje la funcidn y = x* — 150x.

S0LCON En este caso, el dominio es R, el conjunto de todos los niimeros reales. Eso
no ayuda a seleccionar un rectdngulo de visualizacidn, Experimente. Si empieza
con el rectdngulo de visualizacién [—3, 5] por [—5, 5], obtiene la grifica de la figura 4.
Al parecer estd en blanco, pere en realidad es casi tan ical que se mezcla con
el eje y. "e'm\

Si cambia el rectingulo de visualizacién a [—20, 20] por [—20, 20] , obtiene Ia
imagen que se muestra en la figura 5(a). La grafica parece consistir en rectas verticales,
pero sabe que no es correcto. St mira con cuidado mientras se traza la grifica, ved
que ésta sale de la pantalla y vuelve a aparecer durante el proceso. Esto indica que
necesita ver mds en direccitn vertical, de modo que cambie el rectdngulo de visualizacién
a [—20, 20] por [ =500, 500]. En la figura 5(b) aparece la grifica resultante. Todavia
no revela todas las caracterfsticas principales de la funcién, de modo que pruebe con
[—20, 20] por [—1 000, T Q00 en 1a figura 5(¢). Ahora tiene més confianza de contar
con un rectdngulo de visualizacién apropiada. En el capitulo 4 serd capaz de ver que
la grifica que se muestra en la figura 5(c) revela todas las caracteristicas principales
de la funcidn.

500 1000
i
i
~20 20 —20 /\ 20
_ ]
—500 ~1000
(b) (c}
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u El aspecto de las graficas de ls figura 6
depende de la mdquina que se use. Es posible

que las graficas que

obtenga con su dispositivo

graficador no se parezcan a estas figuras, pero
también serén bastante inexactas.

FIGURA 6
Grifica de f{x) = sen 50 x en cuatro
rectdngulos de visualizacién

1.5

Niwi

Y

AWiun
V

FIGURA 7
Flx)= sen 50x

~1.5

i EJEMPLO 4 Trace la gréifica de la funcién f{x) = sen 50 x en un rectdngulo de visua-
lizacidn apropiada.

sowon En la figura 6(a) se ilustra la gréfica de f producida por una calculadora grafica-
dora usando un rectdngulo de visualizacidn [—12, 12] por [~1.5, 1.5]. A primera vista,
la grdfica parece ser razonable. Pero si cambia el rectdngulo de visualizacidn a las que

se presentan en las siguientes partes de la figura 6, la grafica se ve muy diferente. Algo
extrafio estd pasando.

1.5
-12 12 10
~1.5
(a) (b)
L5
~6 6
~1.5
d

Para explicar las grandes diferencias en el aspecto de estas grificas y hallar un rec-
tangulo de visualizacién adecuado, necesita hallar el periodo de la funcién y = sen 50 x.
Puntos que Ia funcién y = sen x tiene el periodo 27, v la gréfica de y = sen 50 x se
comprime horizontalmente por un factor de 50, el periodo de y = sen 50 x es

2ar T

50 25 1%
Esto sugiere que sdlo debe tratar con valores pequefios de x con el fin de mostrar sélo
unas cuantas oscilaciones de la grafica. Si elige el rectdngulo de visualizacién [—0.25,
0.25] por [—1.5, 1.5], obtiene la grifica que se muestra en la figura 7.

Ahora sabe en dénde estuvo el error en la figura 6. Las oscilaciones de y = sen

50 x son tan rdpidas que cuando la calculadora sitia los puntos v los une, falla en 1a ma-
yor parte de fos puntos méximos y minimos y, en consecuencia, da una impresién muy
engafiosa de la grifica. O

Ha visto que el uso de un rectingulo de visualizacién inadecuado puede proporcionar
una impresion engafiosa de la grafica de una funcién. En los ejemplos 1 y 3, resolvid el
problema al cambiar a un rectdngulo de visualizacién mds grande. En el ejemplo 4, tuvo
que reducirio. En el ejemplo siguiente, verd una funcién para la que no existe un rectdngu-
lo de visualizacidn sencilla que revele la verdadera forma de la grifica.

B2 £jEMPLO 5 Trace la gréfica de la funcién f(x) = senx + 745 cos 100x.

S0LUGON En la figura 8 aparece la gréfica de f producida por una calculadora graficadora con
el rectdngulo de visualizacion [6.5, 6.5] por [—1.5, 1.5]. Se ve muy semejante a la grafica
de y = sen x, pero con algunas protuberancias. Si realiza un acercamiento hacia el rec-
tdngulo de visualizacién [~0.1, 0.1] por [—0.1, 0.1], puede ver con mucho mayor claridad




= Otra forma de evitar la recta extrafia es
cambiar el modo de trazar las gréficas en
la calculadora, de manera tal que los puntos

no se unan.

FIGURA 10

http://libreria-universitaria.blogspot.eor
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la forma de Jas protuberancias de la figura 9. La razén de este comportamiento es que el

segundo término, 15 cos 100z, es muy pequefio en comparacién con el primero, sen x. Asf,

en realidad necesita dos grdficas para ver la verdadera naturaleza de esta funcién.

1.5 0.1

I YA
V/

VIRV

~1.5 —0.1

FIGURA § FIGURA 9 &

1
._x.

EJEMPLO 6 Dibuje la gréfica de la funcién y = :

SOWC0N En la figura 10(a) se ilustra la grifica producida por una calculadora graficadora
con el réctangulo de visualizacion [—9, 9] por [—9, 9]. Al unir los puntos sucesivos de la
gréfica, la calculadora produjo un segmento rectilinco empinado de la parte superior a
la inferior de la pantalla. Ese segmento rectilineo en verdad 1o es parte de la grafica. Note
que el dominio de la funcién y = 1/(1 — x) es {x{x # 1}. Puede eliminar Ja extrafia
recta casi vertical experimentando con un cambio de escala. Cuando cambia al rectdngulo
de visualizacién mds pequefio [—4.7, 4.7] por [—4.7, 4.7, en esta calculadora en particular,
obtiene la gréfica mucho mejor que aparece en la figura 10(b).

9 4.7

—9 f 9 -4.7 4.7
-9 —4.7
(a) (b}

EJEMPLO 7 Trace la gréfica de la funcién y = ¥/x.

SOLUCON Algunos dispositivos graficadores despliegan la gréfica como en la figura 11,

en tanto que otros producen una grifica como la de la figura 12. Por Io que se vio en la
seccién 1.2 (figura 13), sabe que 1a grdfica de la figura 12 es la correcta; de esa marnera,
¢qué sucedid en la figura 11?7 La explicacidn es que, algunas mdquinas, calculan la raiz
clibica de x utilizando un logaritmo, en el cual no ests definido si x es negativa, asf que
solo se produce 1a mitad derecha de la grifica.

2 2

FIGURA 11 EIGURA 12
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Usted debe experimentar con su méquina para ver cudl de estas dos graficas se produ-
ce. 51 obtiene la de la figura [, puede obtener la imagen correcta al trazar la grifica de
la funcidn

X
F) = ]
|x]
Note que esta funcidn es igual a 3/x, excepto cuando x = 0. 0

Para comprender cémo se relaciona la expresién de una funcién con su grifica, ayuda
trazar la grifica de una familia de funciones; es decir, una coleccidn de funciones cu-
yas ecuaciones estdn relacionadas. En el ejemplo siguiente, se trazan las gréficas de los
miembros de una familia de polinomios.

EJEMPLO 8 Dibuje y = x° -+ cx para varios valores del niimero c. ;Cémo cambia la
grifica al cambiar ¢?

S0LUCION En la figura 13 se muestran las grificas dey = x° + exparac=2,1,0, =1 y

—2, para valores positivos de ¢, la gréifica crece de izquierda a derecha sin puntos maximos

ni minimos {picos o valles). Cuando ¢ = 0, la curva es plana en el origen. Cuando c es
En Visual 1.4 puede ver negativo, la grifica tiene un punto médximo y uno minimo. Conforme ¢ disminuye, el
macidn de la figura 13 punto méximo se vuelve mds alto y el minimo, mds bajo.

N

I

(@) y=x'+2x (b y=x3+x (c)y=ux? (dy=x"—x {eyy=x"—2x
FIGURA 13 =
Varios miembros de la familia de EJEMPLO 9 Encuentre la solucion de la ecuacion cos x = x correcta hasta dos cifras de-
funciones y = x* + cx, se grafican cimales.
todas en el rectingulo de visualizacién ) . ..

[—2, 2] por [—2.5, 2.5] $0LuI0% Las soluciones de la ecuacidn cos x = x son las coordenadas x de los puntos de

interseccidn de las curvas y = cos x y ¥y = x. En la figura [4(a), se ve que sélo existe
una solucién y que se encuentra entre ¢ y 1. Si se hace un acercamiento al rectdngulo
de visualizacion [0, 1] por [0, 1], en la figura 14(b) se observa gue la rafz estd entre
0.7 y 0.8. De modo que al acercarse mds hasta el rectdngulo de visualizacién [0.7, 0.8]
por [0.7, 0.8] de 1a figura 14{c). 51 mueve el cursor hasta el punto de interseccion de
las dos curvas, o por inspeccidn y con base en que la escala x es 0.01, verd que la raiz
de la ecuacidn es casi de 0.74. (Muchas calculadoras tienen una capacidad de interseccidn
integrada.)

£.5 1
P ==y 4
yeA Y=C08 X
/ y=cosx
Jl = '1‘
-5 3 y=2
1.3 4] :
FIGURA 14 2
Localizacidn de las (a) [-5, 5] por [—1.5, 1.5] (b [0, 1] por [0, 1] () [0.7,0.8] por [0.7, 0.8]

raices de cos x = x escala-x = | escala-vr = 0.1 escala-x = 0.01 [}
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1.4 EJERCICIOS

1. Mediante una calculadora que grafique o una computadora de-
termine cudl de los rectdngulos de visualizacién da lugar a la

grifica mds adecuada de la funcién f(x) = /4% — 5%

(a} [-5, 5] por [~5, 5] (b [0, 10] por [0, 2]

() [0, 10] por [0, 10]

Por medio de una caleuladora que grafique o una computadora
determine cudl de los rectdngulos de visualizacién origina la
gréfica mds adecuada de la funcién f(x) = x* — 162° + 20.
(a) [-3, 3] por [-3, 3] (b) [~10, 10] por [—10, 10]
(€) [—50, 50} por [-50,50]  (d) [—5, 5] por [—50, 50]

Lol

3-14 Determine un rectdngulo de visualizacién adecuado para la
funci6n que se proporciona y vsela para dibujar la grifica

3 flx)=5+20x — x*
5. f(x) = ¥81 — x*

7. flx) =1 — 225¢

4, Flx} = x%+ 3022 + 200x
6. f(x) = 0lx + 20
x
flx) = =100
10. F(x} = cos(0.001x)
12, f(x) = sec(20mx)
14, y = »* + 0.002 sen 50x

F(x) = sen®(1000x)
. flx) = sen vx
13. y = 10senx + sen 100x

15, Dibuje la elipse 4x* + 2y = 1, al trazar las funciones cuyas
gréficas son las mitades superior ¢ inferior de la elipse.

16, Dibuje Ia hipérbola y* — 9x* = 1 dibujando las funciones cuyas
gréficas son las ramas superior e inferior de la hipérbola.

17-18 ;Los dibujos cruzan en el rectdngulo de visualizacién que se
proporciona? Si es asi, jcudntos puntos de interseccién estdn ahf?.

7. y=3x" —6x + 1, y = 0.23x — 2.25; [~1, 3] por [~2.5, 1.5]
18. y== 6 — dx — %, y == 3x + 18; [—6, 2] por[—5, 20]

1%-21 Encuentre todas las soluciones de la ecuacidn correcta hasta
dos ¢ifras decimales.
19. x*—~9x? =4 =0 20, % = 4x — |

N, x*=senx

22, En el ejemplo 9 se vio que fa ecuacin cos x = x tiene una
solucion.
(a) Use una grifica para demostrar que la ecuacion
cos x = (,3x tiene tres soluciones y encuentre sus
valores correctos hasta dos cifras decimales.
(b) Encuentre un valor aproximado de m tal que la ecuacion
€os x = mix tiene dos soluciones.

Use gréficas para determinar cudl de las funciones f(x) = 10x
¥y g{x) = x*/10 serd mayor en algtin momento (es decir, mayor
cuando x es muy grande).

24. Use gréficas para determinar cust de las funciones
F(x) =x* — 100 y ¢{x) = ¥* termina por ser mayor.

25, ;Para cudles valores de x se cumple que [ sen x — x| < 0,17

2b. Trace las grificas de los polinomios Plxy =3 — 57 + 2y y
O{x) = 3x° en la misma pantalla, usando en primer lugar el
rectdngulo de visualizacién [ 2, 2} por [-2, 2] v luego cambie
al [—10, 10] por [—10000, 10000]. ;Qué observa a partir de
estas grificas?

En este ejercicio se considera la familia de las funciones

F(x} = &/x, en donde 1 es un entero positivo,

{a) Trace las gréficas de las funciones y = /x, y = y
y = {/x en la misma pantalla [~1, 4] por [—1, 3.

{b) Trace las grificas de las funciones y = x, y = ¥/x ¥
y = {/x en la misma pantalla, [—3, 31por [—2, 2]. (Véase
el ejemplo 7.)

{c) Trace las gréficas de las funciones y = +/x, y = ¥x, y=3¥
yy = {/x enlamisma pantalla [—1, 3] por [— 1, 2].

(d) ;A qué conclusiones puede Hegar a partir de estas graficas?

28. En este ejercicio se considera Ia familia de funciones

f(x) = 1/x", en donde » es un entero positivo,

(a} Trace las graficas de las funcionesy = I/xyy= 1/ enla
misma pantalla usando el rectdngulo de visualizacién [~3,
3] por [-3, 3].

{b) Trace las grificas de las funciones y = 1/x' y y = 1/x* en
la misma pantalla usando el rectdngulo de visualizacién del
inciso (a).

(c} Trace la gréfica de todas las funciones de los incisos (a) y
{b) en la misma pantalla usando el rectingulo de
visualizacion [~ 1, 3] por [~ 1, 3].

{d) ;A qué conclusiones puede llegar a partir de estas gréficas?

Dibuje la funcién f{x) = x* +cx + x, para varios valores
de ¢. (Cémo cambia la grifica al cambiar ¢?

30. Trace la grifica de la funcién f(x) = /1 + cx?, pama
diferentes valores de c. Describa c6mo influye en la grdfica el
valor de ¢ variable.

31. Trace la gréfica de Ia funcién y = x"2™, x = 0, para
n=1,2,3,4,5y 6 ;Cémo cambia la grifica al crecer n?

32. Las curvas con ecnaciones
__x]
y= _C\/—:“*“””;{
se llaman curvas de nariz de bala. Dibuje algunas para
ver por qué este nombre. ; Qué sucede al crecer ¢?

£Qué sucede a la gréfica de la ecuacién y* = cx* + x* a medida
que ¢ varfa?

34, En este ejercicio se examina el efecto de la funci6n interior g
sobre una funcidn compuesta y = f(g(x)}.
(a) Trace la grafica de la funcién y = sen(\/}), usando el rec-
tdngulo de visualizacidn [0, 400] por [—1.5, 1.5). ;Qué di-
ferencia existe entre esta grifica y la de la funcién seno?
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(b) Trace Ja grafica de la funcidn y = sen (x”) usando el
rectingulo de visualizacién [—3, 5] por [—1.5, 1.5). ;Qué
diferencia existe entre esta gréfica y la de la funcién seno?

35. La figura muestra las gréificas de y = sen 96x y y = sen 2x se-
giin la exhibe una calculadora graficadora TI-83.

A A
VARV IR IV

y=sen 96x y=sen2x

La primera gréfica es inexacta. Explique por qué las dos grifi-
cas parecen ser idénticas. [Sugerencia: La ventana de praficacién
de 1a TI-83 tiene 95 pixeles de ancho.] ; Qué puntos especificos
dibuja la calculadora?

36. La primera grdfica que aparece en la figura es la de y = sen
45x segtin la exhibe una calculadora graficadora TI-83. Es
inexacta y por eso, para ayudar a explicar su aspecto en la
segunda grifica se traza la curva de nuevo en la modalidad de

puntos.

(Qué dos curvas seno parece estar graficando la calculadora?
Demuestre que cada punto sobre la grifica de y = sen 45x que
la TI-83 decide dibujar se encuentra de hecho sobre una de es-
tas dos curvas. (La ventana de graficacién de [a TI-83 tiene 95
pixeles de ancho.)

[.5 1 FUNCIONES EXPONENCIALES

La funcién f(x)} = 2*se denomina funcidn exponencial porque la variable, x, es el expo-
nente. No debe confundirse con la funcién potencia g{x)} = x?en la cual la variable es la
base.

= En el apéndice G aparece un planteamiento En general, una funcién exponencial es una funcién de la forma

aiterno para las funciones expanencial y

logaritmica empleando caisulo integral, fx) = a*

donde a es una constante positiva. Cabe recordar qué significa esto.
Si x = n, un entero positivo, entonces

a"=a-aqa ta
L ———
n factores
Six=0,ental caso a’= 1, y si x = —n, donde n es un entero positivo, entonces

1

-

a - n
a

Si x es un mimero racional, x = p/g, donde p y ¢ son enteros positivos y ¢ > 0, por lo
tanto

af = ap/q = P = ('Ia)-"

T Pero ;cudl es el significado de ¢ si x es un ndmero irracional? ;Qué quiere decir, por
] gjemplo, 254577

Para ayudar a responder esta pregunta primero se ve la grifica de la funcidén y = 27,
) donde x es racional. La figura 1 ilustra una representacion de esta grifica. Cabe ampliar
14 el dominio de y = 2 para incluir niimeros tanto racionales como irracionales.
............ : _ En la grafica de la figura 1 hay huecos que corresponden a valores irracionales de x.
‘ Cabe llenar los huecos definiendo f(x)= 2* donde x € [§, de modo que f es una funcién
que se incrementa. En particular, debido a que el nimero irracional v/3 satisface

FIGURA ]
Representacion de x racional y =27

17</3<18
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= debe tener
21.’.‘ < 2\5 < 23.8

y sabe qué significa 2" y 2'* porque 1.7 y 1.8 son nimeros racionales. De manera ana-

loga, si usa mejores aproximaciones para +/3, obtiene mejores aproximaciones para
25,

173 < /3 < 1.74 > 2P gafiggim
1732 <3< 1733 = 2MB2 <948 i
et
=

1.7320 < /3 < 1.7321 I 2 V3 gl
1,73205 < /3 < 1.73206 2LT305 2 9V o 9173206

@ Una prueba de este hecho se proporcionzen  Es posible demostrar que existe exactamente un nimero que es mayor que todos los ni-
J. Marsden v A. Weinstein, Calculus Unfimited meros
{Menio Park, CA: Benjamin/Cummings, 1981}

Para una versién en linea, vease
. 17 173 1.732 17320 1.73205
A ) . 2 .

www.cds.caltech.edu/~marsden/

i CU.pdf .
volume/cu/CU.p ¥ menor que todos los nlimeros

1.8 174 L733 17328 173206
27, 2hn ades ik g \

Defina 2+ como este mimero. Al utilizar el proceso de aproximacién anterior puede calcular-
lo correcto hasta seis cifras decimales

23 = 3321997

De manera andloga, puede definir 2* (0 4, si @ > 0} donde x es cualquier ndmero imra-
/ cional. La figura 2 muestra c6mo se llenaron todos los huecos en la figura 1 para completar
—t — la grifica de la funcién f(x) = 2%, x € R,

! ’ En Ja figura 3 se muestran las gréficas de los miembros de Ia familia de funciones y=a
para distintos valores de la base a. Observe que todas estas grificas pasan por el mismo
punto (0, 1) porque &° = 1 para a ¥ 0. Note asimismo que a medida que aumenta la base
a, se incrementa mds rdpido la funcién exponencial {para x > 0).

FIGURA 2
y =2 real

1.5

% 5i 0 < g < 1, después «* se aproxima a

@ conforme x aumenta. St > 1, entonces a*
58 aproxima a 0 a medida que v disminuye a
través de valores negativos. £n ambos casos
&l eje x es una asintota horizontal, Estos
aspectos se analizan en ia seccibn 2.5,

0 1 X

FIGURA 3

De la figura 3 puede verse que bésicamente existen tres tipos de funciones exponenciales
y=a". 810 < a <1, disminuye ]a funcién exponencial; si a = 1, es una constante, v
sia = 1, se incrementa. Estos tres casos se ilustran en la figura 4. Observe que sia # 1,
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(a)y=a', 0<a<l

FIGURA 4

v St nicains e Para revisar y
practicar las leyes de exponantes, oprima
en Aeview of Algebra

# Para un repaso de reflexion y
desplazamiento de graficas, vea la seccidn 1.3.

FIGURA 5

entonces Ia funcién exponencial y = a* tiene dominio R y rango (0, ). Observe asimismo
que, puesto que (1/a)" = 1/a* = a7 la grfica de y = (1/a)* es sé6lo el reflejo de y = a*
con respecto al gje y.

0 x 0 X

(b) y= 1 (C) y a.tA a>1

En las propiedades siguientes se encuentra un motivo de la importancia de la funcién
exponencial. Si x y ¥ son nimeros racionales, entonces a partir del dlgebra elemental se
conocen bien estas leyes. Es posible probar que siguen siendo verdaderas para ndmeros ar-
bitrarios reales x y y. (Vease apéndice G).

LEY DE LOS EXPONENTES Sic y b son nilmeros positivos y x v ¥ son cualquier nime-
ro real, en tal caso

. . -, a ‘ . .
1. " = g*a* 2 a7 =— 3 (@)Y =a¥ 4, (ab)* = a’*b”

a-

EJEMPLO 1 Trace la grdfica de la funcidn y = 3 — 27 y determine su dominio y su
intervalo.

SOLAON Primero se refleja la grafica de y = 2* [que se ilustra en la figura 5(a)] con res-
pecto al eje x para obtener la grifica de y = —2* de 1a figura 5(b). Luego desplace la
grafica de y = —27 tres unidades hacia arriba para obtener la grificade y =3 — 2°
que aparece en la figura 5(c). El dominio es R y el intervalo (—oo, 3).

] X \l} X 0 X

-1

(ayy=2" (b) y == ~2% (©)y=3-2° 0

B EJEMPLO 2 Mediante un dispositivo graficador, compare la funcién exponencial
f(x) = 2%y la funcién potencia g(x} = x*. ;Cudl funcién aumenta mds rdpido cuando x
es grande?

SOLGON La figura 6 muestra ambas funciones trazadas en el rectingulo de visualizacién
[—2, 6] por [0, 40]. Observe que las grificas se intersecan tres veces, pero para x > 4 Ia




El ejemplo 2 muestra que y = 2* aumenta
con maver rapidez que y == »% Para demostrar
qué tan rdpide aumenta f(x} = 2, efectie
el experimento de pensamiento siguiente,
Suponga que empieza con un trozo de papel
de un milésimo de puigada de espesory lo
dobla a la mitad 50 veces. Cada vez que dobla
el papel 2 la mitad, el espesor s& duplica, por
o tento el espesor del trozo resultante serfa
2°/1000 pulgadas. ;Qué tan grueso cree
usted que es? Resulta ser jmas de 17 millones
de millas!

TABLA T

Poblacidén
Ao (millones)
1900 1630
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2560
1960 3040
1970 3710
1950 4450
1990 5280
2000 6080

L RS o
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grifica de f(x) = 2x permanece por arriba de la grifica de g(x) = x*. La figura 7
proporciona una visién mds global y denota que para valores grandes de x, la funcién
exponencial ¥ = 2* aumenta mucho mds rdpido que la funcién potencia y = x*

|
|

0

40

-2

FIGURA 6 FIGURA7 s

APLICACIONES DE FUNCIONES EXPONENCIALES

La funcion exponencial se suscita muy a menudo en los modelos matemdticos de la natu-
raleza y la sociedad. A continuacién se indica brevemente cémo surge en la descripcion de
crecimiento de la poblacién. En el capitulo 1.3 se abordardn éstas y otras aplicaciones con
mayor detalle,

En primer lugar, considere una poblacién de bacterias en un medio nuiriente homogé-
nee. Suponga que al muestrear la poblacién a ciertos intervalos se determina que la poblacién
se duplica cada hora. Si el niimero de bacterias en el tiempo ¢ es p(¢), donde ¢t se mide
en horas, y la poblacién inicial es p(0) = 1000, tiene en tal caso

p(1) = 2p(0) = 2 x 1000
p(2) = 2p(1) = 22 X 1000
p(3) = 2p(2) = 2% % 1000
A partir de este patrén parece ser que, en términos generales,
p(r) = 2" X 1000 = (1000)2’

Esta funcién de poblacién es un muiltiplo constante de la funcién exponencial y = 2/, de
modo que manifiesta el crecimiento répido que observa en las fi guras 2 y 7, En condiciones
ideales (espacio ilimitado asf como nutricién y libertad de enfermedades) este crecimiento
exponencial es tipico de lo que ocurre en realidad en la naturaleza,

¢ Qué sucede con la poblacién humana? La tabla I muestra datos respecto de la poblacién
del mundo en ¢l siglo XX y la figura 8 ilustra la gréfica de dispersién correspondiente.

Fa

6 X 10°+ .

1900 1920 1940 1960 1980

2000 ¢

FIGURA 8 Gréfica de dispersion para el crecimiento de la poblacitn en el mundo
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FIGURA 9
Meodelo exponencial para
crecimiento de la poblacién

FIGURA 12
La fincidn exponencial natural
cruza el eje y con una pendiente de 1

El patrén de los puntos de informacién que aparece en la figura 8 sugiere crecimiento ex-
ponencial, por eso es conveniente usar una calculadora graficadora con capacidad de regresién
exponencial para aplicar el método de minimos cuadrados y obtener el modelo exponencial

P = (0.008079266) - (1.013731)

La figura 9 muestra la gréfica de esta funcién exponencial con los puntos de informacidn
originales. Observe que la curva exponencial coincide razonablemente bien con los datos.
El periodo de crecimiento relativamente lento de la poblacién se explica mediante las dos
guerras mundiales y la Gran Depresion ocurrida en la década de los trienta.

P

610" T

1
g

1900 1920 1940 1960 1980 2000 !

EL NUMERO e

De todas las bases posibles para una funcidn exponencial, existe una que es mds convenien-
te para los propésitos del cdlculo. La eleccién de una base a se ve influida por la manera en
que la grifica de y = ¢” cruza el eje y. Las figuras 10 y 11 muestran las lineas tangentes a
las grificas de y = 2*y y = 3" en el punto (0, 1}. (Las lineas tangentes se definirén con pre-
cisién en la seccion 2.7. Para los propdsitos actuales, puede imaginarse la Hnea tangente a
una gréfica exponencial en un punto como la recta que toca ia grifica sélo en ese punto.) Si
mide las pendientes de estas rectas tangentes en (0, 1), encontrard que m = 0.7 paray = 2°*
ym = 1.1 paray = 3.

¥

)1:2"‘

FIGURA 10 FIGURA B1

Como verd en el capftulo 3, resulta que algunas de las férmulas del célculo se simpli-
ficardn en gran medida si elige la base a de manera que la pendiente de la linea tangente a
y=a"en (0, 1) sea exactamente 1 (véase la figara 12). De hecho, existe tal nimero y es
denotado por la letra e. (Esta notacidén la escogid el matemdtico suizo I.eonhard Euler en
1727, probablemente porque €s la primera letra de la palabra exponencial.) En vista de las
figuras 10y 11, no causa sorpresa alguna que el niimero ¢ se encuentre entre 2 y 3 y la gri-
fica de y = ¢” entre las grificas de y = 2* y y = 3% (Véase la figura 13.) En el capitulo
3 verd que el valor de ¢, correcto hasta cinco lugares decimales, es

e = 271828




BE e Moduid .5 le permite graficar
funciones exponenciales con varias bases
y con sus lineas tangentes, a fin de estimar
en farma mds aproximada el valor de

a para el cual la tangente tiene Ja
pendiente 1.
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&4 E)JEMPLO 3 Dibuje la funcién v = {¢™ ~ | y determine el dominio y el rango.

006N Empiece por la grdfica de y = ¢ de las figuras 12 y 14(a) y refleje con respecto
al eje y para obtener la grifica de y = ¢ en la figura 14(b). (Note que la grifica cruza
el eje y con una pendiente de —1.) Luego comprima la grdfica verticalmente por un factor
de 2 para obtener la grifica de y = ¢ “en la figura [4(c). Por titimo, desplace la grifica
vna unidad hacia abajo para obtener la grifica deseada en la figara 14(d). Bl dominio es
Ry el rango es (—1. =),

N

FIGURA 13
¥
1
0 X
(1) y=¢"
FIGURA 14
FIGURA 15

0 X G kY 0 X

(b y=e" (c)y=je" (dyy=je =1

¢Qué tanto cree usted que tenga que ir hacia la derecha para que la altura de lIa grifica
de y = ¢" exceda de un millén? El ejemplo siguiente demuestra el crecimiento rapide de
] ] £ P
esta funcién al proporcionar una respuesta que quizds le sorprenda,

EJEMPLO 4 Use un dispositivo graficador para hallar los valores de x para los cuales
e > 1 000000,

SOLUCON En la figura 15 aparece tanto la funcién y = ¢* como la linea horizontal

¥y = 1000000. Estas curvas se intersecan cuando x = 13.8. Asi, ¢* > 10° cuando

x > 13.8. Tal vez le sorprenda que Jos valores de la funcién exponencial ya hayan
rebasado un millén cuando x es sélo 14.

L5 10
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I.5 | EJERCICIOS

1. (a) Escriba una ecuacién que defina la funcién exponencial con
base ¢ > 0.
(b) ;Cu4l es el dominio de esta funcién?
{c) Sia # 1, jcudl es el intervale de esta funcién?

{d) Trace la forma general de la grifica de la funcidn exponen-
cial para cada uno de los casos siguientes.
{iya>1 (i) a=1 iy 0 <a< 1

2. (a) ;Como se define el niimero e?
(b) );Cudl es un valor aproximado para ¢?

(c) ¢Cudl es la funcién exponencial natural?

3-b6 Dibuje las funciones que se proporcionan sobre una pantalia

comin, ;Cémo se relacionan estas grificas?
3.y=2, y=e\ y=5, y=20"

hy=e', y=g™ y=28, y=8""

[8]y=3% y=100 y=() y=()
b y=09% y=06', y=03, y=0.I"

7-12 Realice un boceto de la grafica de la funcién, No utilice calcu-
ladora. Sélo use las grificas de las figuras 3 y 12 y, si es necesario, las
transformaciones de la seccién 1.3.

Joy=4"-3 8 y=4""
[9.)y=—27 W, y=1+ 2
@ym I w%e" 12, y=2{1 —e™)

17-1& Encuentre la funcién exponencial f(x} = Ca® cuya grifica
se proporciona,

y
17. (3,24

(1.6)

@ Comenzando por la grifica de y = ¢, escriba la ecuacién de la
gréifica que resulta de

(2) desplazarse 2 unidades hacia abajo

(b) desplazarse 2 unidades hacia la derecha

(c) reflejar respecto al gje x

{d) reflejar respecto al eje y

{e) reflejar respecto al eje x y a continuacion al eje y

14. Empezando por fa grifica de ¥ = ", encuentre la ecuacién de
la gréfica resultante de

{a) reflejar respecto a la recta y = 4
{b) reflejar respecto a la linea x = 2

15-16 Encuentre el dominio de cada funcion.

1
1 +eF

1
15. (a) f(x) = ®) fl) =777

16. (a) g(r) = sen{e™) (b)Y gl = V1 =2

19, Si f(x) = 5%, demuestre que

Flx+ b)) — f) t(s" -1 )
= 5
k fi

20. Suponga que le ofrecen un trabajo que dura un mes. ;Cudl de
los métodos de pago siguientes prefiere?
L Un millén al nes.

II. Un centavo el primer dia del mes. Dos centavos el segundo
dia, cuatro centavos ef tercero y, en general, 2*~! centavos
el n-ésimo dia.

21, Suponga que las grificas de f(x) = x?y g(x} = 2* se dibujan
sobre una plantilla de coordenadas donde la unidad de medi-
cion es 1 pulgada. Demuestre que, a una distancia de 2 pies a
la derecha del origen, la altura de la grifica de fes 48 pies pero
la altura de Ia grifica es alrededor de 265 mi.

21. Compare las funciones f(x) = »° y g{x) = 5% al trazar ambas
en varios rectdngulos de visualizacion, Encuentre todos fos
puntos de jnterseccidn de las grificas corregidos a un solo lugar
decimal. ;Qué funcidn crece mds rdpidamente cuando x es
grande?

Compare las funciones f(x) = x'%y g(x) = e* trazando tanto f

como g en varios rectdngulos de visualizacidn. ;Cudndo rebasa
finalmente la gréifica de g la grifica de f?

24, Utilice una grifica para estimar los valores de x tales que

e’ > 1000000000,




25,

97,

18,
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Se sabe que en condiciones ideales cierta poblacién de
bacterias se duplica cada tres horas. Suponga que al principio
hay 100 bacterias.
(a) ;Cudl es el tamanio de la poblacion después de 15 horas?
(1) (Cudl es el tamaiio de la poblacién después de f horas?
{c} Estime el tamafio de la poblacién después de 20 horas,
(d) Dibuje la funcién de poblacién y estime el tiempo que se
requiere para que la poblacién llegue a 50 000.

. Un cultivo de bacterias inicia con 500 baterias y duplica su

tamafio cada media hora..

(a) {Cudntas bacierias existen después de 3 horas?

{b) ;Cudntas bacterias existen después de ¢ horas?

(c) ;Cuantas baterias exisien después de 40 minutos?

{d) Grafique Ia funcién poblacién y estime el tiempo para que
la poblacién alcance 100 000.

Use una catculadora graficadora con capacidad de regresién ex-
ponencial para modelar Ia poblacién del mundo con la informa-
ci6n de 1950 a 2000 que aparecen en fa tabla | en la pdgina 55.
Recurra al modelo para estimar la pobiacion en el afio 1993 y
predecirla en el afio 2010,

La tabla siguiente presenta la pobiacién de Estados Unidos, en
millones, para los afios 1900 a 2000. Use una calculadora gra-
ficadora con capacidad de regresién exponencial para modelar
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la poblacién de Estados Unidos desde 19G0. Use el modelo
para estimar la poblacién en el afio 1925 v predecirla en el
2010 y el 2020.

Al Publucion ARG Polslacion
|13 76 (419 79
toi G2 1970 203
1920 i 1980 237
1930 123 Foul) 230
sy 13t 2003 281
{USG isn
429, si grifica la funcién
1 o (:’”“l

verd que fparece una funcién impar, Demuéstrelo

30. Dibuje diferentes grupos de la familia de funciones

. I
1 + ae™

Fx)

donde a > 0. ;Cémo cambia la grifica cuando b cambia?
¢Cémo cambia cuando « cambia?

FUNCIONES INVERSAS Y LOGARITMOS

La tabla 1 proporciona informacién de un experimento en el cual un cultivo de bacte-
rias se inicid con 100 bacterias en un medio nuniente limitado; el tamadio de la poblacion de
bacierias se registrd a intervalos de horas. El atimero de bacterias N es una funcidn del

tiermpo 1 N = f(7).

Sin embargo, suponga que la biéloga modifica su punto de vista y se interesa en el tiem-
po que se requiere para que la poblacién alcance diversos niveles. En otras palabras, ella
considera a ¢ como una funcién de N. A esta funcidn se le llama Juncion inversa de f,
denotada por f 7', y se lee “f inversa”. De esta manera, t = 7N} es el tiempo que se re-
quiere para que el nivel de [a poblacién llegue a N. Los valores de £~ pueden encontrarse
leyendo la tabla 1 de derecha a izquierda o bien consultando la tabla 2. Por ejemplo,
F'(550) = 6 porque f(6) = 550.

TABLA 1 N como una funcién de ¢ TABLA 2 ¢ como funcién de N
{ No= P= oA
thoras) | = poblacion en el tempo ¢ N = Hempo para Hegur o NV bacterias
0 160 101 0
| lon 168 |
2 254 259 2
K 38 358 3
4 445 443 4
5 Sy 500 s
8} 54 350 I
7 573 573 :
8 386 386 5
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No todas las funciones poseen inversas. Compare las funciones f v g cuyos diagramas de
flechas se muestran en la figura 1. Observe que f nunca adopta el mismo valor dos veces
(dos entradas cualesquiera en A tienen salidas diferentes), en tanto que g adopta el mismo
valor dos veces (tanto 2 como 3 tienen la misma salida, 4).

En simbolos,

g(2) = g(3)
pero Fla) ## Fxa) siempre que x, #= x;

Las funciones que comparten esta funcidn con f se llaman funciones uno a uno.

FIGURA 1
fes uro auno; g no fo es

a En el fenguaje de entradas y salidas, [1] DEFINICION A una funcién f se le llama funcién uno a uno si nunca adopta

esta deﬁ_mcmn dice que f esfté ung a uno si el mismo valor dos veces; es decir,
cada salida corresponde a s6lo unz entrada,

Flxy) # flx,)  siempre que x; # x;

S1 una linea horizontal interseca la gréfica de f en mds de un punto, como es el caso de
la figura 2 existen nimeros x; y x; tales que f(x;) = f{x,). Esto significa que f no estd
uno a und. Debido a eso tenemos el método geométrico siguiente para determinar si una
funcién es uno a uno.

flad flx)

FIGURA 2
Esta funcidn no es ano a uno 5
porque f(x} = flx)

e

PRUEBA DE LA LINEA HORIZONTAL Una funcién es uno a uno si y sélo si, ninguna
linea horizontal interseca su grifica mds de una vez.

/
= -3 4
/ ro! ©2 EJEMPLO | ;La funcién f(x) = x> es uno a uno?

/

/ 0 X SOLUCION ¢ Six; # xa, entonces xf # x? (dos nimeros distintos no pueden tener ef mis-

mo cubo). Por lo tanto, por la definicién 1, f(x) = x* es uno a uno.

SOLUCION 2 En la figura 3 ve que ninguna linea horizontal interseca la grifica de f(x) = x*
FIGURA 3 mds de una vez, Por consiguiente, mediante la prueba de la linea horizontal, f es uno
fixy= 13 es uno a uno 4 uno. |
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\ > /yzxg % EJEMPLO 2 ;La funcidn g{x) = x? es uno a uno?
\ / SOLUCION | Esta funcién no es uno a uno porgue, por ejemplo,
\/ g(1) = 1 =g(=1)
0 X y de este modo 1 y —1 tienen la misma salida.
FiGURAf SOLUCION 2 En la figura 4 existen lineas horizontales que intersecan la grifica de g mds
gi¥)=x"no es uno a uno de una vez. Por consiguiente, mediante la prueba de la linea horizontal, g no es uno
a uno -

Las funciones uno a uno son importantes porque son precisamente las funciones que
poseen funciones inversas segiin la siguiente definicidn

(2] DEFINICION Sea f una funci6n uno a uno con dominio A e intervalo B. Luego
su funcién inversa f ' tiene dominio B y intervalo A y se define mediante

i =x < fl)=y

para cualquier y en B.

¥ Esta definicién dice que si f mapea x hacia y, después ! mapea y de regreso hacia x.

A (Si f no fuera uno a uno, entonces ™' no estarfa definida en forma tinica.) El diagrama
Y £ de flechas de la figura 5 indica que f™! invierte el efecto de f. Observe que
B ey
¥
FIGURA 5 dominio de f~° = intervalo de f
intervalo f~' = dominio de f

Por ejemplo, la funcién inversa de f(x) = x% es £7'(x) = x'/* porque si y = x>, en
tal caso

'O =)= =y

PRECAUCION  No confundir el —1 en 7! con un exponente. De esta manera

i
F7(x) no significa —

flx)

El reciproco 1/f(x) podria, no obstante, escribirse como [ f(x)]™".

EEMPLG 3 Sif(1) =5, f(3) =Ty f(8) = —10, encuentre f~(7), fF'(S) y
£(—10).

$0LUCION De la definicién de £
=3 porque f(3)=7
Fy =1 porgue f(hy=25

FU(~10)=8  porque  f{8) = —10
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FIGURA 6
La funcién inversa invierte
las entradas y las salidas

FIGURA 7

El diagrama que aparece en la figura 6 pone en evidencia la manera en que f7! in-
vierte €l efecto de f en este caso.

Por tradicién la letra x se usa como la variable independiente, asi, al concentrarse
en f~! en vez de sobre f, por lo regular invierte las funciones que juegan x y y en la
definicion 2 y escribia

=y &= f=x

Al sustituir y en la definicién 2, y sustituir x en (3), obtiene las econaciones de cancela-
cion siguientes:

FUF(x)) =x paratodaxenA
X)) =

x paratodaxen B

La primera ecuacién de cancelacidn dice que si empieza con x, aplica f, a continuacion
aplica 7', llega de nuevo a x, donde empieza (véase el diagrama que aparece en la fi-
gura 7). Asf, f ' deshace lo que f hace. La segunda ecuacién dice que f deshace lo que
f ace.

Por ejemplo, si f(x) = x7, luego £ '(x) = x'/? y de ese modo las ecuaciones de cance-
lacién se convierlen en

FUPE) = () = x
FUF@) = (PP =x

Estas ecuaciones indican simplemente que la funcidn ciibica y la funcién raiz ciibica se
cancelan entre s{ cuando se aplican en forma sucesiva,

Vea ahora cémo calcular funciones inversas. Si tiene una funcién y = f{x} y es capaz
de resolver esta ecuacidn para x en términos de y, en tal caso segin la definicidn 2 tiene
que x = f~'(y). Si desea nombrar como x la variable independiente, por lo tanto intercam-
bie x y y y llegue a la ecuacién y = £ '(x).

€OMO ENCONTRAR LA FUNCION INVERSA DE UNA FUNCION f UNO A UNO
ETAPA 1 Escriba v = f(x).
ETAPA 2 Resuelva la ecuacion para x en términos de v (de ser posible}.

EFAPA3  Para expresar f~' como una funcién de x, intercambie x y y. La ecuacidn
resultante es y = ' (x).




= Observe en el gjemplo 4 cémo £ invierte
al efscto de . La funcion f sigue la regla
“eleve al Cubo, entonces sume 2°, £~ sigue
la regla “Reste 2, entonces obtenga la raiz
cuadrada”.

(@1

y= ')

FIGURA 10
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i EIEMPLG 4 Encuentre la funcidn inversa de f{x) = x* + 2.
SOLUCION Segiin (5) primero escriba
y=x>+2
A continuacién resuelva esta ecuacidn para x:
=y -2
X Yy =2
Por dltimo, intercambie x y y:
Y= 3
En consecuencia, la funcién inversa es £ 7'{(x) = ¥x — 2. £l

El principio de intercambiar x y y para hallar la funcién inversa da también e] método
para obtener la grifica de ™' de la grafica de f. Puesto que f(a) = b si y sélo si
F7U(b) = a, el punto {a, b) se encuentra en la grifica de f si y sélo si el punto (a, b)
estd sobre la grifica de £, Pero obtiene el punto (b, a) de (4, b) al reflejar respecto a
la linea y = x. (Véase la figura 8.)

y . ¥
_{b, a) L / e

f—l

/

FIGURA 8 FIGURA 9

Debido a eso, como lo ilustra la figura 9:

La grafica de ™' se obtiene reflejando la grifica de f respecto a la linea y = x.

EJEMPLO 5 Trace las grificas de f(x) = +/—1 — x y su funcion inversa usando los mis-
mos ejes de coordenadas.

sowCIoh En primer lugar trace la curva de y = +/—1 — x (la mitad superior de la pardbo-
lay? == —1 — x, obien x = —y? — 1) y a continuacién refieje respecto a la linea y = x
para obtener la grifica de £7°. (Véase la figura 10.) A manera de comprobacién de la
grdfica, observe que la expresién para f ' es f7'{(x) = —x* — 1, x = 0. De modo que
la grifica de £~ es la mitad derecha de la pardbola y = —x? — 1y a partir de la figura 10,

esto parece ser razonable. £

FUNCIONES LOGARITMICAS

Sia > 0ya# 1, lafuncién exponencial f(x) = a* bien se incrementa o disminuye y por
eso mediante la prueba de la linea horizontal es uno a uno. Debido a eso tiene una funcién
inversa f %, a la cual se le da el nombre de funcién logaritmica con base a y se denota me-
diante log . Si utiliza la formuiacién de una funcidn inversa dada por (3)

Tl =y = f=x
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v=at, o>

|

y=log, x, a>1

FIGURA 11

it
! |
y=logev |

y=log, .

FIGURA 12

2 NOTACIOK PARA LOGARITHOS

La mayoria de los libres de texto de calculo y
de ciencias, ast comoa las calculadoras usan la
notacidn In x para el logaritmo patural vy jog &
para el "logaritma comin”, logw <. Sin embargo,
en la literatura de matematicas v cientifica mds
avanzads vy en los lenguajes de computadera,
la ngtacion log x denota por lo general al lo-
garimo natural

Y

luego tiene

(6 log,x =y & g*=x

De ese modo, st x > 0. en tal caso log,x es el exponente al cual debe elevarse la base a
para dar x. Por ejemplo. log,,0.00¢ = —3 porque 107 = 0.001.

Las ecuaciones de cancelacidn (4) cuando se aplican a las funciones f(x) = g* y
F7Hx) = log,x, se convierten en

log{a*) = x paratodax € R

a" =y paratodax >0

La funcién logaritmica log,, tiene dominio {0, %3) e intervalo R. Su grifica es el reflejo de
la grifica de v = ¢ respecto a la linea v = x.

La figura 11 muestra el caso en que @ > 1. {Las funciones logaritmicas més importan-
tes tienen base ¢ > 1.) El hecho de que y == ¢* sea una funcién que aumenta muy rdpida-
mente para x > 0 se refleja en el hecho de gue v = log, x es una funcién que aumenta muy
lentamente para x > |.

La figura 12 muestra las grificas de y == log, x con varios valores de la base ¢ = 1. Como
log, 1 = 0, las grificas de todas las funciones logaritmicas pasan por el punto (1, 0).

Las siguientes propiedades de las funciones logarftmicas se derivan de las propieda-
des correspondientes de las funciones exponenciales que se dieron en la seccidn 1.5.

LEYES DE LOS LOGARITMOS Si x y y son niimeros positivos, entonces

1. log,(xy) = log,x + log, ¥

(=14}

3. log{x") = rlog,x (donde r es cualquier nimero real)

EJEMPLO 6 Use las leyes de los logaritmos para evaluar log, 80 — log, 5.

SOLUCION Al usar la ley 2, tiene
80
log, 80 — log,5 = logz(?) = log, 16 =4
Porque 2* = 16. 0

LOGARITMOS NATURALES

En el capitulo 3 verd que de todas las bases a posibles para logaritmos, la eleccién mds
conveniente es el niimero e, que se definid en la seccién 1.5. Al logaritmo con base ¢ se le
llama logaritmo natural y tiene una notacidn especial

log,.x =1Inx
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Si pone a = ¢ y sustituye log, con “In” en (6) y (7), por lo tanto las propiedades defi-
nitorias de la funcién logaritmo natural se convierten en

Inx=y <> ¢ =1y
9] In(e™) = x rER
e™M=x x>0

En particular, si establece que x = 1, obtiene

Ine = |
EJEMPLO 7 Encuentre x silnx = 5.
SOLUCION | De (8) observe que
Inx=235 significa e’ =x

Por lo tanto, x = £°,
(St trabajar con la notacién “In” le causa problemas, sustitdyala con log,. Por lo tanto Ia

ecuacion se convierte en log,x = 5; por consiguiente, mediante la definicién de logaritmo,
5

€’ =1x)
SOLUCION 2 Empiece con la ecuacién
Ihx=35

y aplique la funcién exponencial a ambos lados de la ecuacién

elm‘ — 65
Pero la segunda ecuacién de cancelacion en (9) dice que ¢ = x, Por lo tanto, x = ¢, [7

EJEMPLO 8 Resuelva la ecuacién e’ = 10.

SOLYCIGH Tome logaritmos naturales de ambos lados de la ecuacién ¥
use (9):

Infe®*) = 1n 10

5-3x=mhl0
3x =5 -0
x=13(5 - In10)

Como el logaritmo natural se encuentra en las calculadoras cientificas, puede aproximar
la solucidn a cuatro cifras decimales: x = 0.8991. 0
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_

FIGURA 13

EA EJEMPLO 9 Exprese Ina + 31n b como un solo logaritmo.

s0LUCION Usando las leyes 3 y 1 de los logaritmos

Ina +ilnb=1Ina + Inp'/?
=1na + Invb
= n(ay/b) O

La férmula signiente muestra que los logaritmos con cualquier base pueden expresarse
en términos del logaritmo natural

FORMULA DE CAMBIO DE BASE Para cualquier niimero positive a (e #* 1), tiene

Inx

1 .=
O%a* Ina

PRUEBA Sea y = log.x. En tal caso de (6), tiene ¢* = x. Al tomar los logaritmos
naturales de ambos lados de esta ecuaci6n, obtiene y In a == In x. Por consiguiente

Inx
)T _ “"—1 m
na

Las calculadoras cientificas tienen una tecla para logaritmos naturales, de modo que la
férmula 10 permite usar una calculadora para calcular un logaritmo con cualquier base
(como se ilustra en el ejemplo siguiente). De manera andloga, la férmula 10 permite dibu-
jar cualquier funcién logaritmica en una calculadora o computadora graficadora (véase
gjercicios 43 y 44).

EJEMPLO 10 Evalde logs 5 correcto hasta seis lugares decimales.

SOLUCON La férmula 10 produce

In5
logs 5 = E'S— == 0.773976 0

Las grificas de la funcién exponencial y = ¢ y su funcién inversa, la funcién loga-
ritmo natural, se ilustran en la figura 13. Debido a que la curva y = ¢" cruza el eje y con
una pendiente de 1, se deduce que la curva reflejada y == In x cruza el eje x con una pen-
diente de 1.

Al igual que todas las demds funciones logaritmicas que tienen una base mayor que I.
el logaritmo natural es una funcién creciente que se define sobre (0, ) y el eje y es una
asintota vertical. (Esto significa que los valores de In x se convierten en negativos muy
grandes a medida que x se aproxima a cero.)

EJEMPLO 11 Trace la gréfica de la funcién y = In(x — 2) — 1.

s0LUG0 Empiece con la grifica de y = In x segiin se proporciona en la figura 13. Al utili-
zar 1a transformaci6n de la seccién 1.3, vaya dos unidades hacia la derecha para obtener
la gréfica de y = In(x — 2) y luego despldcela una unidad hacia abajo para obtener la
grifica de y = In(x — 2) — 1. (Véase la figura 14.)
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Si bien In x es una funcién creciente, crece muy despacio cuando x > 1. De hecho,
In x crece mds despacio que cualquier potencia positiva de x. Para ilustrar este hecho,
compare valores aproximados de las funciones y =In x y y = x"* = /¥ en la tabla si-
guiente que aparecen dibujados en las figuras 15 y 16. Podrd observar que en un principio
las graficas de y = /x y ¥ = In x crecen en cantidades similares, pero en algiin momen-
to la funcidn raiz rebasa por mucho al logaritmo.

10 S0 100 500 1000 000 106G 0C0

I~
b
h

mx [0 .69 |.61 2.30 391 4.6 6.2 0.9 9.2 115

N I L4t | 224 | 3006 707} 100 | 224 316 100 36

0 049 1 072 | 0.73 0.55 | 046 | 028 0.22 0.09 0.04

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

[

FIGURA 14

1000 +

Cuando tratamos de calcular las funciones trigonométricas inversas hay una pequefia difi-
cultad: puesto que las funciones trigonomeétricas no son uno 2 unoe o biunivocas, no tienen
funciones inversas. La dificultad se vence restringiendo los dominios de estas funciones de
modo que se transformen en uno & uno.

Observe en la figura 17 que la funcién seno y = sen x no es uno a uno (aplique la prueba
de la linea horizontal). Pero la funcién f(x) = senx, —%/2 < x = 7/2 (véase figura 18)
es uno a uno. La funcidn inversa de esta funcidn seno restringida fexiste y se denota median-
te sen”' o arcsen. Se denomina funcién inversa del seno o funcién arco seno.

y=senx

raly

e

—MU

FIGURA 17

X 0

[ETERE.

q 5

1ty A

S

FIGURA 18 y=senxy,—F ==

Puesto que la definicién de una funcion inversa establece que

=y & fy=x
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tiene

-
sen"'x=y &> seny=ux Yy ~—S_}rs—21m

1 . - ,
Por esto, s1 —1 = x = 1, sen"'x es el nimero entre —7/2 v 7/2 cuyo seno &s x.
sen x

h:N

sen” iy
EJEMPLO 12 Determine (a) sen™'(3) y (b) tan(arcsen §).

soLYCIGH
(a) Tenemos
a) ™

porque sen(w/6) =} y 7/6 queda enire —7 /2y 7/2.
(b} Sea @ = arcsen , de modo que sen § = 1. Por lo tanto, podemos dibujar un tridngulo

3 1 rectingulo con dngulo § como en la figura 19 y deducir de acuerdo con el Teorema de
Pitdgoras que el cateto faltante mide /9 — 1 = 2+/2. Esto permite que podamos saber

g a partir del tridngulo que

|
i
tanlarcsenz) = tan 0 = —— Cl
FIGURA 19 ( 3 o

Las ecuaciones de cancelacién para el caso de las funciones inversas se transforman en

- T T
sen ‘(senx) = x para——msxsg

2

sen(sen”'x) =x para—1 < x<]

El dominio de la funcién inversa del seno, sen™', es [—1,1] y el intervalo es
[—@/2, 7/2)], y su grifica, que se ilustra en la figura 20, se obtiene de la funcitn restringi-
da del seno (figura 18) por reflexién con respecto a la linea y = x.

td
[

[

1 »\

[IE]

FIGURA 21
y=cosxy,0=x=s7

FIGURA 20
y=sen ' x = arcsen x

La funcién inversa del coseno se trata en forma similar. La funcién restringida del co-
seno f{x) = cos x, 0 = x = 7, es uno a uno (véase figura 21) y, de este modo, tiene una
funcién inversa que se denota mediante cos ™' 0 arccos.

cosT'lx=y & cosy=x y O0sy=qm
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FIGURA 22
¥ = €08 x = arccos x
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FIGURA 23
y=tanx,—3F <x<§

¥

FIGURA 24

y=tan™'x = arctan x
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Las ecuaciones de cancelacién son

cos Ncosx) =y para0 < x = 7

cos(cos™'x) =x para—1 =y

El dominio de la funcién inversa del coseno, cos™, es [—1, ] y el intervalo es [0, 7). Su
grdfica se ilustra en la figura 22.

La funcién tangente se puede hacer uno a uno si se la restringe al intervalo (—#/2, 7/2).
Por consiguiente, Ia funeion tangente inversa se define como la inversa de la funcidn
flx) = tan x, —7/2 < x < @w/2. (Véase figura 23.) Se denota mediante tan™ o arctan.

kn ar
—— <y < —

mn"x=y < tany=ux
n ¥ any=x y 5 3

EJEMPLO 13 Simplifique la expresién cos{tan™'x).

SOLUCKN | Seay = tan"'x. Porlo tanto tan y = x y — /2 < y < a/2. Quiere determi-
nar el cos y pero como tan y se conoce, es mds facil determinar primero sec y:

sec’y = | + tan’y = | + x?

secy =/ +x? {puestoque see y > Opara — /2 < vy < /)

1
secy /1 + a2

De este modo cos(tan”'x} = cos y =

SOLECIGH 2 En lugar de aplicar las identidades trigonométricas como en la solucién i, es
tal vez mds fécil utilizar un diagrama. Si y = tan™'x, después tan y = x, y puede saber a
partir de la figura 24 {que ilustra el caso y > 0) que

1
cos{tan™'x) = cog y = ——xr [
(tan™'x) M

La funcién tangente inversa, tan™' = arctan, tiene por dominio R e intervalo (— /2,
ar/2). Sus graficas se muestran en la figura 25,

¥

Las lineas x = /2 son asintotas verticales de la grifica de la tangente. Puesto que
la grifica de tan™ se obtiene reflejando la grifica de la funcién tangente restringida con
respecto a la linea y = x, se infiere que las lineas y = #/2 y y = — /2 son asintotas ho-

rizontales de la grifica de tan™".
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Las funciones trigonométricas inversas restantes no se aplican con frecuencia por lo que
$e resumen en seguida.

0] y=cse™x (x| = 1) < cscy=x y y€ (0, /21U (w 3w/2]

y=secx (x| = 1) < secy=x y y€&[0,7/2)U[m 3In/2)

)

:
t

y=cot'lx (xER) <& coty=x y yeE(0,

[

E
!
E
!
|
i
I
|
|
|

g - 2
m No hay un acuerdo universal sobre la eleccidn de los intervalos para y en las defini-
ciones de csc™' o sec™', Por ejemplo, algunos autores usan y € [0, w/2) U (#/2, wien
FIGURA 26 la definici6n de sec™!. [Usted puede comprobar con la grifica de la funcidn secante de la
y=secux figura 26 que funcionan tanto esta opcidn como la que se encuentra en (11).]
| 1.6 | EJERCICIOS
1. (2) ;Qué es una funcidén uno a uno? F(r) es la altura de un balén de fittbol ¢ segundos después de la
{b) ;Cémo puede decir a partir de la grifica de una funcidn si patada de salida.

: 9
¢5ta es uno a uno: 14. f(t) es su altura a la edad de ¢.

2. {a) Suponga que f es una funcién uno a uno con dominic A e

intervalo B. ;C6mo se define la funcién inversa f'7 ;Cudl 15. Si f es una funcién uno a uno tal que F(2) = 9, jcudnto
es el dominio de £7'? ;Cudl es el intervalo de /%7 es fHOY?
(b) Sile dan una f(iimnla para f, jcémo encuentra una 16, Sea f(x) =3 + &* + tan(mx/2), donde —1 < x < I,
férmula para f7'7 (2) Halle £7(3).
(c) ;Smlmle dan Ja grifica de f, ;cémo encuentra Ia grifica de (b) Encuentre £(f7'(5)).
7] Sig(x) =3 + x + ¢ encuentre g7'(4).
3-14 Se da una funcién mediante una tabla, una grifica, una férmula ) .
o una descripeién verbal. Determine si es uno a uno. 18. Se proporciona fa grifica de f.
(1) {Por qué f es uno a uno?
X I 2 3 4 3 & {y) Defina el dominio y el intervalo de § .
o -1
fo Lors | a0 | e tosa | 28 | 20 c) (Cudl es el valor de f~ (2).
. {d) ;Estime el valor de f'(0).
Ay 1 2 3 4 5 6 Y
o
fix) 1 z 4 8 16 32 v
1
5 ¥ 6. ¥
\ \ o :

3 X
\ \ La férmula € = £(F — 32), donde F = —459.67, expresa

la temperatura en grados Celsius € como una funcida de la
7. v v temperaturafn grados Fa.hrenhei’t F. Encuenire una f(’){'ﬂlwla

para la funcidn inversa e interprétela. ; Cudl es el dominio de
/ la funcién inversa?

kt kY 20. En la teorfa de la relatividad, Ia masa de una particula con rapi-

/ dez v es ) = —_—

m = f{p) = ———mm
donde mg es la masa en reposo de ka particula y ¢ es la rapidez
de la luz en el vacio. Encuentre la funcién inversa de f y expli-
H. glo} = 1x 12. g{x) = cos x que su significado.

9. flx) = x? ~ 2x 10. f(x) =10 — 3x




21-26 Encuentre una f6rmula para la inversa de la funcidn.

4y —
21, f(x) = /10 - 3x Fl) = 71+ :
23, f(x) =" 20, y=2x°+3
e.\'
» = In{x + T T —
[25] y = In(x + 3) 26. y T

27-28 Encuentre una férmula explicita para £~' y tisela para dibujar

£\ f vlarecta y = x sobre la misma pantalla. Para verifi-car su

trabajo, vea si las grificas de f y 7! son reflejos respecto a la recta.

7. flx)=x"+1,x=0 28, flx)=12~¢

29~30 Utilice la grdfica que se proporciona para f para dibujar ta
aréfica de f'.

29. 30.

-3

FA

31. (a) ;Cémo se define la funcién logaritmica v = log,x?
(b) ;Cudl es el dominio de esta funcién?
(c) {Cudl es el intervalo de esta funcién?
(d) Trace la forma general de la grifica de la funcién
y=logxsia>1.

32. (a) ;Qué es el logaritmo natural?
{b) ;Qué es el logaritmo comiin?
(c) Trace las gréficas de fa funcién logaritmo natural y la fun-
cién exponencial natural con un conjunto comtin de ejes.

33-36 Encuentre el valor exacto de cada expresion.

33. (a) logs125

34. (a) In{1/e)

35. (2) loga6 — logz15 + logs20
(b} log; 100 — log;18 — log;50

36. (a) ¢™*? (b) In{ln &)

(b) logs %
{b) logm \/—1-6

37-39 Exprese la cantidad que se proporciona como un logaritmo
tnico.

3. In5+5in3

3. Inla+p) +Infla——-2Inec

39 (1l +x) +ilnx - Insenx

40. Use la férmula 10 para evaluar cada logaritmo correcto hasta
seis cifras decimales.

(a) logy2 10 (b} log.8.4
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41-42 Use la formula 10 para dibujar las funciones que se propor-

cionan en una pantalla comun. ;De qué manera se relacionan estas
grificas?

&l y=1logisx, y=Inx, y=logpx. ¥ == logsmx

42, y=1Inx, y=logpx, y=c¢" y=10°

Suponga que la grdfica de y = logsx se dibuja en una plantilla
de coordenadas donde la unidad de medida es una pulgada.
¢Cudntas millas hacia [a derecha del origen hay que desplazarse
antes que la altura de la curva llegue a 3 pies?

44, Compare fas funciones f(x) = x*'y g(x) = 1n x mediante el

dibujo de tanto f como g en varios rectingulos de visualizacién.
{Cuidndo termina la grifica de f por rebasar la grifica de 7

45-46 Haga un trazo aproximado de la grifica de cada funcidn. No
use una caleuladora. Utitice s6lo las grdficas que se proporcionan en
las figuras 12 v 13 , de ser necesario, las transformaciones de la
seccidn 1,3,

(a) y = logiolx + 3)
46, (a) y = In(~x)

(b) y = ~Inx
(b) » = in|x|

47~50 Resuelva cada ecuacidn para x.

47, (a) 2 lnx = | (b) e¥ =35

48. (a) ™ -7 =0 (b) In(5 ~ 2x} = -3
(@277 =3 (by Inx +In(x ~ 1) = 1

50. (a) In{lnx) =1 {b) e™ = Ce®, donde a # b

51-52 Resuelva cada desigualdad para x.
51. (a) e << 10 b)) Inx > ~]

52 () 2 <Ilnx <9 ®) ¥ >4

53-3& Encuentre (a} el dominio de £y (b) £~' v su dominio.
53, flx) =3 — e M, flx)= (2 +Inx)

(€S 55, Dibuje la funcién f(x) = Va® + 22 + x + 1y explique por

qué es uno a uno. A continuacién use un sistema algebraico de
computadora para encontrar una expresion explicita para
f7H(x). (Su CAS generard tres expresiones posibles. Explique
por qué dos de ellas son irrelevantes en este contexto.)

(T45] 56. (a) Sig(x) = 2* + x%, x = 0, utilice un sistema algebraico de

computadora para encontrar una expresién para g”'(x).
(b) Use la expresion del inciso (a) para dibujar y = g(x),
y=2xyy=g'(x)enla misma pantafla.

57. Siuna poblacidn de bacterias inicia con 100 bacterias y se du-
plica cada tres horas, luego el niimero de bacterias una vez que
transcurren ¢ horas es n = f(t) = 100 - 273 (Véase el ejercicio
25 en la seccibn 1.3))

{a) Encuentre la inversa de esta funcién y explique su significado.

(b) ;Cudndo llegara la poblacidn a 50 0007
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58. Cuando se apaga el flash de una cdmara, las baterfas empie-
zan de inmediato a recargar el capacitor del flash, el cual alma-

cena carga eléctrica dada por
Q) = Qyft — &™)

(La capacidad méxima de carga es Quy t se mide en

segundos.}

{a} Encuentre la inversa de esta funcion y explique su significado.

(b) ;Cuénto tarda en cargar el capacitor hasta 90% de su capa-
cidad sia = 27

50-44 Caleule el valor exacto de cada expresion.

59. (2) sen”(/3/2} () cos'{—1)
60. {2) tan~'(—3) (b) sec™'2

() sen”'(1/+2)

(b) arccos{—i)

(b) sen”'(sen(7m/3))
(b) sen(2 sen™'(3))

61, (a) arctan 1

62. (a} cot”(—+/3)
63. (a) tan(arctan 10)
64. (2) tan{sec™'4)

65. Demuestre que cos(sen™'x) = /1 — x2.

66~68 Simplifique la expresidn,
66, tan(sen™'x) 67. sen(tan™'x)

68. cos(2 tan”'x)

' 69-70 Grafique las funciones dadas en la misma pantalla. ;Cudl es
la relaci6n entre estas graficas?

69. y=senx, —m/2 < x< /2, y=sen x; y=x

7O y=tanx, —7/2<x<w/2 y=tanlx; y=x

71. Determine el dominio y el intervalo de la funcidn.
glx) = sen”'(3x + 1)
72. (2) Grafique Ia funcién f{x) = sen(sen™'x) y explique el
aspecto de la gréfica.
(b} Grafique la funcidn g(x} = sen™'(sen x). (Cudl es su expli-
cacién sobre el aspecto de esta gréfica?

73. {2) Si desplaza una curva hacia la izquierda, ;jqué pasa con su
reflejo respecto a la linea y = X7 En vista de este principio
geométrico, encuentre una expresidn para la inversa de
g(x) = f(x + c) donde [ es una funcitn uno a uno

(b} Encuentre una expresion para la inversa de h(x) = f(ex},
donde ¢ # 0.
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REVISION DE CONCEPTOS

1.

L]
.

(a) ;Qué es una funcién? ;Cudl es su dominio y su intervalo?

(b) (Qué es la grifica de una funcién?

(c) ;Cémo puede usted decir si una curva dada es la gréfica de
una funcién?

Analice cuatro maneras de representar una funcién. Hustre su
andlisis con ejemplos.

. (2) ;Qué es una funcidn par? {Como puede decir si una funcién

es par al mirar su grafica?
(b) ;Qué es una funcidn impar? ;Cémo puede decir si una fun-
cidn es impar al mirar su grafica?

10.

1.

(b) {Cudl es el dominio de fy?

(c) ;Cudl es el dominio de f/g?

{C6mo se define la funcién compuesta = g? ;Cudl es su do-
minio?

Suponga que Ja grifica de festd dada. Escriba una ecuacién
para cada una de las gréficas que se obtienen de la grifica de f
como se describe a continuacion.

(2) Desplazando 2 unidades hacia arriba
(b) Desplazando 2 unidades hacia abajo

(c) Desplazando 2 unidades hacia la derecha

. ¢Qué es una funcidn creciente? . . L
4 (Quée reet (d) Desplazando 2 unidades hacia la izquierda
5. ;Qué es un modelo matemdtico? (2) Al reflejar respecto al eje x
6. Proporcione un ejemplo de cada tipo de funcidn (f) Al reflejar respecto al eje y
(a) Funcion lineal (b} Funcidn potencia {g) Al alargar verticalmente por un factor de 2
(c) Funcion exponencial (d} Funcién cuadritica {h) Al contraer verticalmente por un factor de 2
(e) Polinomio grado 5 () Funcién racional (i) Al alargar horizontalmente por un factor de 2
7. Trace, a mano, en los mismos ejes, las grificas de las funciones (i) Al contraer horizontalmente por un factor de 2
iguientes. . . o
S(;,lfu}(,;) >, b) () = 2 12, (a) ;Qué es una funcién uno a uno? ;Coémo puede decir si una
R 3 I 4 funcidn es uno a uno al mirar su gedfica?
{c} Mx) =x (d) jlx) =x ) ) - .
(b) Si fes una funcién uno a uno, jcémo se define su funcion
8. Dibuje a mano un esquema aproximado de la grifica de cada inversa f ™17 ;Cémo obtiene la grafica de f ™' a partir de la
funcioéu. grifica de f?
{a) y = senx (b} y=tanx . .
©) y = e (@ y=lnx 13. (a) ,Cémo se define la funcién seno inversa f{x) = sen™'x?
e N ;Cudles son su dominio y su intervalo?
(e) y = l/x 1 y= x| . ; . o
_ - IR (b) (Cémo se define ka funcidén cosenc inversa f{x) = cos™'x?
(@ y=+x (hy y = tan”'x . )
i Cudles son su dominio y su intervalo?
9. Suponga que ftiene dominio A y g tiene dominio B. (¢) ;Cémo se define la fiuncién tangente inversa f(x} = tan™'x?
(a) ;(Cuél es el dominio de f + g7 ;Cuéles son su dominio y su intervalo?
PREGUNTAS DE VERDAGERG-FRLSD
Determine si la proposicion es verdadera o falsa. Si es verdadera, expli- 8. Siempre se puede dividir entre e,
que por qué. Si es falsa, explique por qué o dé un ejemplo que refute la
proposicion. 9. Si0<a<h,entonces Ina < Inb,
1. 8ifes una funci6n, entonces f{s + #) = fls) + f{1).
2 Si f(s} = f1), luego s = 1. 10. 8ix > 0, entonces (lnx)® = 61nx.
3. Si f es una funcién, entonces f{3x) = 3f(x).
4. 8ix, < x>y f es una funcidn decreciente, luego 11. Six > 0ya > |, entonces ln_.x =In x .
fla) > flx2) Ina a
5. Una Hnea vertical interseca la grifica de una funcién mds de 12, tan”(—1) = 377/4.
una vez.
0. Si f v g son funciones, luego feg =gof. -1 sen”'x
13. tan™'x = s
. 1 cos”'x
7. Si f es uno a uno, en tal caso f7'(x) =
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EJERCICIOS

1. Sea fla funcidn cuya grifica se da, (©)y=1+2f) @ y=flx—2) -2
(a) Estime el valor de f{2). {e) y = ~f(x) O v=7"0)

(b) Estime los valores de x tales que f(x) = 3.

10. Se da la grifica de f. Dibuje las funciones signientes.
(c} Dé el dominio de f. g I je 1z g

{d) Dé el intervalo de f. @y if(x -8 ) y= l“f(x}
(e} ;Sobre cusl intervalo f es creciente? () y= 2: flx) @y~ 5{ ](l) -1
(f) ¢fesuno a uno? Explique. () y=r""x) (f) y=Ff"x+3)
@) ¢ fes par, impar ¢ de ninguno de los dos tipos?
Expligue ¥
L]
T
£ 1
]
1 0] 1 X
- |
X

11-16 Use transformaciones para trazar la gréfica de la funcion.

1. y= —sen2x 12, ¥ =31ni{x — 2)
2. Se da ia grifica de g. B.y=3(1+e¢) 4 y=2-+x
(1) Dé el valor de g(2). 1 —X six<Q
(b) ;Por qué g es uno a uno? 15, flo) = x4+ 2 t6. f(x) = e*— 1 six=0

(c) Estime el valor de g~'(2).
(d) Estime el dominio de g~

{e) Trace la grifica de g™ 17. Establezca si f es par, impar ¢ ninguna de las dos cosas,
(@) flyy=2x"—-3x+2
¥ gl - () f(x)“l‘s“:x7
(c) flyy=¢™
A () flx) =1+ senx
1 18. Encuentre una expresién para la funcién cuya grifica consia de

un segmento de linea del punto (—2, 2) hasta el punto (=1, O
junto con la mitad superior del circulo con centro en el origen y
radio 1.

19. Sif(x) = Inxyg(x) =x — 9, encuentre las funciones (a} f° g,
3. Si f{x) = x* — 2x + 3, evaltie ¢l cociente de diferencia (bygef, (c) fof.(d)ge g ysus dominios.

20. Exprese Ia funcién F(x) = 1/yx + /X como una composicién
de tres funciones.

fla+ h) — fla
h
21, La expectativa de vida mejoré de manera dramdtica en el siglo
xX. La tabla proporciona la expectativa de vida {en afios} al
momento del nacimiento de hombres en Estados Unidos.

4, Trace la grafica aproximada del rendimiento de un cultivo co-
mo funcidn de la cantidad de fertilizante que se usd.

5-§ Encuentre el dominio y el intervalo de la funcién

Afo de Expectativa Afio de Expectativa
- .- Ve JE A
5. fle) =2/Bx - 1) 6. g(x)=+16 —x nacimiento de vida nacimiento de vida
7. l'l(.\') = l;](x + 6) 8. F(i) =3 + cos 2t 1900 483 1960 66.6
191G 511 1970 67.1
9. Suponga que se da la grifica de £ Describa cémo se pueden 1920 35.2 1950 70.0
obtener las grificas de las funciones siguientes a partir de la 1?30 DZ"" 1990 71'5’
grifica de f. 1640 62.5 2800 7348
1850 65.6
(ay y = f(x) + 8 (b) ¥y =fi(x+ 8)
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Use una gréfica de dispersi6n para elegir un tipo de modelo 26. Resuelva cada ecuacién para x.
apropiado. Utilice su modelo para predecir la duracién de la (a) et =35 by Inx =2
vida de un hombre que nace en el afio 2010. (c) e =2 (¢) tan"ix = |
22, Un pequefio fabricante de electrodomésticos encuentra que le 27. La poblacién de cierta especie en un ambiente limitado, con
cuesta 9 000 délares producir 1000 hornos para tostar y 12000 poblacién inicial de 100 y que soporta una capacidad de
ddlares producir 1 300 hornos por semana. 1000, es
(a) Exprese el costo como una funcidn del niimero de hornos
para tostar que se producen, suponiendo que es lineal. En- Pt = M
seguida trace la grifica. 100 + 900e™
(b} (Cudl es la pendiente de la grifica v qué donde 7 se mide en afios.
representa? B {a) Dibuje esta funcién y estime cudnto tarda para que la po-
(¢) ¢Cudl es la interseccién y de la grifica y qué blacién llegue a 900,
representa? (b) Encuentre la inversa de esta funcidn y expligue su significa-
do.
23. 8if{x) = 2x + Inx, encuentre f~'{2). (¢) Use la funcién inversa para encontrar el tiempo que se re-
] quiere para gue la poblacién legue a 900. Compare con el

24, Encuentre la funci6n inversa de f(x) = resultado del inciso (a).

2x+ 17
25. Halle el valor exacto de cada expresién. 28. Dibuje las tres funciones y = ¥, y = &' y y = log,x en la mis-
(a) ¥ (b) logiw25 + logid ma pantalla para dos o tres valores de @ > 1. Para valores gran-
| . . . .
des de x, ;cudl de estas funciones tiene fos valores mads grandes

(c) tan(aresen ;) G sen(cos“](é)) y cudl los mis pequefios?
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PROBLEMAS

[1] Comprender el problema

@ Pensar en un plan

No existen reglas firmes y rdpidas que garanticen el éxito en la solucién de problemas. Sin
embargo, es posible delinear algunos etapas generales del proceso de solucidn de problemas
y dar algunos principios que pueden resultar dtiles en la solucidn de ciertos problemas. Estas
etapas y principios no son mds que sentido comiin hecho explicito. Se han adaptado del libro
How To Solve It de George Polya.

El primer paso es leer el problema y asegurarse de entenderlo con claridad. Hdgase las pre-
guntas siguientes:

¢ Cudl es la incognira?
¢ Cudles son las cantidades dadas?

¢ Cudles son las condiciones dadas?

Para muchos problemas, resulta itil

dibijar un diagrama

e identificar las cantidades dadas y requeridas en el diagrama.
Por lo comdn, s necesario

introducir una notacién apropiada

Al elegir los simbolos para las cantidades desconocidas, use letras como a, b, ¢, m, 1, X'y
v pero, en algunos casos, ayuda usar iniciales como los simbolos significantes; por ejem-
plo, V para el volumen o 7 para el tiempo.

Encuentre una relacién entre la informacién dada y lo que desconoce que le permita calcu-
lar la incégnita. Con frecuencia ayuda preguntarse: “;Como puedo relacionar lo que se pro-
porciona con lo desconocido?” Si no ve una relacién de inmediato, las ideas siguientes
pueden resultar ttiles para idear un plan.

lntente reconceer algo familiar Relacione la situacion que se proporciona con sus conocimien-
tos previos. Observe la incégnita e intente recordar un problema mds familiar que tenga una
incdgnita semejante.

ntente reconocer patrones Algunos problemas se resuelven al reconocer que se presenta
alguna clase de patrén. Este puede ser geométrico, numérico o algebraico. Si reconoce re-
gularidad o repeticién en un problema, quizd sea capaz de conjeturar cudl es el patrén y
probarlo.

Use la analogia Intente pensar en un problema andlogo; es decir, un problema semejante o
relacionado, pero més ficil que el original. Si puede resolver un problema similar, mds
sencillo, en tal caso éste le podria dar los indicios que necesita para resolver el problema
original, mis complicado. Por ejemplo, si en un problema intervienen nimeros muy gran-
des, podrfa intentar primero un caso semejante con nimeros mds pequefios. O bien, si en
el problema interviene geometria tridimensionat, busque uno similar en geometrfa bidi-
mensional. O también, si el problema con que empieza es general, podria intentar con un
caso especial.

Introduzca alge adidenai A veces puede ser necesario introducir algo nuevo, algo auxiliar,
para ayudar a establecer la conexién entre lo dado y lo desconocido. Por ejemplo, en un
problema donde un diagrama es iitil, lo auxiliar podria ser una nueva linea trazada en un dia-
grama. En un problema mads algebraico, podria ser una nueva incégnita relacionada con la
original.
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@ Mirar retrospectivamente

RESQOLUTION DE PROBLEMAS

Establerca casos En ocasiones habrd que dividir el problema en varios casos y dar un argu-
mento diferente para cada uno. Por ejemplo, con frecuencia debe aplicar esta estrategia al
tratar con el valor absoluto.

Resuelva hacia awds A veces resulta 1til imaginar que el problema estd resuelto y trabajar
hacia atrds, paso a paso, hasta llegar a la informacién que se proporciona. Por lo tanto, es
posible invertir las etapas y, de este modo, construir una solucién del problema original,
Es comin aplicar este procedimiento al resolver ecuaciones. Por gjemplo, al resolver la
ecuacion 3x — 5 = 7, suponga que x es un mimero que satisface 3x — 5 =7 y proceda hacia
atris. Sume 5 a cada miembro de la ecuacién y divida cada miembro entre 3 para oblener
x = 4. Como cada etapa se puede invertir, ha resuelto el problema.

Establezca metas parciales En un problema complejo suele convenir establecer metas interme-
dias (en las cuales sélo se satisface parcialmente la situacién deseada). Si alcanza [a primera
de estas metas intermedias, luego es posible que sea capaz de construir sobre ellas hasta al-
canzar la meta final.

Razonamiento indirecto En ocasiones es apropiado atacar un problema de manera indirecta,
Al utilizar la demostracién por contradiccién para probar que P implica O, suponga que
P es verdadera y que Q es falsa e intente ver por qué esto no puede ser. De algin modo,
debe usar esta informacién y llegar a una contradiccidén de lo que estd seguros que es ver-
dadero.

Induccion matemdtiea Al probar proposiciones que comprenden un entero positivo n, con fre-
cuencia es ttil aplicar el principio siguiente:

PRINCIPIO DE LA INDUCCION MATEMATICA Sea S, una proposicién acerca del
entero . Si:

1. 5, es verdadera.
2. Siv1 es verdadera siempre que Sy es verdadera.

Entonces S, es verdadera para todos 1os enteros positivos a.

Esto es razonable porque, como S; es verdadera, de la condicién 2 (con k = 1) se infiere
que Sz es verdadera. En tal caso, si se aplica la condicidn 2 con k = 2, S; es verdadera. Al
aplicar una vez mds la condicién 2, esta vez con k = 3, 54 es verdadern. Este procedimien-
to se puede seguir indefinidamente.

En la etapa 2 se ided un plan. Al ponerlo en prictica debe comprobar cada etapa y escribir
los detatles que prueben que cada una es correcta.

Luego de completar 1a solucidn, es inteligente revisarla, en parte para ver si hay errores
en la solucion y también para ver si es posible pensar en una manera més ficil de resol-
ver el problema. Otra razén para mirar hacia atrds es que lo familiarizard con el método
de solucidn y esto puede ser iitil para resolver un problema futuro, Descartes dijo: “Cada
problema que resolvi se convirtié en una regla que sirvié después para resolver otros pro-
blemas.”

Estos principios de solucién de problemas se ilustran en los ejemplos siguientes. Intente
resolverlos antes de mirar las soluciones. Consulte estos principios de solucién de probie-
mas si se atora. Puede encontrar itil referirse a esta secci6n de vez en cuando al resolver los
ejercicios de los capitulos restantes del libro.
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= Comprender el problema.

= Dibujar un diagrama.

FIGORA 1

= Relacionar lo dado con lo desconacido.
& Intraducir algo adicional.

=z Relacionar con algo familiar.

£jEMPLO 1 Exprese Ia hipotenusa A de un trifngulo rectingulo con un drea de 25 m* como
funcidn de su perimetro P.

$0LUCIGH Primero clasifique la informacidn, identificando la cantidad desconocida y los
datos:
Incdgnita: hipotenusa i

Cantidades dadas: perimetro P, drea de 25 m”

Ayuda dibujar un diagrama como el de la figura 1.

<3

Para relacionar las cantidades dadas con la incdgnita, introduzca dos variables adicionales,
a'y b, que son las longitudes de los otros dos lados del tridngulo. Esto permite expresar la
condicién dada, que el tridngulo es rectdngulo, por el teorema de Pitdgoras:

h?=qa®+ b?
Las otras relaciones entre las variables se obtienen al escribir las expresiones para el drea
y el perimetro:
25 =iab P=a+b+h

Como se da P, note que ahora tiene tres ecuaciones en las tres incdgnitas a,
byh

] hr=qa? +b°
7 25 = jab
[3] P=a+b+h

Aunque tiene el nimero correcto de ecuaciones, no son faciles de resolver de manera
directa; pero si aplica la estrategia de intentar reconocer algo familiar, en tal caso puede
resolverlas con un método mas ficil. Vea el lado derecho de las ecuaciones 1, 2y 3.
;Le recuerdan algo familiar? Observe que contienen los ingredientes de una formula
conocida:

(a + b)Y = a® + 2ab + b*

Si aplica esta idea puede expresar (a + b)* de dos maneras. De las ecuaciones 1 y 2
tiene

(a + b = (> + b*) + 2ab = h* + 4(25)
De la ecuacién 3

(@a+b)?=(P—h?=P —2Ph+h*

En estos €rminos, B2+ 100 = P2 — 2Ph + B?
2Ph = P? — 100
P? 10
pef 20
2P
Es la expresién requerida para 4 como funcién de P. O

78




http://libreria-universitaria.blogspot.com

PRINCTIPIOQOS PARA LA -

RESOLUCION DE PROBLEMAS =

= Establecer casos.

Como se ilustra en el siguiente gjemplo, a menudo es necesario aplicar el principio de
resolucion de problemas de establecer casos, al tratar con valores absolutos.

EJEMPLO 2 Resuelva la desiguaidad |x — 3] + |x + 2| < 11,
S0LYCIGH Recuerde la definicién de valor absoluto:

X st x=0
|x| =

—x six<0
Se concluye que
x—3 six—3=40
|x = 3] = .
—(x—3) six—3<0
_)x =3 si x=3
—x+3 six<3
De manera andloga,
x+2 six+2=20
lx+2|= .
—{x+2) six+2<0
_jxt+2 sixz=-—2
—-x =2 six< -2
Estas expresiones hacen ver que debe considerar tres casos:
x< =2 -2=x<3 x=3

(S0 Six << ~2, tiene

lx = 3|+ |x+2| <1l
—x+3-x-2<1]
-2x < 10

x> —5

(sl Si~-2 = x <3, la desigualdad dada queda

—x+3+x+2<1i

5 < 1 1 (5\182}2[}?{3 cierio)
CASC I Si x = 3, Ia desigualdad se transforma en
x—3+x+2<1l

2x < 12
x<<6

Si combina los casos 1, 1T y i1, observe que la desigualdad se satisface cuando
—35 < x < 6. De modo que la solucién es el intervalo (=35, 6).
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& Analogfa: intente un problema
semejante, mas sencillo.

= Buscar un patran.

En el ejemplo siguiente, primero suponga una respuesta revisando los casos especiales y
reconociendo un patrén. A continuacidn, pruébelo mediante induccidn matemdtica.

Al aplicar el principio de induccién matematica, sigue tres etapas:

EIAPA 1 Se prueba que S, es verdadera cuando n = 1,

ETAPA 2 Se supone que S, es verdadera cuando n == k y se deduce que S, es verdadera cuando

a=k+ 1.

EAPA 3 Se concluye, por el principio de induccién matemadtica, que S, es verdadera para

toda n.

EIEMFLO 3 ST () =x/x+ 1y finn=foofiparan=0,1,2,..

férmula para f.{x).

., enicuentre una

9019008 Empiece por haltar férmulas para f.(x), para los casos especiales n = 1,2y 3.

Silx)

Al

filw)

(oo f)(3) = il fux) =fn<x T 1)

X X

x+1 _x-!-}__ X
£ Toox+ 1 2x+1
x+ 1 x4+ 1

(fo o fi)(x) = Al £x) =ﬁ,(2xj 1)

X x
2x + 1 o 2x+1 x
x 1w3x+lw3x+l
2x + 1 2x + 1

(o> £)(0) = il ) mfﬁ( o )

X X
3x + 1 x40 X
X, Codx 41 x|l
3x+ 1 3x + 1

Note un patrén: en los tres casos que se calcularon, el coeficiente de x en el denomi-
nador de f.(x} es n + 1. De modo que conjeture que, en general,

(4l

x
Jilx) = (n+ Dx + 1

Para probar esto, aplique el principio de induccién matemdtica. Ya ha comprobado que {4)
es verdadera para n = 1. Suponga que es verdadera para n = £k; es decir,

X

A= G T T
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Bowlcaso  fiul) = (o)) = A(A() =ﬁ>((———f————)

k+ Dx + 1
x x
(kA Dx ] okt Dx+1 X
h x o (k+x+1 (k+2x+ ]
k+ Dx+1 k+ DHx+1

Esta expresion hace ver que (4) es verdadera paran = & + 1. En consecuencia, por
imduccién matemitica, es verdadera para todos los enteros positivos a. O

~—] PROBLEMAS|

[ 5]
M

[ o=
.

W N e W s W

10.

11.
12

13.
14.
15.

16
17
18.
19.

20.

Uno de los catetos de un tridngulo rectingulo tiene una longitud de 4 cm. Exprese la longitud
de la altura perpendicular a la hipotenusa como funcién de tongitud de esta ltima.

La altura perpendicular a la hipotennsa de un tridngulo rectingulo es de 12 cm. Exprese Ia ton-
gitud de Ia hipotenusa como funcion del perimetro.

Resuelva la ecuacién |2x — 1| — |x + 5| = 3.

Resuetva la desigualdad |x — 1| = [x — 3] =3

Trace la grifica de la funcién flx) = |x* — 4]x + 3.
Dibuje 1a grifica de la funcidn g(x) = |x* — 1} — |x? — 4].

Trace Ja grifica de la ecuacién x + [x| =y + | »].

. Dibuje la grifica de {a ecuacidn x* ~ 4x* — x%y* + 4y* =

. Esquematice la regién en el plano que consta de todos los puntos {x, ¥) tales que

|x] +iy] =1
Dibuje 1a regién en el plano que consta de todos los puntos (x, y) tales que

|x =yl x|~ [yl =2

Evahie (log: 3)(log;4)(loga 5} - - - (logs: 32).

(a) Demuestre que la funcidn £(x) = In{x + /xT + 1) es una funcién impar.
(b) Encuentre la funcién inversa de f.

Resuelva la desigoaldad In(x? — 2x — 2} = 0
Aplique un razonamiento indirecto para probar que log: 5 es un ndmero irracional,

Una conductora emprende un viaje. A lo largo de la primera parte del trayecto conduce a un
pase moederado de 30 mi/h; en la segunda parte conduce a 60 mi/h. (Cudl es su rapidez
promedio en esta travesia?

(Esciertoque felg+ k) =fog-+ foh?

Compruebe que si n es un entero positivo, entonces, 7" — 1 es divisible entre 6.
Pruebeque 1 4+ 3 + 5 + -+ 4+ (20 — ) =

Si falx) =27y f,,+.(x) = fo( fi{x)} paran = 0.1,2, ..., encuentre una formula para f.(x).

et =Jao foparan = 0, 1,2, ..., encuentre una expresion para f,{x)

(a) Si folx) =

y aplique ln mduccwn matemdtica para probarla.

(b} Trace la grifica de fi. fi. fo. f3 en la misma pantalla y describa los efectos de la composi-
cidn repetida.
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