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1. Sobre la materia

1.1.
Dia

Contenidos y cronograma tentativo

Tema

16 de agosto (Virtual)

Teoria 1: PCF

23 de agosto

Préactica

30 de agosto

Teoria 2: Estrategias de reduccién + PCF tipado

6 de septiembre

Practica

13 de septiembre

Teoria 3: Inferencia de tipos + Polimorfismo

20 de septiembre

Practica

27 de septiembre

ler parcial

4 de octubre (Virtual)

Teoria 4: Interpretacion y Compilacion

11 de octubre

Feriado

18 de octubre

Practica

25 de octubre (Virtual)

Teoria 5: Registros y objetos + seméantica denotacional

1 de noviembre

Practica

8 de noviembre (Virtual)

Teoria 6: Subject reduction

15 de noviembre Préctica

22 de noviembre (Virtual) | Teoria 7: Strong normalization
29 de noviembre Préctica

6 de diciembre 2do parcial

13 de diciembre Recuperatorio

16-20 de diciembre Integrador

1.2. Bibliografia

s G. Dowek y J.-J. Lévy,

Springer, 2011.

“Introduction to the theory of programming languages”,

= D. P. Friedman y M. Wand, “Essentials of programming languages”, 3ra ed., MIT

Press, 2008.

= G. Winskel, “Lecture Notes on Denotational Semantics”, Cambridge, 2005.

1.3.

Condiciones de aprobacion

= Ambos parciales con nota superior o igual a 6.

= Promedio entre parciales superior o igual a 7.
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2. PCF no tipado

2.1. Primeras definiciones

Programming language for computable functions (PCF)

» Variables (usamos letras minuasculas del final del abecedario x,y, 2).

s Dos construcciones de base:

e Construccion explicita de funcion (sin nombre):

Azt

e Aplicacion de una funcién a un argumento:
tu

= Una constante para cada niimero natural.
» Operaciones: +, —, x, /%
s Test a cero: ifz ¢t then u else v.

Observaciones.

= Todo es funcion: Una funcién tomando un argumento constante u otra funcion, es lo
mismo. Por ejemplo, la funcién que toma una funcién y la compone consigo misma,
es

A Ax. f(fz)

= No existen funciones que tomen varios argumentos. Por ejemplo, f(z,y) = x? + 12,
en PCF se escribe
AT Y. x X x+y Xy

F
F'3 es una funcion que espera un argumento para elevarlo al cuadrado y sumarle 9.

» La aplicacion asocia a la izquierda: F34 = (F3)4.

Recursion
., Como escribirfamos la funcién factorial en PCF?

An.ifz n then 1 else n x (Fact(n — 1))

2

En PCF hay un simbolo (palabra clave) “fix” que liga una variable en su argumento tal
que if.G es el punto fijo? de Af.G.

pf.G=\f.G)(uf.G)

Por lo tanto,
Fact = pf. An.ifz n then 1 else n x (f(n — 1))

J/

-

G
Dado que s6lo usamos naturales, consideraremos que n —m = 0 si m > n, y / representa la division
euclidiana (con resto), donde la division por 0 da error.
22 es el punto fijo de f siy solo si f(z) = .




2 PCF NO TIPADO 5

Ejemplo 2.1

Fact 2 = (uf.G)2
= ((Af.G)Fact)2
= (An.ifz n then 1 else n x Fact(n —1))2
= ifz 2 then 1 else 2 x Fact 1
=2x Fact 1
=2x (puf.G)1
=2 x ((Af.G)Fact)1
= 2 X (An.ifz n then 1 else n X Fact(n — 1))1
=2xifz 1 then 1 else 1 x Fact 0
=2x1
=2

Let

La construccion let no es necesaria, pero sera util mas adelante y por lo tanto también la
vamos a considerar:
let z =1t in u

es equivalente a (Az.u)t.

2.2. Gramatica de PCF
Los términos validos de PCF los podemos describir con una gramética formal:

tu=x | Attt | neN|t+t|t—t|txt|t/t
|ifzt thentelset | px.t|letx=tint

PCF es Turing completo, es decir que todas las funciones de enteros computables son
programables en PCF.

2.3. Semantica operacional

La gramética nos dice qué términos podemos escribir sintacticamente. La semantica ope-
racional nos da el significado de los términos, al definir como operan.
Las siguientes reglas tienen la forma ¢t — u, y se lee “t reduce a u™

(Ax.u)t — ult/x] (B reduccion)
PRqG—n Sip®g=mn,con ® =+,—,x o0/

ifz 0 then ¢ else u — ¢
ifz n then t else u — u Sin#0

px.t — t{px.t/x]
let x =t in u — uft/z]
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También tendremos reglas de congruencia que permitiran reducir un término dentro de
otro:

t—u t—u t—u t—u t—u
tv — wv vt — vu Ax.t — A\z.u tRQU—=u®u VRt —=vRu

Ejercicio: escribir las que faltan.

Observacion. La tercera regla, que permite reducir dentro de la funcién, corresponde a
la posibilidad de optimizar programas.

2.4. No terminacion

Ejemplos 2.2 1.
pr.x — xlpr.e/x) = pr.x

2. Sin fix:
Q= (A\r.xx)(\r.xzr) = xx[Ae.xz/z) = (A\e.xz)(Ae.zx) = Q
Ejercicio:
(ufAx.fx)0
,Termina?
Fix sin fix

Y = Af.(Az.f(xzx))( Az f(zx))

Sea F' una funciéon cualquiera:
YF — (Az.F(zz))(Av.F(zx)) - F(YF)

iY F es el punto fijo de F'!

LG~ YO
YF F YF

Ejercicio: escribir el factorial sin usar fix.

2.5. Captura de variables
Ejercicio: Reducir los siguientes términos
1. (Az.Az.x)23
2. Az y.(Az.x + y)x)b4d

3. letz=41in

let f = Ay.y +z in | En las primeras versiones de Lisp, este
let z =5 in ejemplo daba 11 en lugar de 10.

6
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Tenemos que definir precisamente qué significa t[u/x]. Lo definimos por induccién en ¢.

rlu/z] =
ylu/x) =
(Ax.t)[u/x] = )\x t
(Ay.D)lu/z] = Ay.tlu/z] Siy ¢ FV(u)
(Ay.t)[u/z] = Az.t[z/y][u/z] Siy € FV(u)
(tv)[u/z] = t[U/ﬂC] [u/z]
nlu/z] =
(t®@v)u/x] = t[u/x] ® v[u/z|
(ifz t then vy else vo)[u/z] = ifz tju/x] then vi[u/x] else vo[u/x]
(nxt)[u/z] = pa.t
(ny-t)[u/x] = py-tlu/z] Siy ¢ FV(u)
(ny-t)[u/z] = pztlz/yllu/] Siy € FV(u)
(let x =t inv)u/x] =let x = tfu/z] in v
(let y =t inv)[u/z] =let y = tju/x] in v[u/z Siy ¢ FV(u)
(let y =t inv)[u/z] = let y = tfu/z] in v[z/y][u/z] Siy € FV(u)

Ejercicio: Definir, por induccién sobre ¢, FV(t).

Tarea: Definir, por induccion sobre ¢, BV (t), es decir, el conjunto de variables ligadas
de t (“bounded variables”).

3. Estrategias de reducciéon

3.1. Primeras definiciones

Definiciéon 3.1 Notamos —* al cierre reflexivo y transitivo de —. Es decir, si t —* u,
entonces, t = vg — V3 — Vg — -+ — v, = u, con n > 0. Notamos —* al cierre transitivo
de —. Es decir, sit =>*u,t =v9 > vy - -+ = v, =u, conn > 1.

Ejemplo 3.2 (Az.z + 2)1 —* 3 porque (A\z.x +2)1 — 1+ 2 — 3.
También, (Az.x 4+ 2)1 =7 3, ya que (Az.x + 2)1 # 3.

Definiciéon 3.3
1. Un término ¢ esta en forma normal si no existe u tal que t — wu.

2. Un término t es normalizable (o tiene forma normal) si existe u en forma normal
tal que t —* u.

3. Un término ¢ es fuertemente normalizable si no existe una secuencia infinita vg, vy,
. tal que t — vg — v1 — .... Es decir, toda secuencia de reducciéon comenzada
en t debe ser finita y terminar en un término en forma normal.
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Definicién 3.4 Sea —pr una relaciéon binaria, y —7 su cierre reflexivo y transitivo.

= —p satisface la propiedad del diamante si ¢t —g v1 y t —g v
implica que vy —r u y v9 — g u para algin wu. / \

\/

» —p es Church-Rosser o confluente si —7}, satisface la propiedad del diamante. Es
decir, si t =} v1 y t =} vo implica que v; =5 u y v —7 u para algin u.

» —p tiene formas normales Unicas si t =} v1 y t —F U2, para términos en forma

normal vy y ve, implica v; = vy.
Lema 3.5
1. Si — 5 satisface la propiedad del diamante, entonces es Church-Rosser.
2. Si — g es Church-Rosser, entonces tiene formas normales tnicas.

Demostracion. Ejercicio.

Teorema 3.6 La relacion definida en la Seccion 2.3 (seméntica operacional de PCF) es
Church-Rosser.

Ejemplo 3.7 Az.((\y.z +9)2))3
« ~
(Az.x +2)3 (A\y.3+y)2

~ /
2+3

Pero esta propiedad, cuando hay términos que no terminan, no es suficiente. Por ejemplo:

Fact = pf. An.ifz n then lelse n x f(n—1) = uf.G

-~

G

Entonces:

Fact 0 = (uf.G)0
— (G[Fact/[f])0
— (G[G[Fact/f]/f1)0
— (G[G[G[Fact/ f1/ 11/ )0

— s 00

Fact 0 tiene un tnico resultado, pero no cualquier camino llega a él.

Solucion (en este caso): cuando hay un ifz, reducir primero el ifz antes que sus ramas.
Esto, como veremos luego, es una estrategia.

Otro ejemplo:

C() = Az.0
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by = (uf Az fz)0

Entonces,

by = (ufAx.f2)0 — Az (pf Az fr)x)0 = (pf Az fz)0 = by

(.

b2

Es decir,
b1—>bg—>bl—>b2—>"'

Por lo tanto, tenemos el siguiente diagrama:

Cobl — 0

AN

Cob2 Cobl Cobg — Cobl e

En Caml,

let rec £ x = f x in
let g x =0 in
g (f 0)

no termina nunca.
Mismo ejemplo en Java:

class Omega {
static int f (int x) {return f(x);}
static int g (int x) {return 0;}
static public void main (String [] args) {
System.out.println (g(£(0)));
}
+

La nocién de estrategia de reducciéon permite definir el orden en el cual se debe reducir
un término.

Definicion 3.8 Llamamos radical (en inglés redex) a un subtérmino de un término que
puede reducir.

3.2. Reduccion débil

Ejemplo motivador:

(AMx+(4+45)3 ——— 3+ (44+5) —— 3+9 —— 12

|

(Az.z+9)3
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= La direccion — dice qué sucede cuando se ejecuta el programa.

= La direccion | comienza a ejecutar el programa antes de recibir los argumentos, es
decir, no ejecuta el programa sino que lo optimiza.

Definicion 3.9 Una estrategia de reduccion es débil si no reduce nunca el cuerpo de una
funcion, es decir, si no reduce bajo \.

Observacion. La estrategia débil no optimiza programa, los ejecuta. Solo hace falta para
ésto eliminar la regla

t—=u
Azt — Ar.u
3.3. Call-by-name
i Cobl —0 |
Cobs Coby Cobs Coby

Definicion 3.10 La estrategia call-by-name reduce siempre el radical méas a la izquierda.
En caso de ser ademas débil, seré el mas a la izquierda que no esté debajo de un A.

Teorema 3.11 (Estandarizacion) Si un término reduce a un término en forma normal,
entonces la estrategia call-by-name termina.

Una ventaja de ésta estrategia es el teorema de estandarizacion. Otra ventaja es que si
tenemos, por ejemplo (Az.0)(Fact 10) no necesitamos calcular el factorial de 10. Por otro
lado, si tenemos (Az.x 4+ z)(Fact 10), tendremos que calcular el factorial de 10 dos veces.
De todas maneras, la mayoria de los lenguajes que usan call-by-name usan alguna manera
de “compartir” informacion (por ejemplo, con punteros que dicen que (Ax.z + z)(Fact 10)
reduce a = + x, donde = es un puntero a Fact 10. A eso se le llama reduccién lazy.

Ejercicio: Escribir las reglas de reducciéon y congruencia que implementan call-by-name.

3.4. Call-by-value

Cobl —0

Definicion 3.12 A los términos ¢ de PCF tales que FV(t) = 0 y que t esté en forma
normal, se les llaman valores.
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Definiciéon 3.13 La estrategia call-by-value consiste en evaluar siempre los argumentos
antes de pasarlos a la funciéon. La idea es que

(Ax.t)v

reduce s6lo cuando v esté en forma normal (si la estrategia es débil, y solo reducimos
términos cerrados, v es un valor).

En (Az.x + z)(Fact 10) comenzamos por reducir el factorial, obtenemos 3628800 y recién
ahi lo pasamos a la funcién. De esa manera el factorial es calculado una vez.
Ejercicio: Escribir las reglas que implementan call-by-value.

Observacion. Un poco de pereza es necesaria: ifz siempre debe evaluar primero la condi-
cion, estemos en call-by-name o call-by-value.

4. PCF tipado

4.1. Introduccion

Ejemplos motivadores:

Aex+DIzx+2— Arx+2)+1
ifz Az.x then 0 else 1 4
(Ax.z)l\x.x — 1z

iTodo es aplicable a todo! Sin restricciones. Sumar 1 a una funcién no tiene sentido. Hacer
un ifz sobre algo que no es un ntimero o pasarle un argumento a un nimero, tampoco.
Idea: detectar este tipo de errores sintacticamente. Por ejemplo:

Az.x recive un argumento y devuelve lo mismo 1 es una constante
(Ax.z)1 es una constante

Es decir, deducimos que no tiene sentido pasarle un argumento a (Az.x)1, ya que es una
constante, y lo dedujimos sin tener que ejecutar el programa.

En matematicas:

Funcién: Dominio — Codominio

Cualquier conjunto

Ejemplo:

f : Pares - N

f@) =5

. Esta bien definido f(3+ (4+1))? Hay que determinar si 3+ (4+ 1) pertenece al dominio,
es decir, si es par.
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En general, determinar si un objeto cualquiera pertenece a un conjunto cualquiera es un
problema indecidible.

De todas maneras, § lo podemos calcular si 2 es un nimero (y no, por ejemplo, una
funcion), y poco importa si es par o no. Asi que vamos a restringir las clases de conjuntos
que se pueden utilizar como dominios. A estos conjuntos los llamamos tipos.

4.2. Gramatica de PCF tipado

Definicion 4.1 Los tipos de PCF los definimos inductivamente por:

» nat (es decir N) es un tipo.

= Si Ay B son tipos, A = B es un tipo que representa las funciones de A en B.

Teniendo tipos, tendremos que escribir de qué tipo son cada una de las variables. Como
s6lo nos vamos a interesar en términos sin variables libres (solo los subtérminos tendran
variables libres), es suficiente con escribir el tipo cuando se liga la variable. Por ejemplo,
en lugar de Ax.z la funcién identidad es una para cada tipo:

s \z : nat.z es la identidad sobre los naturales

= \z : nat = nat.z es la identidad sobre las funciones de naturales en naturales.

En fix y let también es necesario marcar el tipo de la variable ligada.

La gramatica de PCF tipado la definimos con una gramética de tipos y una de términos,
de la siguiente manera:

Az=nat| A=A
tu=x | e At|tt|n|tot|ifztthentelset | px: At|letaz:A=tint

donde ® = +,—,x,/yneN.

4.3. La relacion de tipado

Queremos definir inductivamente la relacion ¢ : A (es decir, el término ¢ tiene el tipo A).
Pero si hay variables libres en ¢, jcémo las tipo??.
Por ejemplo:

Az @ nat.yx

.Qué tipo tiene y? Claramente tiene que ser una funciéon de nat en algo, pero ;cémo
defino ese algo?

3Dijimos que s6lo vamos a interesarnos por términos cerrados (sin variables libres), pero como busca-
mos una definicién inductiva, necesitamos poder tipar cada subtérmino, y un subtérmino de un término
sin variables libres, puede perfectamente tener variables libres.
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Contextos Un contexto nos da tipos para variables, entonces, en vez de decir Az : nat.yx :
nat = nat, decimos, si y : nat = nat, entonces Az : nat.yx : nat = nat. La notacién que
usamos es la siguiente:

y : nat = nat - Az : nat.yx : nat = nat
—_—

contexto

Genéricamente, queremos definir la relacion I' - ¢ : A que asocia un término ¢ y un
contexto I' a un tipo A.

Definicion 4.2 La relacion de tipado I' F ¢ : A se define inductivamente por:

Fo:Araz: A" TFn:nat
Ix:AFi: B Ny 'tt:A=B T'tu:A
FFXe:At: A= B ' 'Ftu:B ¢
['H1:nat l“l—u:nat® 'Ft:nat TFu: A Fl‘U:A.f
TFt®u:nat THifztthenuelsev: A "%
F,:U:Al—t:Af_ Iz:AFt: B FI—u:AI
I'Fpuxr:At: A X TFletz:A—uint: B
Donde ® son cuatro reglas, una para cada operacién aritmética.
Ejemplo 4.3 Tipar Az : nat = nat.z((\y : nat.y + 2)3).
Sean A = x : nat = nat, y [' = A,y : nat. Entonces,
- ary - am,
I'Fy:nat F|—2:nat+
'Fy+2:nat Ny ar
- AF Ay :naty+2:nat= nat AI—3:nat:>C
At z:nat=nat AI—()\y:nat.y—|—2)3:na‘c:> ‘
AF z((Ay : nat.y + 2)3) : nat N ‘

F Az : nat = nat.z((\y : nat.y + 2)3) : (nat = nat) = nat

Ejercicio 1: tipar factorial.
Ejercicio 2: tipar Az : A.xx para algin A.

Teorema 4.4 (Subject reduction o conservacion de tipos)
Sil'Ft: Ayt — uentonces ' -u: A.

Es decir: si deducimos el tipo A para un término (usando la Definicion 4.2), o sea, sin
ejecutar el programa, y luego ejecutamos el programa obteniendo u, entonces el término u
tiene el mismo tipo. jEs exactamente lo que queriamos! La intencién fue desde el principio
saber qué tipo de resultado voy a tener al ejecutar un programa (un nimero, una funcion,
etc), y este teorema nos dice que el sistema de tipos que definimos hace eso.

Teorema 4.5 (Teorema de Tait o normalizacion fuerte)
Todo término tipado que no contenga a fix, termina.
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:Qué sucede con Q) = (A\zx.zz)(Axr.zx)? No es tipable. Es decir, no existe un tipo A tal
que F Q : A.

Ejercicio: Extender PCF con constructores para pares: (¢, u), fst(¢,u) y snd(¢,u). Dar la
gramatica, seméntica operacional y reglas de tipado.

5. Inferencia de tipos simples

5.1. Introduccién

En muchos lenguajes el programador debe indicar el tipo de las variables. Por ejemplo
Az i nat.x + 1

Sin embargo, en este caso es un poco innecesario, ya que la operacion + sélo puede ocurrir
entre naturales, y por lo tanto era posible inferir que x debia ser de tipo nat.

Podemos entonces liberar al programador de escribir los tipos y escribir un algoritmo que
los infiera.

Estilo Curry. Escribimos variables sin tipos, como hicimos con PCF no tipado, y
definimos independientemente el lenguaje de tipos, como ya lo definimos.
Asi, en vez de - Ax : nat.x + 1 : nat = nat escribimos - Az.x + 1 : nat = nat.

Gramatica

Az=nat| A=A
to=x|Xxt|tt|n|tt]|ifztthentelset | pxt|letx=tint

Reglas de tipado

F,x:AI—x:Aa% Fl—n:natamC
I'Nz:AFt: B Ny 'tt:A=B T'tu:A
'Xxt:A=B ' I'tu:B ‘
I'F1¢: nat Fl—uzna‘c® I'¢:nat THu: A I‘I—U:A.Tc
I'Ft®wu: nat I'+ifztthenuelsev: A Iz
F,m:Al—t:Af_ x:AFt: B FI—U:AI
F'Fpxt: A X 'Fletz=uint: B et

Ahora, para el mismo término, podemos derivar diferentes tipos. Por ejemplo:

ax ax
r:natk z:nat .. x:nat = nathk z:nat = nat

- Az.x:nat = nat F Az.x : (nat = nat) = (nat = nat)
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podemos simplemente decir:
r: XkFax: X aai;
Flxrx: X=X

i
donde X es una variable en el sentido de que “desconocido”, o “cualquier tipo”.

Definicién 5.1 Notamos A(X) a un tipo cualquiera que contiene alguna variable X.
Notamos # a una substitucién de meta-variables por tipos.

Ejemplo 5.2 Sea 6 = nat/ X, nat = nat/Y". Entonces,
0(X = Y) = nat = nat = nat

Teorema 5.3 Si Ft: A(X), entonces ¢ : A(X) para cualquier substitucion 6.

Ejemplo 5.4 Como vimos anteriormente, - Ax.z : X = X. Por lo tanto, tomando
0 = nat/X,
F Az.x : nat = nat

Tomando 6 = (nat = nat) = nat/X tenemos

F Az.xz : ((nat = nat) = nat) = ((nat = nat) = nat)

5.2. Algoritmo de Hindley

Supongamos que queremos tipar Af.2 4+ f1, entonces ponemos en el contexto f : X y
tenemos que llegar a f : X 2+ f1:Y para algin X e Y. Dado que hay una suma,
tenemos que tipar f: X F2:naty f: X F f1:nat, y como la suma sélo puede ser nat,
sabemos que Y = nat. Por lo tanto tenemos f: X -2 :naty f: X F f1: nat. Entonces,
como es una aplicacion, tenemos que f: X F f: Z =naty f: X F1: Z. Entonces
Z =nat y X = nat = nat. Por lo tanto:

azr.

ax,
ar f :nat = natF f :nat = nat f.nat:>nat|—1.nat:>e

f:nat=natF2:nat f:nat:>nat|—f1:nat+
finat = nath 2+ f1:nat Ny
FAf2+ f1:nat = nat '

Es decir, que en este caso hay una tnica solucién.

Vamos a describir la primera parte del algoritmo inductivamente como una relacion
'Et~ AT

entre un contexto I' y un término ¢, con un tipo A y un conjunto de ecuaciones 7.

Dox: Az~ A ' n ~ nat, ()

Dx: XFEt~AT 't~ A1 I'Fu~ B,o
FFXxt~X=ArT F'Ftu~ X, 7UcU{A=B= X}
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'+t~ A1 I'Fu~ B,o

I'Ft®u~ nat,7 Uo U{A = nat, B = nat}

't~ A7 ThFu~ B,o TFv~C,p
['Fifztthenuelse v~ B, 7rUocUpU{A=nat,B=C}
Me: XFt~ AT 'Fu~B,7 Thx:BFt~ Ao

'k puzt~ A 7U{X = A} F'Fletzx=uint~ A 7Uo

Ejemplo 5.5

f:XEf~X0 f:XFE1~ nat
f:XF2~nat,0 f:XFflw»Y {X=nat=Y}
f:XF2+ f1~ nat,{X = nat = Y, nat = nat, Y = nat}
FAf24+ f1~» X = nat,{X = nat = Y, nat = nat, Y = nat}

5.3. Algoritmo de unificacién de Robinson

La segunda parte consiste en resolver las ecuaciones sobre los tipos. El lenguaje de tipos no
tiene variables y esta formado por la constante nat y el simbolo = de dos argumentos. Para
resolver las ecuaciones utilizamos el algoritmo de unificaciéon de Robinson, que permite
resolver las ecuaciones de cualquier lenguaje sin variables ligadas.

Definiciéon 5.6 Sea 0 una substitucion A; /X, ..., A,/X,. Decimos que # es una solucion
del conjunto de ecuaciones 7 si para todo B = C' en 7, #B y 60C' son idénticos.

Teorema 5.7 Si -t ~~ A, 7, entonces para toda soluciéon 6 de 7, -t : 6 A.
Mas general: si I' ¢t ~~ A, 7, entonces para toda solucién 6 de 7, 0I' =t : O A, donde 6
es la substitucion en cada tipo que aparece en I'.

Algoritmo de unificacién de Robinson

= Si una ecuacién tiene forma A = B = C' = D, reemplazarla por las ecuaciones
A=CyB=D.

= Si una ecuacion tiene la forma nat = nat, borrarla.
= Si una ecuacion tiene la forma nat = A = B, o A = B = nat, responder error.
= Si una ecuacioén tiene forma X = X, borrarla.

= Si una ecuacion tiene forma A = X, X = A y X aparece en A, pero A # X,
responder error.

= Si una ecuacion tiene forma A = X, X = A y X no aparece en A pero aparece en
otras ecuaciones ecuaciones, substituir X por A en todas las ecuaciones.

Si el algoritmo termina en error: en el sistema no habia solucion.

Si el algoritmo termina sin error, tendremos una lista de ecuaciones X; = Aq,..., X, =
A, con X; distintas y Vij, X; ¢ A;. En ese caso, la substitucion § = A,/ X;,..., A,/ X,
es una solucion.

En ese caso, 6 es “principal”, en el sentido de que para toda otra solucién «, existe una
substitucion v tal que o = 7 0 6. Decimos que 6§ = mgu(7) (“most general unifier”).
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Ejemplo 5.8 Continuando con el ejemplo anterior, tenfamos

FAf2+ f1~ X = nat, {X = nat = Y, nat = nat, Y = nat}

nat = nat

X =nat=Y
-
Y = nat

X =nat=Y N X = nat = nat
Y = nat Y = nat

Solucion: [nat = nat/X, nat/Y]. Por lo tanto,

FAf2+ f1:(nat = nat) = nat

6. Polimorfismo

6.1. Introducciéon

En la seccién anterior vimos que el tipo principal de Az.x es X = X. Es decir, Ax.z tiene
tipo X = X para todo X. Podemos entonces atribuirle el tipo

VX.(X = X)

y agregar una regla segun la cual si ¢ tiene tipo V.X.A, entonces ¢ tiene tipo A[B/X| para
cualquier B.
A tales lenguajes se los llama polimérficos.

Ejemplo 6.1 Usemos los algoritmos de Hindley y Robinson para inferir el tipo del tér-
mino let ¢ = Ax.x in 22:

it XFiwX0 i:XFiwX0 z:ZFxz~2Z10
i XFii~»Y{X=X=Y} FtlXxax~Z=2Z10
Fleti=Azciniiw Y X=X >Y,X=Z= 2}

El algoritmo de Robinson finalizara con error al leer la ecuacion X = X = Y.

Sin embargo, el término equivalente (Az.x)(Az.x) si puede ser tipado:

r: XFx~X,0 z:YFxz~Y,0
FlXtz~X=X,0 Flrxz~Y =Y,0
F(Az.x)(Arzx) ~ ZA{AX=X=Y=Y)= 7}

X =Y=Y
X =7

Es decir, el término tiene tipo Y = Y para cualquier Y.

X:>X—(Y:>Y):>Z:>{ }:>Y:>Y—Z

La diferencia entre el primer término y el segundo es que en el primero, ¢ debe tener
el mismo tipo en ambas instancias, Z = Z para cualquier Z, en cambio en el segundo
ejemplo, cada funcién identidad puede instanciar la Z de manera diferente.

Con un tipo ¥, podemos hacer que el i del let tenga tipo VX.(X = X) y cada ocurrencia
de 7 se instancie en un tipo diferente, haciendo que el término let ¢ = Ax.x in 77 pueda ser
tipado como YY.(Y = Y).
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El ejemplo anterior no es un ejemplo aislado. Podriamos por ejemplo hacer una funcion
map para arboles, sea cual sea el tipo de los elementos en los arboles, lo que permite
reusabilidad de c6digo y por lo tanto programas mas concisos.

6.2. Tipos polimoérficos

Podemos dar un tipo cuantificado a las variables ligadas por let, pero vamos a dejar tipos
simples para las variables ligadas por A y fix, de otra manera, estd demostrado que no es
posible hacer inferencia de tipos.

Tenemos que distinguir tipos sin cuantificadores (los que llamaremos simplemente “tipos”)
de tipos cuantificados (que llamaremos “esquemas de tipos”).

Definiciéon 6.2 Un esquema de tipo tiene forma VX;...VX,.A, donde A es un tipo, con
n > 0.

Definimos entonces una gramatica a dos niveles: uno para tipos y otro para esquemas de
tipos:

Az:=X|nat| A= A

a = [A] | VX.«

Si A es un tipo, [A] es un esquema de tipo formado por el tipo A donde ninguna variable
esta cuantificada.

Definicion 6.3 Ahora que tenemos variables y un ligador (V) en los tipos, extendemos
la definicion de variables libres (FV) para tipos:

FV([X]) = {X }
FV([nat]) =
FV([A = B]) = FV([4]) UFV([B])
FV(VX.a) = FV(a) \ {X}

Los contextos ahora dan un esquema de tipo a cada variable de término.

Definiciéon 6.4 El sistema de tipos asocia contextos y términos con esquemas de tipos,
I'Ft:«,y viene dado por

F,x:al—x:aa% Fl—n:[nat]axc

[z [AlFt:[B] N 'Ft:[A= B Fl—u:[A]:>

THXet:[A=B] '+ tu: [B] ‘
['Ft: [nat] l“l—u:[nat]® PkHt:[nat] ThHu:[A] THEo:[A] "

I'Ft®u: [nat] 'k ifz t then u else v : [A] "

Lo [AlFt:[4] | 'Ft:a Dao:abu:[4]

TF gt [A] X Trletz—tinu:[A] '

. T't:a '-t:vX.a
S1X ¢ PV, mpgia v DFi:ald/x]
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Observaciones.

= En la definicién anterior se atribuye un esquema de tipo a cada término, en par-
ticular a las variables. Las reglas fix y A piden z : [A], es decir, un esquema sin
cuantificar. Solo let permite darle a la variable cualquier esquema.

= La condicion de la regla V; permite tipar, por ejemplo,

az,

z: [X|Fx:[X]
Az [X = X]|
F Az VXX = X]
F Az.z : [nat = nat|

a
s X
zAXTF VX [X]
Ejercicios: Tipar los siguientes términos con tipos polimoérficos
1. \x.x

v

€

pero impide algo como

2. let i = \z.x in ii

COSEHOw)
4. (A\r.xx)(Ar.xx)

Teorema 6.5 Todo término tipado que no contenga a fix, termina.

w

6.3. Sistema dirigido por sintaxis de Hindley-Milner

La idea es que la inferencia de el tipos sea decidible, para ello se toma un sistema de
tipos en el que cada término tiene una sola regla para derivar su tipo (eso es, dirigido por
sintaxis, como tenfamos en tipos simples).

Primero definimos la siguiente relacion entre tipos.

a=<xVX.a,si X ¢ FV(a) y  VX.a=<alA/X]

El sistema es el siguiente:

a=<p o [AFt:[B] 'Ft:[A=B] TtFu:[A]
Fz:abz:p I'F n:[nat] I'FXzt:[A= B I'Ftu: [B]
IC'Ft:[nat] TFw:[nat] C'Ht:[nat] ThHuwu:[A] ThEo:[A4]
'Ft®u: [nat] [k ifz t then u else v : [4]

D,o:[AlFt:[A]  Tru:[A] T,z:T(A)Ft:[B] T(A)=VX.[A]

T pz.t: [A] Thletz=wint: B X =FV(A)\ FV(I)
Observacion. Si permitimos V en A obtenemos “System F” (de Girard y Reynolds), pero la
tipabilidad es indecidible (teorema de Wells), es decir, no existe algoritmo de inferencia.
Similarmente, V en fix hace el sistema indecidible (teorema de Kfoury).

Por eso, dar polimorfismo s6lo a let es un buen compromiso que permite reusabilidad de

codigo e inferencia de tipos.
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6.4. Sistema F

Los tipos en Sistema F son los mismos de tipos simples (ver Definicion 4.1) ; a los que se
agregan variables y para-todo ligando esas variables:

Auz=nat| A=A X |VX.A

A continuaciéon damos las reglas de Sistema F. Como se puede apreciar, las reglas son
exactamente las mismas que las de tipos simples (ver Definicion 4.2), a las que se agregan
las reglas de introduccion y eliminacion del para-todo.

Tz AFz: A" TFnonat ¢
I'v:AFt:B Ny 'tt:A=B T'tu:A
TFXe:At:A=DB ' I'Ftu: B ¢
I'H¢: nat Fl—u:na‘c® I'Ft:nat 'Fwu: A Fl_’U:A.f
IFt®u:nat TrFifztthenuelsev: A ¢
F,:B:Al—t:Af, Iz:AFt: B FI—u:AI
I'Fpux:At: A X TFletz:A=uint: B
'kt A X%FV(F)V FHt:vX.A v
'-t:vX.A ! 't: A[B/X] °

7. Formas de llevar a cabo la ejecucion

7.1. Interpretacion

El programa que calcula el valor de un término se llama intérprete.

7.1.1. Interpretacion en CBN

Supongamos que queremos un programa que tome (Az.x X x)(2 4 2) y nos devuelva 16.
El programa debe reemplazar todas las x por (2+2) para obtener (24 2) x (2+2), lo cual
puede ser muy costoso en tiempo. Una alternativa es guardar = 2+ 2 en una estructura
anexa llamada contexto y evaluar x X x en ese contexto.

En un contexto permitimos tener la misma variable varias veces, y se dara la prioridad a
la de més a la derecha.

Ejemplo 7.1 En el contexto x =3,y =4,x = 5,2 =8, x vale 5 y no 3.

Evaluamos términos con variables libres y cuando queremos evaluar la variable en si, la
buscamos en el contexto.

Si el término inicial es cerrado, cada vez que busquemos una variable, esta estard en el
contexto.

Si en el contexto encontramos = = t, donde ¢ no es un valor, deberiamos encontrar también
el contexto en el que t debe ser evaluado.
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Definicion 7.2 (Thunk) Un par (¢,T") formado por un término y un contexto de evalua-
cion, se llama thunk.

Definicion 7.3 (Cierre) Cuando queremos en cambio evaluar un término Az.t en un
contexto, el resultado no puede ser simplemente Ax.t, tiene que ser ¢ pero con t “cerrado’.
Introducimos para esto otro valor llamado cierre que se compone de un término Ax.t y
un contexto I', y se nota (A\x.t,I').

Definicién 7.4 (Relacion < en CBN) Vamos a definir la relacion I' -t < v que se lee
“t se interpreta a v en 1.

IMFt—w 'rt—=n I'Fu—m a:
D(A —
F,J}I@,F/),A'_I(—)Ux¢ (&) 'Fn—n 'HFt®@u<—p Sin@m=p
'Ft— Azt I") TMae=rD)Ft <
I'F Xzt — (\x.t,T) I'Ftr—wv
I'Ft—=0 T'Fr—w I'Ft—n I'Fs—w Sin#£0
' ifz ¢ then r else s < v ' ifz ¢ then r else s < v
Ce=(rT)Ft—wv Oye=(uxt,TYHt—wv
F'Fletz=rint —w 'k pxt—ov
Ejemplo 7.5 (Leer de abajo hacia arriba)
F4—4 F4—4
r=40NFr—4 =40 Fz—4
F v Xz = (Ar.x x x,0) r={40Frxx—16

F(Az.x x )4 — 16

7.1.2. Interpretaciéon en CBV

En call-by-value es més facil, ya que siempre se interpretan primero los argumentos, asi
que, por ejemplo, en lugar de

z ¢ D(A)

I"Ft—w ¢D(A)

F,x:(t,F’>,A|—x<—>vx tenemos F,(’E:U,AF.T‘—)U

Lo mismo sucede con let. Asi que los contextos ligan variables con valores, no con thunks.
Sin embargo, la regla fix pide substituir la variable por una expresion, no por un valor, y
si evaluamos esto antes de introducirlo al contexto, el célculo no termina.

Por lo tanto el contexto contendra valores extendidos que son o bien valores o bien thunks
formados por un término px.t y un contexto.

Definicién 7.6 (Relacion < en CBV)

I'"F pyt — o
D(A
F,x:v,Al—x<—>vx¢D(A) F,xz(uy.t,F)’,Al—x%vmgé (&)

l'Ft—=n TFu—m
'Fn—n 'Ftou—np

SinGOm=p
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F'kr—sw 'kt Azt IV) TMer=wkt —v
' Aet— (Ax.t,T) ['Ftr—ov
I'rt—>0 I'tr—w I'Ft—n I'Fs—w Sin#£0
'+ ifz ¢ then relse s v '+ ifz ¢ then r else s < v

'kr—w Drz=wkt—=wv Oye=(uxt,TYHt—wv
F'Fletz=rint —w I'Fpxt—ov

7.2. Compilaciéon

. Quién interpreta al intérprete? jHay que escribirlo en lenguaje maquinal
Alternativa: olvidar los intérpretes y escribir un compilador.

Un intérprete es un programa que toma un término de PCF y devuelve su valor.
Un compilador es un programa que toma un término de PCF y devuelve un programa en
lenguaje maquina tal que al ejecutarlo devuelve su valor.

Ventajas.

= Se traduce una soéla vez, no a cada ejecucion.
= Una vez compilado, la ejecuciéon es muy rapida.

= ;Un compilador puede compilarse a si mismo! (un intérprete, no)

MAquina virtual La idea es compilar a una maquina abstracta, luego esta maquina
es ejecutada en diferentes sistemas y computadoras. Asi, el programa original puede ser
compilado una sdla vez hacia esa maquina virtual, y distribuir el programa ya compilado,
que funcionara en cualquier entorno que pueda correr la maquina virtual.

Ejemplo 7.7 (de Compilador) Supongamos que la maquina tiene las siguientes instruc-
ciones:

Ldi n Poner el entero n en el acumulador

Push  Poner el contenido del acumulador en la pila

Add Sumar el primero de Ia pila con el acumulador, poner el resultado en el acumu-

lador y borrar el elemento de la pila.
Entonces, el término

(14+2)+3)+4)+5)+6

compila a

Ldi 6; Push; Ldi 5; Push; Ldi 4; Push; Ldi 3; Push; Ldi 2; Push; Ldi 1; Add; Add; Add; Add; Add;

7.2.1. Una maquina abstracta para PCF

En el ejemplo anterior vimos como compilariamos un lenguaje que solo tenga ntimeros y
suma, lo cual es un (pequeno) fragmento de PCF. Ahora queremos generalizar eso a todo
PCF.

En PCF un término necesita un entorno para interpretarse, asi que ademas de la pila, el
acumulador y el codigo, tendremos que tener también un entorno.
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Para compilar, vamos a asegurarnos de que el fix sélo se aplique a funciones, y por lo
tanto, vamos a reemplazar pf.Ax.t por fixfun f x.t.
La méquina abstracta tiene las siguientes instrucciones:

Ldin Poner el entero n en el acumulador

Push Poner el contenido del acumulador en la pila

Add Sumar el primero de la pila con el acumulador, poner el resultado en
el acumulador y borrar el elemento de la pila

Sub Restar el primero de la pila con el acumulador, poner el resultado en
el acumulador y borrar el elemento de la pila

Mult Multiplicar el primero de la pila con el acumulador, poner el resultado
en el acumulador y borrar el elemento de la pila

Div Dividir el primero de la pila con el acumulador, poner el resultado en
el acumulador y borrar el elemento de la pila

Extend Extender el entorno agregando el contenido del acumulador en la ulti-
ma posiciéon

Search n Buscar el valor en la posiciéon n en el entorno y ponerlo en el acumulador

Pushenv ~ Meter el contenido del entorno arriba de la pila

Popenv Sacar lo de arriba de la pila a un entorno

Mkclos(i) Meter el cierre (i, e) en el acumulador, donde e es el entorno actual

Apply Toma un cierre (i,e) del acumulador y pone el entorno e, (i,e), W,
donde W es el elemento de arriba de la pila; retira el elemento de
arriba de la pila, y pone el resto de las instrucciones ¢ en el registro de
codigo

Test(i,j) Meter i 0 j en el acumulador dependiendo de si el acumulador es 0 o

n >0

Semantica operacional de la miquina abstacta El estado de la maquina, el con-
tenido de sus registros, es una cuadrupla formada por un valor (el acumulador), una lista

donde los elementos son o bien valores o bien listas de valores (la pila), una lista de
variables y valores (el entorno), y una secuencia de instrucciones (el codigo). Utilizamos
notacion usual para listas y

(C 7

para secuencias de codigo.

La seméntica operacional viene dada por

(a, s, e, Mkclos i; ¢

(a, s, e, Extend; ¢

(a, s, e,Search n;c

(a, s, e, Pushenv; ¢

(a,€e":s, e, Popenv; ¢

(a,s,e,Ldin;c

(a, s, e,Push; c

((i,€),s,e,c)
(a,a:s,e,c)
(a,s,e+]al, c)
(

) —
) —
) —
) —

do desde la derecha
a,e:s,e,c)

a,s, e, c)

,S,€,C)

) =
) = (
(i, '), w:s, e, Apply; ¢) — ((i, €'), s, €' 4+[(i, €'), w], i; ¢)
)= (n
) = (

(n,m:s, e, Add; ¢

n+m,s,e,c)

v, 8,€,c) Si v es el n-ésimo valor en e comenzan-



24 7.2 COMPILACION

(n,m; s, e,Sub;c n—m,s,e,c)

(n,m; s, e, Mult; ¢ n*m,s,e,c)
(0, s, e, Test(i, ); ¢
(nv S, €, Test(i,j); c

) = (

) = (
(n,m;s,e,Div;c) = (n/m, s, e,c)

) — (0,s,¢e,i;¢)

) = (

n,s,e,j;c) Sin>0

Un término irreducible es una cuadrupla en el que la cuarta componente (el codigo) esta

vacio. Si ¢ es una secuencia de instrucciones y si el término (0, [, [], ?) reduce a un término
irreducible de la forma (v, [|, [], ), decimos que v es el resultado de ejecutar i y lo notamos
1= 0.

Compilando PCF La compilacion se haré reemplazando un término ¢ por una secuen-
cia de instrucciones, notadas |t|, siguiendo las siguientes reglas.

|z|. = Search n donde n es la posicién de = en e desde la derecha
|tu|. = Pushenv; |ul.; Push; |t|.; Apply; Popenv
|Az.t]e = Mkclos [t|cy|
|fixfun f x.t|. = Mkclos |t]cy (4]
In|e = Ldi n
|t + ule = [ule; Push; [t]c; Add
£~ ul. = [ule; Push; £ Sub
|t % u|. = |u|e; Push; [t]e; Mult
|t/ule = |ule; Push; [t[e; Div
|ifz ¢ then w else v|. = |t|e; Test(|ule; [v]e)

|let © =t in u|. = Pushenv; |t|.; Extend; |u|c [2); Popenv
Ejemplo 7.8 El término
let f = fixfun f z.ifz z then 1 else (z % (f(z —1))) in f6
compila a la siguiente secuencia de instrucciones:

Pushenv;

Mkclos (Search 0; Test(Ldi 1;

(Pushenv; Ldi 1; Push; Search 0; Sub; Push; Search 1; Apply; Popenv; Push; Search 0; Mult)));
Extend;

Pushenv; Ldi 6; Push; Search 0; Apply; Popenv;

Popenv

y el resultado de la ejecucion es 720.

Teorema 7.9 Si v es un valor entero, t < v si y sélo si |t| = v.
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8. Registros y Objetos

8.1. Registros
8.1.1. Campos etiquetados

Supongamos que queremos una funcién que tome la edad, altura y peso de una persona,
y calcule algo, como el indice de masa corporal. Podriamos hacer una funcién que reciba
tres parametros, en 6rden, donde el primero sea la edad, el segundo la altura y el tercero
el peso. O podriamos extender el lenguaje con tuplas y hacer que la funcién reciba una
tupla donde el primer elemento es la edad, y el segundo es una tupla cuyo primer elemento
es la altura y el segundo el peso. O podriamos usar 3-tuplas, o n-tuplas, es decir listas, y
directamente pasar (edad, altura, peso). Sin embargo, en todas estas soluciones, la forma
de referenciar a la edad, altura o peso es saber su érden en la estructura. Es decir que
podemos hacer una funciéon:

edad Six=0
f(z):=< altura Siz=1 donde edad, altura, peso € R
peso Sizx =2

Es decir, que esta es una funcion de {0, 1,2} en reales, donde 0 se asocia a la edad, 1 a la
altura y 2 al peso. La eleccion es totalmente arbitraria. Lo 16gico seria asociar la palabra
“edad” al nimero que representa la edad, “altura” al nimero que representa la altura y
“peso” al nimero que representa el peso. Mas atn, podemos asociar “edad” a un ntmero
natural del conjunto {0, ..., 150}, “altura” a un ntmero real del intervalo [0.3; 3.5], y peso
a un numero real del intervalo [1;300].

8.1.2. Extension de PCF con registros

Gramatica Sea L in conjunto infinito de etiquetas validas. Entonces, extendemos la
gramatica de PCF de la siguiente manera:

to=x| et |tt|neN[t+t|t—t]|txt]|t/t
|ifzt thentelset|pxt|letx=tint
[{h=tl=t,...l,=t}|t-1|t(l+t)

donde I, ly,...,l, € L.
Ninguno de los tres nuevos simbolos liga variables.

» El simbolo {} es un constructor con 2n argumentos, donde los argumentos impares
son etiquetas y los argumentos pares son términos. Este simbolo permite construir
un registro.

= El simbolo - es un constructor con 2 argumentos, donde el primero es un término y
el segundo una etiqueta, y permite acceder a un registro.

= El simbolo ¢<— es un constructor con 3 argumentos donde el primero es un término,
el segundo una etiqueta y el tercero un término. Permite construir un nuevo registro
idéntico a uno ya construido, excepto en un tinico campo.
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Semantica operacional Extendemos la semantica operacional de PCF con las siguien-
tes reglas:

{llztlj,ln:tn}lz—)ti
{ll:tl,...,ln:tn}(li%u)—>{l1:t1,...,li_1:ti_l,lizu,li_H:ti+1,...,ln:tn}

En call-by-value vamos a reducir siempre los términos dentro del registro antes de refe-
renciarlos con -, mientras que en call-by-name, no.

Y aca tenemos los mismos problemas y ventajas que con las funciones en call-by-value y
call-by-name. Por ejemplo, let x = {a = fact 10,0 = 4} in x - b en call-by-value calcula el
factorial de 10, que seré descartado, mientras en call-by-name no. Por otro lado, let x =
{a =fact 10,b =4} in x-a+x-a calcula dos veces el factorial en call-by-name, mientras lo
hace s6lo una vez en call-by-value. La interpretacion de let z = {a = py.y,b =4} inz-b
loopea en call-by-value y devuelve 4 en call-by-name.

8.2. Objetos

Un programa trata en general datos muy diversos, muchas veces expresados por regis-
tros. Por ejemplo, el sistema informatico de una empresa trata los pedidos de pago, los
recibos de sueldo, etc, y un pedido de pago es un registro que contiene la identificacion
de el objeto comprado, la cantidad comprada, etc. Hay muchas posibilidades para im-
primir los datos. Podemos escribir una funcién imprimir tnica que comience por testear
la naturaleza de los datos (pedido de pago, recibo de sueldo, etc), y que imprima segin
un cierto formato en funcién de su naturaleza. O podemos escribir muchas funciones,
imprimir_pedido _de pago, imprimir__recibo de sueldo ,etc. Y podriamos tener un regis-
tro llamado imprimir donde cada uno de sus campos sea una funciéon de impresion. Otra
solucion es que la funciéon de impresion para un registro dado sea parte del registro. A
esta clase de datos se les llama clase, y a sus elementos, objetos.

En la forma més extrema de programacion con objetos, cada objeto, por ejemplo cada
pedido de pago, es un registro que contiene una funcién imprimir diferente. Un pedido de
pago entonces es un registro que contiene, ademés de los campos habituales (la identifica-
cion del objeto comprado, la cantidad, el precio), un campo imprimir que es una funcion
de impresion que podemos aplicar al objeto en si mismo para imprimirlo.

Algunos lenguajes, como Java, asocian una funcién imprimir, no a cada objeto, sino a
cada clase de objetos. Asi, dos objetos de la misma clase comparten una misma funcion
de impresion. Si queremos que dos objetos t y v de la misma clase C' no compartan la
misma funcién de impresion, sera necesario definir dos subclases T'y U de C' que hereden
los campos de C' pero redefinan el campo imprimir.

8.2.1. Los métodos y los campos funcionales

Un objeto es un registro donde ciertos campos son funciones. En un lenguaje como Java,
donde las funciones no son elementos de primera clase, estamos obligados a distinguir los
campos no funcionales de campos funcionales, a los cuales llamamos métodos del objeto.
En un lenguaje donde las funciones son elementos de primera clase, como PCF, eso no
es necesario. Los objetos son registros como los otros y entonces ya podemos empezar a
programar con objetos utilizando la extensiéon de PCF que dimos en la secciéon anterior.
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Ejercicio Un programa de gestion de la boleteria de un concierto es un objeto con los
siguientes campos:

= Un entero que representa el nimero de lugares disponibles en campo.
= Un entero que representa el nimero de lugares disponibles en la platea.

» Una funciéon que toma como argumento un objeto y un entero (0 para el campo, 1
para la platea) y que devuelve 0 o 1 segtn la reserva esté cerrada o que atin queden
lugares en esta categoria.

» Una funciéon que toma como argumento un objeto y un entero (0 para el campo, 1
para la platea) y que reserva un lugar decrementando en una unidad el ntimero de
lugares disponibles en esa categoria.

Programar este objeto en PCF con registros.

8.2.2. ;Qué es “self”?

Sit es el objeto construido en el ejercicio de la seccion anterior, para saber si la reservacion
esta cerrada para el campo o si quedan lugares, interpretamos el término ¢ - libre t0. En
efecto, la funcién t - libre toma como argumento un objeto u cualquiera y un entero n que
indica si el campo de u correspondiente a n (campo si n = 0, platea si n = 1) es nulo o
no.

Ahora queremos que el método libre del objeto ¢ se aplique al objeto ¢ mismo, es decir,
que no lo invoquemos con t - libre t0, sino simplemente t#libre 0.

Una manera de hacerlo es considerar el término ¢#/ como una notacion para ¢ - [ t. El
problema de eso es que si t es un objeto y [ es una etiqueta de ¢, no podemos utilizar ¢#l
al menos que el campo [ sea una funciéon de tipo A = ..., donde A es el tipo de ¢ mismo.
Dicho de otra manera, no podemos utilizar t#l salvo que [ sea la etiqueta de un método.
Si [ es la etiqueta de un campo que no es un método, s6lo podemos utilizar ¢ - (.
Podemos fijar esta diferencia entre los métodos y los otros campos imponiendo que todos
los campos de un objeto sean funciones. Un campo de un objeto ¢ cuyo valor es el entero
3 se transforma en un campo cuyo valor es la funcion As.3. Asi, el término t#a =t-at =
(As.3)t — 3.

Llamamos self o this a la variable ligada al primer argumento de todos los métodos de un
objeto. En efecto, en la mayoria de los lenguajes de programacion, se utiliza una variable
self o this implicitamente ligada a la construcciéon del objeto, que sirve para designar el
objeto en si mismo.

8.2.3. PCF con objetos

Para forzar que todos los campos de un objeto sean funciones, podemos modificar lige-
ramente PCF con registros, para tener PCF con objetos propiamente dichos.

tu=a|Avt |t neN|[t+t|t—t|txt]|t/t
|ifzt thentelset|pxt|letz=tint
| {li =0st,ly=0st,...,l, =0st}|t#l ]| t(l + os.t)
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donde I, ly,...,l, € L, s € Vars.
La semantica operacional también debe actualizarse:

{lh =0s8.t1,...,0l, = ost, }#l,, = t[{li =0sty,... 1, = 0s.t,}/si]

{ll = 08.1q1,... ,ln = O-Stn}Uz — as.u,;)

— {ll = 08.1q, ... 7li—1 = O'S.ti_l,li = O'S.Ui,li_;,_l = O'S.tl'_H, e ln = O_S.tn}

9. Semantica denotacional

9.1. Primeras definiciones
Sintaxis (o gramaética) : Como escribir los términos. Cuéles son validos y cudles no.
Semantica: Qué significan.

Ejemplo: “A perro un”. Sintacticamente correcto. Seménticamente incorrecto, ya que la
frase no significa nada.

Definicion 9.1 (Seméantica) La seméntica de un lenguaje es una relacion < que a cada
expresion le asocia algo que le da significado.

Semantica denotacional (en programas deterministas). Para cada programa p,
la relacion entre las entradas y las salidas de p es una funcion que escribimos [p]. La
relacion se define entonces como

pe— s < [ple=s

La pregunta es, obviamente, como definir [p]. (Lo veremos més adelante en esta seccion).

Semantica operacional a grandes pasos También llamada seméantica operacional a
grandes pasos o semantica natural. Consiste en dar una definicién inductiva de < que
nos relacione un término con su valor. Por ejemplo, el intérprete de la Secciéon 7.1:

Az dy.z +y)(Az.2)4)5 — 9

TV
Significado de esta expresién: 9

En ese ejemplo damos semantica de acuerdo a lo que calcula.
Asi, si considero
A yz+y)4d5 vy (Az yx+y)b4

puedo ver que los 3 programas tienen la misma seméntica.

Semantica operacional a pequenos pasos También llamada seméntica por reescri-
tura. Consiste en definir < a partir de otra relacion — que describe las etapas elementales.
Ejemplo:

M (zxz)+z)d—(4x4)+4—-16+4— 20

t—r < t—"r y r irreducible

donde —* es la clausura reflexiva y transitiva de —.
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La no terminaciéon. Un programa puede dar un resultado, producir un error o no
terminar. Los errores se pueden considerar como resultados particulares. Para expresar
programas que no terminan hay varias formas de expresar su seméantica:

La primera consiste en considerar que si ¢ no termina, entonces no existe r tal que t — r.
La segunda consiste en agregar un elemento particular L a los valores de salida y consi-
derar que si t no termina, entonces t — L.

9.2. La semantica denotacional de PCF tipado

En general, en los lenguajes funcionales buscamos reducir la distancia que separa la nocion
de programa de la de funcién. Es decir, se busca reducir la distancia entre un programa
y su seméntica denotacional.

Interpretacion de los tipos. A cada tipo le asociamos un conjunto:

[nat] =N
[A= B] = [4] > [B]

donde A — B es el conjunto de funciones de A en B.

Interpretaciéon de los términos. A cada término ¢ de tipo A le asociamos un elemento
[t] del conjunto [A]. Si ¢ tiene variables libres, necesitamos dar una funcién que a cada
x : A en el contexto I', le asigne un elemento a € [A]. A dicha funcion le llamamos
valuacion, y la notamos #. Una valuacion 6 se dice valida para un contexto I' si para toda
variable x tal que z : A € T, 0(x) € [A].

[z]6 = 0(x)
[t : At]o = a1 = [t]g 1m0
[tr]e = [tle[rle
[n]o =n
[t ®rle = [tlo @ [r]o

[[T‘]]g Si [[t]]g = O
[[S]]g si [[t]]g € N*

llet z : A=rintlo = [tloezp1,

[ifz t then r else s]y = {

Hasta ahi es trivial: un programa es una funciéon y su seméntica es la misma funcién.
Esta trivialidad es uno de los objetivos de los lenguajes funcionales.

Observaciones.

1. t/0 tirar error en PCF y no esta definida en matemética. Para que esta definicion
sea correcta hay que agregar un elemento error a cada conjunto [A] y adaptar la
definicion

error  sifr] =0

[t/r] = { [#/[ si[f] €N, [] € N*

2. Aun no dijimos como interpretar fix.
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La construccion fix es la tnica donde la seméantica denotacional es interesante, porque es
la inica que se aleja de matematica, respecto a la definiciéon de funciones:

En matematica, contrariamente a PCF, s6lo podemos tomar un punto fijo si este existe
y si hay varios, jtenemos que especificar cual!

Ejemplo 9.2
1. f(x) =z + 1 no tiene punto fijo. Pero en PCF pz : nat.x + 1 es valido.

2. \f :N— Nz :N.(fz)+ 1 tampoco tiene punto fijo...y basta con camabiar el
primer \ y tengo el fix.

3. Az : N.z tiene infinitos puntos fijos.

Teorema 9.3 Si tomamos el punto fijo de una funcién que no tiene punto fijo o que tiene
varios, el programa que obtenemos no termina.

Observacion. También existen programas con un sélo punto fijo y que no terminan en
PCF. Por ejemplo Az : nat.z + x.

Para comprender la seméntica denotacional del punto fijo necesitamos comprender la
semantica de los términos que no terminan.

= La seméantica operacional a pequenos pasos no atribuye ningun resultado a estos
términos.

= La semantica operacional a grandes pasos tampoco, pero podemos completar la
relacion <— agregando L tal que px : nat.(z + 1) — L.

= En la seméntica denotacional la idea es hacer lo mismo: definir una funcién parcial
[-] tal que Jux : nat.(x + 1)]] no esté definido, y adjuntamos un valor L a [nat] tal
que
[px :nat.(z+1)] = L

Agregando el valor L, cuando interpretamos, por ejemplo t 4+ r, comenzamos por inter-
pretar t y r y si alguno loopea, también lo hace ¢t + r. Entonces:

tlo + [rle st |t]e,r]e € N
o { b e

Ahora vemos que la funcion [Az : nat.z + 1] que no tenia punto fijo cuando [nat] = N, si
[nat] = NU L le podemos dar L como semantica a ese término.

[Ax : nat.z] que tenia muchos puntos fijos, ahora tiene uno méas: L.

[Ax : nat.z + 1] que tenia sélo un punto fijo en 0, ahora tiene 2: 0y L, y el segundo es el
que queremos atribuirle como seméntica.

Definicion 9.4 (Orden de Scott) L es el elemento méas chico de cualquier conjunto que
lo contenga.

Definimos entonces [uz : A.t] como el punto fijo mas chico de [Az : A.t].
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Semantica denotacional completa de PCF (sin error)

[z]o = 0(x)
[t : At]o = a5 [t]g.0a
[0 = [tTolrTo
[nlo =n
[t @rlo = [tle @ [rlo
[r]o si[t]e=0
[ifz t then r else s[p = < [s]o si [t]s € N*
14 sift]o=Lny A es el tipo del término
llet x: A=rint]o = [tlowo=[1,
[pz = At]y = FIX(aSM = [t]poma)

donde FIX(f) es el minimo punto fijo de f.

Observacion. El minimo de [A] es L4 y el minimo de [A = B] = L5 que es la
funcion constante Lpj.

Teorema 9.5 SiT' ¢ : A, entonces para toda valuacion 6 valida en T se tiene [t]y € [A].

Demostracion. Procedemos por induccion en la relacion de tipado.

s Do Az A [z]s = 0(2) € [4].
[+ n:nat. [n]y =n € Nt = [nat].

I'z:AFt: B
'-Xe:At: A= B.
[Mv: At]p = a4l s [t]g..—a. Por hipétesis de induccion Va € [A], [t]o..—a € [B],
es decir, a4 — [t]p,—q € [A] — [B] = [4 = B].
'tt:A=B T'kFr:A
] I'Etr: B
[tr]o = [tlelr]e. Por hipodtesis de induccion [t]y € [A] — [B] vy [r]s € [B], por lo
tanto [t]e[ls]e € [B]-
'Ft:nat I'7r:nat

I'Ft®r:nat

[t@r]e= { E]\f ®[rlo si[tlo, [rlo € N

en otro caso

Por hipétesis de induccion [t]q, [r]s € N+, entonces [t]s @ [r]o € N* = [nat].
'tt:nat T'Fr:A T'kEs: A
I'-ifztthenrelses: A
[[7"]]9 si [[t]]e =0
[ifz t then r else s]p = < [s]o si [t]s € N*
J_A si [[t]]g = J_N
Por hipotesis de induccion [r]s € [A] v [s]o € [A], entonces [ifz t then r else s]y €

[A].
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Nz:AFt:B ThFu:A
s ['FHletz:A=uint: B

[[Iet T =uin t]]g = [[t]]97$:[[u]]9
Por hipétesis de induccion, para todo 6 valido en T, [u]y € [A], y para todo ¢’
valido en I',x : A, [t]o € [B]. Dado que [u]s € [A], tenemos que §' = 0,z = [u]y
es una valuacion valida en T,z : A, y por lo tanto [t ,=[u, € [B].
e:AFt: A

s PFpx: At A
[px : At]p = FIX(aS 5 [t].0—0). Por hipotesis de induccion, si 6 es vélida en
I',y a € [A], [tloo= € [A]. El punto fijo de una funcién de [A] en [A] es un
elemento de [A]. Por lo tanto, [ux : A.t]y € [A]. O

Teorema 9.6 (Soundness) Si'F¢: Ayt — r, entonces para toda valuacion 0 valida
en I se tiene [t]g = [r]o-

Demostracion. Ejercicio (Ayuda: Induccion sobre la relacion —). O]

10. Dos demostraciones importantes

En esta secciones vamos a demostrar dos teoremas importantes para tipos simples.

10.1. Subject reduction

En esta seccion vamos a demostrar el Teorema 4.4, visto en la Secciéon 4.3:

Teorema 4.4 (Subject reduction o conservacion de tipos)
Sil'kt:Ayt— uentonces I' -u: A.

Para demostrar este teorema, primero necesitaremos un resultado auxiliar, que nos dice
que si un término ¢ tiene un tipo y se substituye una variable libre por un término del
mismo tipo que dicha variable, el tipo de ¢ no varia.

Lema 10.1 (Substitucion) Sil',z: A wu: By 'Ft: A, entonces I' - uft/z] : B.
Demostracion. Procedemos por induccién estructural sobre w.

u=2xz. Es decir que 'z : AF x: B, entonces B = A, y dado que z[t/z] = t, el caso
queda demostrado.

u=y. Esdecir que I',;x : At y: B. Pero como x # y, se puede demostrar por induccion
en la relacion de tipado que ' F y : B. Dado que y[t/x] = vy, el caso queda
demostrado.

u=Ay:C.or. Esdecir que I';z : A A y:C.r: B, porlotanto B=C = Dyl y:
C,z : A r: D. Entonces, por hipotesis de induccion, I'y : C' F rlt/x] : D, y por
laregla =;, I' - Ay : C.r[t/z] : B. Dado que Ay : C.rt/x] = (Ay : C.r)[t/z], el caso

queda demostrado.
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u=rs. Esdecirque 'z : AFrs: B. Entonces I'x : AFkr:C =Byl ,x:AFs:C,
y por hipotesis de induccion, I' = r[t/x] : C = By I' - s[t/x] : C. Por la regla =,
tenemos I' - r[t/z]s[t/x] : B. Notar que r[t/x]s[t/x] = (rs)[t/x], por lo que el caso
queda demostrado.

u=mn. Es decir que I'yz : AF n : B, por lo tanto B = nat y I' F n : nat. Notar que
n[t/z] = n, por lo que el caso queda demostrado.

u=r®s. Esdecirque 'z : AFr®s: B, y entonces B = nat y tenemos ',z : A F
r:naty Iz : AF s: nat. Entonces, por hipotesis de induccion I' F r[t/x] : nat
y I' F s[t/x] : nat. Por lo tanto, por regla @, I' - r[t/x] ® s[t/x] : nat. Dado que
rlt/x] @ slt/z] = (r ® s)[t/z], el caso queda demostrado.

u = ifz r then s else 0. Es decir que I',x : A F ifzr then s else 0 : B, y entonces I', x :
AFr:nat, Iz : Ak s: ByI,z: AF o: B. Por hip6tesis de induccion,
I'F rft/z] : nat, I' F s[t/z] : By ' - o[t/z] : B. Entonces, por regla ifz, I' -
ifz r[t/x] then s[t/x] else o[t/x] : B. Dado que ifz r[t/x] then s[t/x] else o[t/x] =
(ifz r then s else o)[t/x], el caso queda demostrado.

u=puy:Cr. Esdecir que 'z : AF puy: Cr : B,yentonces C = Byl',x: Ay:
B F r : B. Por hipotesis de induccion, ',y : B + r[t/z] : B. Entonces, por regla
fix, ' F py : Bor[t/x] : B. Dado que uy : B.r[t/z] = (py : C.r)[t/x] el caso queda
demostrado.

u=lety:C=rins. Esdecirque I''z : AFlety : C =rins: B,y entonces I',y :
C,x:AFs:Byl',z: A r:C. Por hipotesis de induccion I'y : C' + s[t/x] : B
y I' = rlt/x] : C, y entonces por la regla let, I' - let y : C = r[t/z] in s[t/z] : B.
Dado que lety : C' = r[t/x] in s[t/z] = (lety : C = rin s)[t/z], el caso queda
demostrado. O

Con este lema ya estamos en condiciones de probar el Teorema 4.4.
Demostracion del Teorema 4.4. Procedemos por induccién sobre la relacion —.
= Casos base:

(Ax : B.au)t — u[t/x]. Entonces T' - (Ax : B.u)t : A, por lo tanto T' - Az : B.u :
B=AyT'kFt:B,yentonces 'z : B+ u: A. Entonces, por el Lema 10.1,
I'Fult/z] . A.

pR®qg—nsipRqg=n. Entonces ' F p® ¢ : A, por lo tanto A = nat, y por la
regla ax., I' - n : nat.

ifz 0 then ¢ else u — t. Entonces I' Fifz O then t else v : A, por lo que I' -t : A.
ifz 1 then t else w — u. Entonces I' - ifz 1 then ¢ else u : A, por lo que I' - u : A.

px.t — tpx.t/x]. Entonces I' - pa.t : A, por lo tanto 'z : A+t : A. Entonces,
por Lema 10.1, I' - t[ux.t/z] : A.

let z: B=1tin u— u[t/z]. Entonces I' Flet x : B =tinu: A, porlo que I',z :
BFu:AyTFt:B. Entonces, por Lema 10.1, I' - u[t/z] : A.
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= Casos inductivos. Supongamos que t — u. Entonces:

Ax: Bt — Ar: Bu. Entonces I' - Az : B.it : A, por lo tanto A = B = C vy
I'yx: BFt:C. Por hipotesis de induccion I',x : B+ u : C, entonces por regla
=, I'FXrx:Bu:B=C=A.

tr — ur. Entonces ' tr: A, porlotanto'-¢: B= Ay ' Fr: B. Por hipétesis
de induccion I' - u : B = A, entonces por regla =, I' - ur : A.

rt — ru. Entonces I' =7t : A, porlotanto'r: B= Ay I Ft¢: B. Por hipttesis
de induccion I' - u : B, entonces por regla =, I' - ru : A.

t®r—>u®r. Entonces I' - t ® r : A, por lo tanto A = nat, I' - ¢ : nat y
I' = r : nat. Por hipétesis de inducciéon I' F u : nat, entonces por regla ®,
'Fu®r:nat=A.

r®t—r®u. Analogo al caso anterior.
ifz t then r else s — ifz u then r else s. Entonces I' - ifz ¢ then r else s : A, por lo

tanto 'Ft:nat, 'Fr: Ay 'k s: A. Por hipdtesis de induccion I' - w : nat,
entonces por regla ifz, I' - ifz u then r else s : A.

pr: Bt — pxr: Bau. Entonces I' F px @ Bt : A, por lotanto B=Ayl,x: AF
t : A. Por hipotesis de induccion ')z : A F u : A, entonces por regla fix,
'Fpx:At: A

let x: B=tinr —letx:B=wuinr. Entonces ' Fletx: B=tinr: A, por lo
tanto 'z : BFr: Ay ' Ft: B. Por hipétesis de inducciéon I' + u : B,
entonces por regla let, 'let x: B=winr: A.

let x: B=rint—letx:B=rinu. Entonces 'Hletx: B=rint: A, porlo
tanto 'z : BFr: Ay 'kt : B. Por hipotesis de induccion I',z : B+ u : A,
entonces por regla let, 'Flet x : B=17rinu: A. O

10.2. Normalizacion fuerte

En esta seccién vamos a demostrar el Teorema 4.5:

Teorema 4.2 (Teorema de Tait o normalizacion fuerte)
Todo término tipado que no contenga a fix, termina.

Esta demostracion utiliza el concepto de semantica denotacional. Dado que vamos a pro-
bar que todos los programas terminan, no necesitamos agregar | a los conjuntos. Sim-
plemente interpretamos los tipos como conjuntos de términos fuertemente normalizantes,
y luego interpretaremos los términos como elementos de esos conjuntos.

Sea FN el conjunto de todos los términos fuertemente normalizantes.

Definiciéon 10.2 La interpretacion de los tipos es la siguiente:
[nat] = FN
[A= B] ={t|Vre][A],tr € [B]}
Es decir, al tipo nat lo interpretamos en el conjunto de todos los términos que normalizan

fuertemente y al tipo A = B, en el conjunto de términos que aceptan como argumento
un término de [A] y devuelven un término de [B].
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Lema 10.3 VA, [A] C FN.
Demostracion. Procedemos por induccion sobre A.

» Si A = nat, entonces [nat] = FN C FN.
» Si A = B = C, entonces para todo t € [A] se tiene que para todo r € [B],
tr € [C]. Por hipétesis de induccion sobre [C], tr € FN y por lo tanto ¢t € FN. [

Definicién 10.4 (Términos neutrales) A los términos de la siguiente gramaética se les
llama términos neutrales:

N=tt|letx: A=tint|ifztthentelset

Para cualquier término ¢, notamos por [t| a la suma de nodos en el arbol formado por
todos los caminos de reduccién que comienzan en t.

Lema 10.5 Si todas las reducciones de un término neutral N estan en [A], entonces

N e [A].
Demostracion. Procedemos por inducciéon en A.

= Si A = nat entonces tenemos que mostrar que si todas las reducciones de N estan
en [nat] = FN, entonces N esta en FN, lo cual es cierto por definicion.

» Si A= B = C y todas las reducciones de N estén en [B = C], entonces si N — t,
tenemos que para todo r € [B], tr € [C]. Queremos mostrar que Nr € [C]. Por
Lema 10.3, € FN. Por lo tanto procedemos por induccion sobre |r| para mostrar
que todas las reducciones de Nr estan en [C], y por lo tanto, por hipotesis de
induccion Nr € [C].

Las reducciones posibles de Nr son las siguientes
e tr con N — t, y ya tenemos por suposicion que tr € [C].

e Nr' con r — ', entonces dado que |r'| < |r|, podemos usar la hipdtesis de
induccion y concluir que Nr’ € [C].

Dado que N es un término neutral, N no es de la forma Az : D.s y por lo tanto
esas son las tnicas reducciones posibles.

Entonces, como N7 € [C], tenemos que N € [B = C]. O
Lema 10.6 VA, Vz, = € [A].
Demostracion. Procedemos por induccion sobre A.

» Si A = nat, entonces claramente x € [nat] = FN.

» Si A= B = C, entonces tenemos que mostrar que Vr € [B], zr € [C]. Dado que xr
es neutral, gracias al Lema 10.5 nos basta con demostrar que todas las reducciones
en un paso de zr estan en [C].

Por Lema 10.3, |r| existe (no es infinito), y por lo tanto, podemos procedemos por
induccién sobre |r|.
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Si |r| = 0, entonces xr no reduce y por lo tanto el conjunto de reducciones de zr es
el conjunto vacio, que esta trivialmente en [C].

Si |r| > 0, entonces xr — xr’ son las unicas reducciones posibles, y como |r| > |r'|,
podemos utilizar la hipotesis de inducciéon que nos dice que xr’ € [C].

Por lo tanto, todas las reducciones de zr estéan en [C], y el Lema 10.5, nos asegura
que zr € [C]. Es decir, z € [B = C].
m

El Lema 10.8 es analogo al Teorema 9.5, y su demostraciéon también es analoga, sin
embargo la reproducimos aqui por completitud. Para ello debemos redefinir el concepto
de valuacion y valuacion valida.

Definiciéon 10.7 Una valuacion 6 es una funciéon que a cada variable de tipo A le asigna un
elemento del conjunto [A]. Ademés, usamos la notacion 0(¢) para un término ¢ cualquiera
para representar t[0(xq)/x1][0(x2)/xo] . .. [0(x,)/x,], donde FV () = {z1,xq,...,2,}.

Decimos que una valuacién 6 es valida en un contexto I', si para todo z : A € I se tiene

6(x) € [A].
Lema 10.8 (Adecuacion) SiI'Ft: Ay 6 es una valuacion valida en I', entonces 0(t) €
[A]-
Demostracion. Procedemos por inducciéon en la relacion de tipado.
s Do A a: A
0(z) € [A] por definicion.

= ' n:nat.
f(n) =n € FN = [nat].
Ne:AFt: B

'FXx:At: A= B
O(\x = At) = e : A0(1).

Quiero mostrar que §(Az : A.t) € [A = B], esdecir que Vr € [A], tenemos (Az : A.0(t))r €
[B]. Procedemos por induccién en |6(t)| + |r|, donde |s| es la cantidad de pasos del
camino mas largo para llegar a la forma normal de s. Como 6(¢) y r son FN, podemos

hacer esa induccion.

Las reducciones posibles de (Az : A.0(t))r son:

e 4(t)[r/x]. Por hipétesis de induccion, si tomamos ¢’ = 0, x = r tenemos ¢'(t) €
1B].

o (\x: At')rconf(t) —t'. Como |t'|+|r| < |60(t)|+]|r|, la hipotesis de induccion
aplica y podemos concluir que (Ax : A.t')r € [B].

o (A\x:A0(t))r" con r — r'. Como |0(t)| + |r'| < |6(t)| + |r|, la hipotesis de
induccion aplica y podemos concluir que (Az : A.0(¢))r’ € [B].

Por lo tanto, todas las reducciones de (Ax : A.0(t))r estan en [B], y entonces, por
Lema 10.5, (A\x : A.0(t))r € [B].
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I'rt:A=B TI'kr:A
I'tr:B

Por hipotesis de induccion, §(t) € [A = B]y 8(r) € [A]. Por lo tanto, por definicion
de [A = B] tenemos 0(t)0(r) € [B]. Notese que 0(t)0(r) = 0(tr).
['Ft:nat I'-7:nat

I'Ft®r:nat
Por hipétesis de induccion 6(t) € FN y 6(r) € FN, por lo tanto 6(t) ® 0(r) =
f(t@r) € FN = [nat].
'Ft:nat 'Er:A T'kEs: A

't ifzt then relse s: A
Por hipotesis de induccion 0(t) € FN, 0(r) € [A] y 6(s) € [A]. Procedemos por in-
duccion sobre |0(t)| para mostrar que todos los reductos de ifz 0(t) then 6(r) else 6(s)
estan en [A].

Los reductos son:

e ifz ¢’ then O(r) else O(s) con O(t) — t'. Entonces ' € FN y |t/| < |6(¢)|. Por lo
tanto, la hipotesis de induccion aplica y ifz ¢’ then 6(r) else 0(s) € [A].

e 0(r) sif(t) =0,y por hipotesis 0(r) € [A].

e 0(s) sif(t) =n#0,y por hipotesis §(s) € [A].

Por lo tanto, por Lema 10.5, 0(ifz ¢ then r else s) = ifz O(t) then 6(r) else O(s) €
[A]-

z:AFt:B ThFu:A

FHletx:A=wuint: B

Por hipo6tesis de induccion, para todo 6 valido en I', (u) € [A], y para todo ¢ valido
en 'z : A, 0'(t) € [B]. Dado que 0(u) € [A], tenemos que §' = 0,z = 6(u) es una
valuacion vélida en I', 2 : A, y por lo tanto ¢'(t) € [B]. Procedemos por induccion
sobre |0(t)| + |6(u)| para mostrar que todos los reductos de let z : A = 6(u) in 6(t)
estan en [B].

Los reductos son:

o letz: A=u"in6(t) con (u) — u'. Entonces la hipotesis de induccion aplica.
o let z: A=0(u)int con §(t) — t'. Entonces la hipotesis de induccion aplica.
o 0(1)[0(u)/x] = 0'(t) € [B].

Por lo tanto, por Lema 10.5, f(let z : A = wint) =letz : A = 0(u) in 6(t) €
[A]. O

Demostracion del Teorema 4.5 (Teorema de Tait). Sea I' -t : A donde ¢ no contiene fix.
Por el Lema 10.6, # = id es una valuaciéon valida en I'. Por lo tanto, por el Lema 10.8,
tenemos t € [A], y por el Lema 10.3, t € FN. ]
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