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1. Sobre la materia

1.1. Contenidos y cronograma tentativo
Fechas Temas
15 y 22 de Agosto Límite doble y continuidad
29 de Agosto y 5 de Septiembre Derivada parcial y direccional
12 y 19 de Septiembre Integrales dobles
26 de Septiembre Consulta
3 de Octubre Primer parcial
10 y 17 de Octubre Números complejos
24 y 31 de Octubre Polinomios
7 y 14 de Noviembre Polinomio de Taylor
21 de Noviembre Consulta
28 de Noviembre Segundo parcial
5 de Diciembre Recuperatorio
12 de Diciembre Integrador

1.2. Bibliografía
Temas Libro Secciones / Páginas
• Límite doble
• Continuidad
• Derivada parcial
• Derivada direccional
• Integrales dobles

R. Larson, R. Hostetler, B. Edward,
Cálculo II, Pirámide, 2010

Secciones
13.2, 13.3, 13.6 y
14.2

• Números complejos
• Polinomios

J. Stweart, L. Redlin, S. Watson,
Precálculo, 6ta ed. , Cengage
Learning Editores, 2012

Secciones 3.1 a 3.5

• Polinomio de Taylor T. Apostol, Calculus, Wiley In-
dia Pvt., 2007 Páginas 335 a 340

1.3. Condiciones de aprobación

75 % o más de tareas entregadas.
Ambos parciales con nota superior o igual a 6.
Promedio entre parciales superior o igual a 7.
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2. Límite doble y continuidad

2.1. Entornos en el plano

Definición 2.1 (Entorno). Un entorno en un plano es el análogo bidimensional a un
intervalo en la recta real. Utilizando la fórmula para distancia entre dos puntos (x, y)
y (x0, y0) en el plano, definimos el entorno δ de (x0, y0) como el disco con radio δ > 0
centrado en (x0, y0).

Disco abierto: {(x, y) |
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ}
Disco cerrado: {(x, y) |

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 ≤ δ}

Disco abierto

x

y

δ

(x0, y0)

Disco cerrado

x

y

δ

(x0, y0)

Definición 2.2. Un punto (x0, y0) en una región R del plano es un punto interior de R
si existe un entorno δ de (x0, y0) que esté contenido completamente en R.
Si todo punto de R es un punto interior, entonces R es una región abierta.
Un punto (x0, y0) es un punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (x0, y0)
contiene puntos dentro de R y puntos fuera de R.
Si una región contiene todos sus puntos frontera, la región es cerrada. Una región que
contiene algunos pero no todos sus puntos frontera, no es ni abierta ni cerrada.

Frontera y puntos interiores de una región R

x

y

Punto interior

Punto frontera

Frontera de RR

2.2. Límite de una función de dos variables

Definición 2.3 (Límite). Sea f una función de dos variables definida en un disco abierto
centrado en (x0, y0), excepto posiblemente en (x0, y0), y sea L un número real. Entonces,

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

si para cada ε > 0 existe un δ > 0 tal que

|f(x, y)− L| < ε siempre que 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ



2 Límite doble y continuidad 4

Observaciones.

Gráficamente, la definición de límite implica que para todo punto (x, y) 6= (x0, y0)
en el disco de radio δ, el valor f(x, y) está entre L+ ε y L− ε.
La definición del límite de una función en dos variables es similar a la definición
del límite de una función en una variable, pero existe una diferencia importante.
Para determinar si una función en una sola variable tiene límite, sólo se necesita
ver que se aproxime al límite por derecha y por izquierda, y el límite existe cuando
se aproxima al mismo límite por ambos lados. En cambio, en la función de dos
variables, la expresión

(x, y)→ (x0, y0)

significa que el punto (x, y) puede aproximarse al punto (x0, y0) por cualquier di-
rección. Si el valor de

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

no es el mismo al aproximarse por cualquier dirección, o trayectoria, o camino, a
(x0, y0), el límite no existe.

Ejemplo (Verificar un límite a partir de la definición). Queremos verificar que

ĺım
(x,y)→(a,b)

x = a

Sea f(x, y) = x y L = a. Se necesita mostrar que para cada ε > 0, existe un entorno δ
de (a, b) tal que

|f(x, y)− L| = |x− a| < ε

siempre que (x, y) 6= (a, b) se encuentre en el entorno.
Primero se puede observar que 0 <

√
(x− a)2 + (y − b)2 < δ implica que

|f(x, y)− a| = |x− a| =
√

(x− a)2 ≤
√

(x− a)2 + (y − b)2 < δ

Así que podemos elegir δ = ε y el límite queda verificado.
Observación. Los límites de las funciones de varias variables tienen las mismas propie-
dades respecto a la suma, diferencia, producto y cociente que los límites de funciones de
una sola variable.
Ejemplo (Cálculo de un límite). Queremos calcular

ĺım
(x,y)→(1,2)

5x2y

x2 + y2

Usando las propiedades de los límites de productos y de sumas se obtiene

ĺım
(x,y)→(1,2)

5x2y = 5(12)(2) = 10 y ĺım
(x,y)→(1,2)

(x2 + y2) = (12 + 22) = 5

Como el límite de un cociente es igual al cociente de los límites (y el denominador no es
0), tenemos

ĺım
(x,y)→(1,2)

5x2y

x2 + y2
=

10

5
= 2
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Ejemplo (Verificar un límite). Queremos verificar que

ĺım
(x,y)→(0,0)

5x2y

x2 + y2
= 0

En este caso, los límites del numerador y del denominador son ambos 0, por lo tanto
no se puede determinar la existencia (o inexistencia) del límite tomando los límites del
numerador y del denominador por separado y dividiendo después. Sin embargo, por la
gráfica de f , parece razonable pensar que el límite pueda existir.

−1 −0,5 0
0,5 1−1

0

1−2

0

2

Procedemos utilizando la definición de límite.
Notar que

|y| ≤
√
x2 + y2 y

x2

x2 + y2
≤ 1

Entonces, en un entorno δ de (0, 0), se tiene 0 <
√
x2 + y2 < δ, lo que, para (x, y) 6= (0, 0)

implica

|f(x, y)− 0| =
∣∣∣∣ 5x2y

x2 + y2

∣∣∣∣ = 5|y|
(

x2

x2 + y2

)
︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ 5|y| ≤ 5
√
x2 + y2 ≤ 5δ

Por lo tanto, eligiendo δ = ε/5 concluimos

ĺım
(x,y)→(0,0)

5x2y

x2 + y2
= 0

Observación. Con algunas funciones es fácil reconocer que el límite no existe. Por ejemplo,
está claro que el límite

ĺım
(x,y)→(0,0)

1

x2 + y2

no existe, porque el valor de f(x, y) crece sin tope cuando (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo
de cualquier trayectoria.
Con otras funciones no es tan fácil reconocer que un límite no existe.
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−2 −1
0

1
2−2

0

2

0

5

10

Figura 1: Gráfica de la función 1
x2+y2

Ejemplo (Un límite que no existe). Queremos mostrar que el siguiente límite no existe:

ĺım
(x,y)→(0,0)

(
x2 − y2
x2 + y2

)2

El dominio de la función

f(x, y) =

(
x2 − y2
x2 + y2

)2

consta de todos los puntos del plano xy con excepción del punto (0, 0). Para mostrar que
el límite no existe cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), considérese aproximaciones a (0, 0)
a lo largo de dos trayectorias diferentes:
A lo largo del eje x, todo punto es de la forma (x, 0) y el límite a lo largo de esta trayectoria
es

ĺım
(x,0)→(0,0)

(
x2 − 02

x2 + 02

)2

= ĺım
(x,0)→(0,0)

12 = 1

Sin embargo, si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene

ĺım
(x,x)→(0,0)

(
x2 − x2
x2 + x2

)2

= ĺım
(x,x)→(0,0)

(
0

2x2

)2

= 0

Esto significa que en cualquier disco abierto centrado en (0, 0) existen puntos (x, y) en
los que f toma el valor 1 y otros puntos en los que f asume el valor 0. Por ejemplo,
f(x, y) = 1 en los puntos (1, 0), (0,1, 0), (0,01, 0) y (0,001, 0), y f(x, y) = 0 en los
puntos (1, 1), (0,1, 0,1), (0,001, 0,01) y (0,001, 0,001). Por lo tanto f no tiene límite cuando
(x, y)→ (0, 0).

2.3. Continuidad de una función de dos variables

En el ejemplo “Cálculo de un límite” de la sección anterior, se podría haber calculado
el límite de f(x, y) = 5x2y/(x2 + y2) cuando (x, y) → (1, 2) directamente evaluando la
función en ese punto: f(1, 2) = 2. En tales casos se dice que la función es continua en el
punto (1, 2).
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Definición 2.4 (Continuidad de una función de dos variables). Una función f de dos
variables es continua en un punto (x0, y0) de una región abierta R si f(x0, y0) es igual al
límite de f(x, y) cuando (x, y)→ (x0, y0). Es decir

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0)

La función f es continua en la región abierta R si es continua en todo punto de R.

En el ejemplo “Verificar un límite” de la sección anterior se mostró que la función f(x, y) =
5x2y/(x2 + y2) tiene límite definido en (0, 0), sin embargo no es continua en (0, 0) ya
que f(0, 0) no está definida. En ese caso se podría eliminar fácilmente la discontinuidad
definiendo el valor de f en (0, 0) igual a su límite. A tales discontinuidades se llaman
removibles o evitables. En cambio, en el ejemplo “Un límite que no existe”, se mostró una
función que no está definida en (0, 0), y tampoco tiene límite en dicho punto, por lo que
es una discontinuidad no removible o inevitable.

Teorema 2.1 (Funciones continuas en dos variables). Si k es un número real y f y g son
funciones continuas en (x0, y0), entonces las funciones siguientes son continuas en (x0, y0):

1. Múltiplo escalar: kf

2. Suma y diferencia: f + g

3. Producto: fg

4. Cociente: f/g, si g(x0, y0) 6= 0

Teorema 2.2 (Continuidad de una función compuesta). Si h es continua en (x0, y0) y
g es continua en h(x0, y0), entonces la función compuesta (g ◦ h)(x, y) = g(h(x, y)) es
continua en (x0, y0). Es decir,

ĺım
(x,y)→(x0,y0)

g(h(x, y)) = g(h(x0, y0))

Observación. En el teorema anterior, notar que h es una función de dos variables mientras
que g es una función de una variable.

Ejemplo (Análisis de la continuidad). Queremos analizar la continuidad de estas funcio-
nes:

1. f(x, y) =
x− 2y

x2 + y2
2. g(x, y) =

2

y − x2

1. Como la función racional es continua en todo punto de su dominio, se puede concluir
que f es continua en todo punto del plano xy excepto en (0, 0).

2. La función 2/(y−x2) es continua excepto en los puntos en los cuales el denominador
es 0, y − x2 = 0. Por tanto, se puede concluir que la función es continua en todos
los puntos excepto en los puntos que se encuentran en la parábola y = x2. En el
interior de esta parábola se tiene y > x2, y la superficie representada por la función
se encuentra sobre el plano xy. En el exterior de la parábola, y < x2, y la superficie
se encuentra debajo del plano xy
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3. Derivadas parciales y direccionales

3.1. Derivadas parciales

Sección 13.3 del libro

R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, Cálculo II, Pirámide, 2010.

Para esta sección no se hace apunte, ya que sería una copia textual de dicho libro. Ver
páginas 906 a 911.
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3.2. Derivadas direccionales

Sección 13.6 del libro

R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, Cálculo II, Pirámide, 2010.

Para esta sección no se hace apunte, ya que sería una copia textual de dicho libro. Ver
páginas 931 a 933.
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4. Integrales dobles
Sección 14.2 del libro

R. Larson, R. Hostetler, B. Edward, Cálculo II, Pirámide, 2010.

Para esta sección no se hace apunte, ya que sería una copia textual de dicho libro. Ver
páginas 990 a 997.
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5. Números complejos

5.1. Definiciones

Números naturales (N): 1, 2, 3, . . .
2 + x = 1 no tiene solución en N.

Números enteros (Z): . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .
2x− 3 = −2 no tiene solución en Z.

Números racionales (Q): p/q, con p ∈ Z, q ∈ N.
x2 − 2 = 1 no tiene solución en Q.

Números reales (R):
√

3, e, π ∈ R pero /∈ Q.
x2 + 4 = 0 no tiene solución en R.

Números complejos (C): Definimos el número i =
√
−1

Definición 5.1 (Número complejo). Un número complejo es una expresión a+ bi donde
a ∈ R, b ∈ R e i2 = −1.
Si z = a+ bi ∈ C, la parte real de z, es Re(z) = a, y la parte imaginaria es Im(z) = b.

Definición 5.2 (Igualdad en C). Sean z1 = a1 + b1i y z2 = a2 + b2i.

z1 = z2 ⇔ a1 = a2 ∧ b1 = b2

Ejemplos.

3 + 4i 1
2
− 3

2
i 6i −7

Las soluciones de x2 + 4 = 0 son 2i y −2i (Ejercicio: verificarlo).

Definición 5.3 (Operaciones aritméticas). Sean z = a+ bi y w = c+ di.

Suma z + w = (a+ c) + (b+ d)i

Resta z − w = (a− c) + (b− d)i

Producto z.w = (a+ bi)(c+ di) = . . .︸︷︷︸
ejercicio

= (ac− bd) + (ad+ bc)i

División. . . necesitamos definir algo más antes.

Ejemplos.

(3 + 5i) + (4− 2i) = 7 + 3i

(3 + 5i)(4− 2i) = (12 + 10) + (−6 + 20)i = 22 + 14i

i23 = i20+3 = (i2)10.i2.i = −i

Definición 5.4 (Complejo conjugado). Sea z = a+ bi ∈ C. Se define el complejo conju-
gado de z como z̄ = a− bi.
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Observación. z.z̄ es siempre un número real.

z.z̄ = . . .︸︷︷︸
ejercicio

= a2 + b2

Definición 5.5 (División). Se multiplica y divide por el conjugado del denominador:

a+ bi

c+ di
=

(
a+ bi

c+ di

)(
c− di
c− di

)
Ejemplos.

3 + 5i

1− 2i
=

(
3 + 5i

1− 2i

)(
1 + 2i

1 + 2i

)
=

(3 + 5i)(1 + 2i)

1 + 22
=

(3− 10) + (6 + 5)i

5
= −7

5
+

11

5
i

7 + 3i

4i
=

(
7 + 3i

4i

)(−4i

−4i

)
=

(7 + 3i)(−4i)

16
=

12− 28i

16
=

3

4
− 7

4
i

Observación.
√
a
√
b =
√
ab ¡sólo si a y b son positivos! En otro caso aparece i.

Ejemplo: √
−2
√
−3 = −

√
6 6=
√

6 =
√

(−2)(−3)

Ejercicio: Calcular (
√

12−
√
−3)(3 +

√
−4)

5.2. Representación gráfica

A los números reales se los presenta en una recta (numérica). A los números complejos
se los representa en un plano:

Re(z)

Im(z)

3 + 2i
2

3

Definición 5.6 (Modulo y argumento). El módulo de un número complejo z = a+ bi es
|z| =

√
a2 + b2 y el argumento es un ángulo tal que:

0 ≤ arg z ≤ 2π

cos(arg z) =
a

|z|

sen(arg z)
b

|z|

Im(z)

Re(z)

|z|

arg z
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Propiedades.

1. |z.w| = |z||w| 2. |z| = |z̄| = | − z| 3. |zn| = |z|n, ∀n ∈ Z

Ejercicios.

1. Graficar y calcular el módulo de

a) 3i b) 5 + 2i c)
3 + 4i

5

2. Graficar

a) z b) z.z c) −z d) z̄

con z = 2− 3i y con z = −5 + 6i.

3. Graficar (en el mismo gráfico) z1, z2 y z1 + z2 con

a) z1 = 2− i y z2 = 2 + i b) z1 = −1 + i y z2 = 2− 3i

4. Graficar

a) {z | |z| = 2}
b) {z = a+ bi | a ≤ 0 ∧ b ≥ 1}
c) {z | 0 ≤ arg z ≤ 2

3
π ∧ |z| = 5}

5.3. Forma trigonométrica (o polar)

Definición 5.7. Un número complejo se puede escribir en forma binómica, z = a + bi
o en forma trigonométrica, (|z|, α), es decir, sólo con dar su módulo y argumento es
suficiente. Si quisiéramos pasar de forma trigonométrica a la forma binómica, podemos
usar z = |z|(cosα + i senα), con α = arg z.
Veamos: Si z = a+ bi, |z| =

√
a2 + b2, cosα = a√

a2+b2
y senα = b√

a2+b2
. Por lo tanto,

z = |z|(cosα + i senα) =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
+ i

b√
a2 + b2

)
= a+ ib

En general, vamos a abusar notación y decir que |z|(cosα + i senα) es la forma polar o
trigonométrica de z.

Definición 5.8 (Igualdad). Sean z = |z|(cosα + i senα) y w = |w|(cos β + i sen β), con
α, β ∈ R.

z = w ⇔ |z| = |w| ∧ α = β + 2kπ para algún k ∈ Z

Ejemplo. 2(cos 0 + i sen 0) = 2(cos 2π + i sen 2π)

Definición 5.9 (Operaciones).
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z.w = |z||w|(cos(α + β) + i sen(α + β))

Si w 6= 0,
z

w
=
|z|
|w|(cos(α− β) + i sen(α− β))

z̄ = |z|(cos(−α) + i sen(−α))

z−1 = |z|−1(cos(−α) + i sen(−α))

∀n ∈ Z, zn = |z|n(cos(nα) + i sen(nα))

El argumento se debe poner siempre entre 0 y 2π.

Método para calcular el argumento de z = a+ bi

Si z = 0, el argumento de z es indeterminado.
Si a = 0,

• Si b > 0, arg z = π
2

• Si b < 0, arg z = 3
2
π

Si b = 0,

• Si a > 0, arg z = 0 • Si a < 0, arg z = π

Si a 6= 0 y b 6= 0, Sea α = arc cos a
|z|

• Si b > 0, arg z = α • Si b < 0, arg z = 2π − α

5.4. Raíces

Definición 5.10 (Raíz). Si w ∈ C \ {0}, una raíz n-ésima de w es un z ∈ C, tal que

zn = w

Propiedad. Si z es raíz n-ésima de w, entonces

z = |w|1/n
(

cos
argw + 2kπ

n
+ i sen

argw + 2kπ

n

)
para k ∈ Z con 0 ≤ k ≤ n− 1.

Ejemplo. Calcular todos los z ∈ C tal que z3 = w, con w = 8i.
Solución: |w| = 8, argw = π

2
, por lo tanto

z =
3
√

8

(
cos

π
2

+ 2kπ

3
+ i sen

π
2

+ 2kπ

3

)
para 0 ≤ k ≤ 2.
Entonces:
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z1 = 2(cos π
6

+ i sen π
6
)

z2 = 2(cos 5
6
π + i sen 5

6
π)

z3 = 2(cos 3
2
π + i sen 3

2
π)

Im(z)

Re(z)

z1z2

z3

5.5. Forma exponencial

La fórmula de Euler dice que eiα = cosα + i senα, por lo tanto, vamos a utilizar esta
fórmula para pasar de la forma trigonométrica a la forma exponencial :

Definición 5.11. Si z = |z|(cosα + i senα), la notación exponencial es z = |z|eiα.
Propiedades. Si α, β ∈ R,

eiα = eiα = e−iα

eiαeiβ = ei(α+β)

Ejercicios.

1. Expresar z1, z2, z3 y w del ejercicio anterior en forma exponencial.

2. Verificar que z3i = w, para i = 1, 2, 3, usando la forma exponencial.

6. Polinomios

6.1. Primeras definiciones

Definición 6.1. Un polinomio con coeficientes en K es una expresión de la forma

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0x
0 =

n∑
i=0

aix
i

con n ∈ N0 y para todo j = 0, . . . , n, aj ∈ K.
Al conjunto de polinomios con coeficientes en K lo notamos K[x].
Al polinomio P (x) = 0 lo llamamos polinomio nulo.

Observación. En esta materia consideraremos que K sólo puede ser uno de Z, Q, R o C.
Ejemplos.

P1(x) = 2x2 + 6 P1 ∈ Z[x], P1 ∈ R[x]

P2(x) = 6x3 +
7

2
x2 +

5

2
P2 ∈ R[x], P2 ∈ Q[x], P2 6∈ Z[x]

P3(x) = 7x5 + 6x4 +
√

3x P3 6∈ Q[x], P3 6∈ R[x], P3 6∈ C[x]

P4(x) = 0 P4 está en todos

En general, Z[x] ⊂ Q[x] ⊂ R[x] ⊂ C[x], porque Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
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Definición 6.2. Si P (x) = anx
n + · · ·+ a0x

0, con an 6= 0, se define el grado de P como
gr(P ) = n.

Observación. El polinomio nulo no tiene grado.

Definición 6.3 (Operaciones entre polinomios). Sea P (x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a0x0
y Q(x) = bmx

m + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0x

0, con n,m ≥ 0. Entonces

(P +Q)(x) = P (x) +Q(x)

(PQ)(x) = P (x)Q(x)

Ejemplo. Sean P (x) = 2x3 − x2 + x− 1 y Q(x) = 3x4 + x2 + x. Entonces,

1. (P +Q)(x) = 2x3 − x2 + x− 1 + 3x4 + x2 + x = 3x4 + 2x3 + 2x− 1.

2. (PQ)(x) = (2x3 − x2 + x− 1)(3x4 + x2 + x)

= 2x3(3x4 + x2 + x)− x2(3x4 + x2 + x) + x(3x4 + x2 + x)− (3x4 + x2 + x)

= 6x7 + 2x5 + 2x4 − 3x6 − x4 − x3 + 3x5 + x3 + x2 − 3x4 − x2 − x
= 6x7 − 3x6 + 5x5 − 2x4 − x

Propiedades. Si P 6= 0 y Q 6= 0,

gr(P.Q) = gr(P ) + gr(Q)

gr(P +Q) ≤ máx(gr(P ), gr(Q)) si P +Q 6= 0

6.2. Raíces

Un polinomio es una función, por lo cual, podemos calcular P (c) para un número c. Por
ejemplo, si P (x) = 6x3 + 7

2
x2 + 5

2
, entonces P (1) = 6(1)3 + 7

2
(1)2 + 5

2
= 6 + 7

2
+ 5

2
= 12.

Definición 6.4. Llamamos raíz (o cero) de un polinomio P al número z tal que P (z) = 0.

Ejemplos.

2 es raíz del polinomio P (x) = 2x2 + x− 10 porque P (2) = 0.
−5

2
también es raíz del polinomio anterior, porque P (−5

2
) = 0.

i y −i son raíces de P (x) = 2x2 + 2, ya que P (i) = P (−i) = 0.

Método para hallar las raíces: Factorizando el polinomio se pueden calcular las
raíces muy fácilmente. Por ejemplo, P (x) = x2 + x− 6 puede factorizarse como

P (x) = (x− 2)(x+ 3)

con lo cual podemos concluir fácilmente que 2 y −3 son raíces de P .
Si el polinomio tiene grado 2, podemos hallar sus raíces fácilmente utilizando el siguiente
teorema:
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Teorema 6.1. Sea P (x) = ax2 + by + c, entonces las raíces de P son

r1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
r2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a

Observación. A la ecuación ri =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
, con i = 1, 2, se le llama resolvente.

Ejemplos.

1. Sea P (x) = −2x4 − x3 + 3x2. Entonces,

P (x) = −2x4 − x3 + 3x2

= −x2(2x2 + x− 3) Factorizar
= −x2(2x+ 3)(x− 1) Factor cuadrático

Entonces las raíces son x = 0, x = −3
2
y x = 1.

2. Sea P (x) = x3 − 2x2 − 4x+ 8. Entonces,

P (x) = x3 − 2x2 − 4x+ 8

= x2(x− 2)− 4(x− 2) Agrupar y factorizar
= (x2 − 4)(x− 2) Factorizar x− 2

= (x+ 2)(x− 2)(x− 2) Diferencia de cuadrados
= (x+ 2)(x− 2)2 Simplificar

Entonces las raíces son x = −2 y x = 2.

6.3. División de polinomios

Para hallar las raíces, necesitamos factorizar los polinomios, y para eso, necesitamos saber
cómo dividir polinomios.

La división de polinomios es muy semejante a la división de números. Cuando dividimos
38 por 7, el cociente es 5 y el residuo es 3, entonces escribimos:

38

7
= 5 +

3

7

Dividendo

Divisor

Cociente

Resto

Teorema 6.2. Si P (x) y D(x) son dos polinomios con D(x) 6= 0, entonces existen
polinomios únicos Q(x) y R(x), donde gr(R) ≤ gr(D), tales que

P (x) =D(x) · Q(x) + R(x)

Dividendo Divisor Cociente Resto
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Ejemplo (Algoritmo de la división). Dividir 6x2 − 26x+ 12 por x− 4.
El dividendo es 6x2 − 26x + 12 y el divisor x − 4. Empezamos por acomodarlos como
sigue:

x− 4 ) 6x2 − 26x+ 12

Dividimos el término principal del dividendo por el término principal de la división para
obtener el primer término del cociente: 6x2/x = 6x. Luego multiplicamos el divisor por 6x
y restamos el resultado al dividendo.

6x

6x2 − 24x

x− 4 ) 6x2 − 26x+ 12

−2x+ 12

Dividir términos principales
6x2

x
= 6x

Multiplicar 6x(x− 4) = 6x2 − 24x

Restar y bajar el 12

Repetimos el proceso usando el último renglón −2x+ 12 como dividendo.

6x− 2

6x2 − 24x

x− 4 ) 6x2 − 26x+ 12

− 2x+ 12

− 2x+ 8

4

Dividir términos principales
−2x

x
= −2

Multiplicar −2(x− 4) = −2x+ 8

Restar

El proceso termina cuando el último renglón es de menor grado que el divisor.
El último renglón contiene el resto y el primer renglón el cociente. Es decir:

6x2 − 26x+ 12

x− 4
= 6x− 2 +

4

x− 4

Ejercicio. P (x) = 8x4 + 6x2 − 3x+ 1 y D(x) = 2x2 − x+ 2.
(Rta: Q(x) = 4x2 + 2x y R(x) = −7x+ 1).

Teorema 6.3. Si un polinomio P (x) se divide por x− c, entonces el resto es P (c).

Demostración: Dividiendo P (x) por x−c obtenemos un cociente Q(x) y resto r. Entonces,

P (x) = (x− c) ·Q(x) + r

Evaluando P en c, P (c) = (c− c) ·Q(c) + r = 0 + r = r. Es decir, P (c) = r.

Ejercicio. Dividir P (x) = 3x5 + 5x4 − 4x3 + 7x+ 3 por x+ 2 y usar el Teorema 6.3 para
hallar P (−2).

Teorema 6.4. c es raíz de P si y sólo si x− c es un factor de P (x).
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Demostración: Si P (x) se factoriza como P (x) = (x− c) ·Q(x), entonces

P (c) = (c− c) ·Q(c) = 0 ·Q(c) = 0

Inversamente, si P (c) = 0, entonces por el Teorema 6.3,

P (x) = (x− c) ·Q(x) + 0 = (x− c) ·Q(x)

de modo que x− c es un factor de P (x).

Ejemplo. Sea P (x) = x3−7x+6. Mostrar que P (1) = 0 y factorizar P (x) completamente.
P (1) = 13−7+6 = 0. Por el teorema 6.4, x−1 es un factor de P (x). Usando el algoritmo
de la división, vemos que

P (x) = x3 − 7x+ 6 Polinomio dado
= (x− 1)(x2 + x− 6) Usando algoritmo de la división
= (x− 1)(x− 2)(x− 3) Factorizando la cuadrática

Ejercicio. Encontrar el polinomio de grado 4 con raíces −3, 0, 1 y 5.

6.4. Raíces racionales de polinomios

Considerar

P (x) = (x− 2)(x− 3)(x+ 4)

= x3 − x2 − 14x+ 24

Como vemos, el 24 se obtuvo de multiplicar (−2) × (−3) × 4. Esto significa que las
raíces del polinomio son todas ellas factores del término constante. El siguiente teorema
generaliza esta observación.

Teorema 6.5. Si el polinomio P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x], entonces
toda raíz racional de P es de la forma

p

q

donde p es un factor del coeficiente constante a0 y q es un factor del coeficiente principal
an.

Observación. El Teorema 6.5 nos dice que si el coeficiente principal es 1 o −1, entonces
las raíces racionales son factores del término constante.

Ejemplo. Encontrar las raíces racionales de P (x) = x3 − 3x+ 2.
Como el coeficiente principal es 1, cualquier raíz racional debe ser un divisor de 2. En-
tonces las raíces posibles son ±1 y ±2. Probamos cada una de las posibilidades:

P (1) = 0 P (−1) = 4 P (2) = 4 P (−2) = 0

Las raíces racionales son 1 y −2.
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6.5. Raíces complejas y el teorema fundamental del álgebra

Teorema 6.6 (Teorema fundamental del álgebra). Sea

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (n ≥ 1, an 6= 0)

con coeficientes complejos. Entonces, P tiene al menos una raíz compleja.

Observación. Debido a que un real también es un número complejo, este teorema se aplica
también a polinomios reales.

Teorema 6.7 (Teorema de factorización completa). Si P (x) es un polinomio de grado
n ≥ 1, entonces existen números complejos a, c1, c2, . . . , cn (con a 6= 0) tales que

P (x) = a(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn)

Demostración: Por el Teorema 6.6, P tiene al menos una raíz, llamémosle c1. Por el
Teorema 6.4,

P (x) = (x− c1) ·Q1(x)

donde gr(Q1) = n− 1. Aplicando el Teorema 6.6 a Q1(x) nos da la factorización

P (x) = (x− c1) · (x− c2) ·Q2(x)

con gr(Q2) = n − 2 y c2 raíz de Q1. Continuando este proceso para n pasos obtenemos
un coeficiente final Qn(x) de grado 0, que es una constante diferente de cero a la que
llamamos a. Por lo tanto, P queda factorizado como

P (x) = a(x− c1)(x− c2) · · · (x− cn)

En teorema de factorización completa los números c1, c2, . . . , cn no son necesariamente
diferentes. Si el factor x − c aparece k veces en la factorización completa de P , diremos
que c es una raíz con multiplicidad k. Por ejemplo, el polinomio

P (x) = (x− 1)3(x+ 2)2(x+ 3)5

tiene como raíces a 1 con multiplicidad 3 a 2 con multiplicidad 2 y a −2 con multiplicidad
5.

Teorema 6.8 (Teorema de las raíces). Todo polinomio de grado n ≥ 1 tiene exactamente
n raíces, siempre que una raíz con multiplicidad k se cuente k veces.

Teorema 6.9 (Teorema de los ceros conjugados). Si P ∈ R[x] y z ∈ C es una raíz de P ,
entonces z̄ también es raíz de P .

Ejercicio. Encontrar el polinomio de grado 3 a coeficientes enteros y con raíces 1/2 y 3− i.
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7. Polinomio de Taylor

7.1. Introducción

El objetivo es aproximar una función f dada con un polinomio. Nos interesará obtener
un polinomio que coincida con f y algunas de sus derivadas en un punto dado.

Ejemplo. Sea f(x) = ex. En el punto x = 0, la función f y todas sus derivadas valen 1.
El polinomio

g(x) = 1 + x

también tiene g(0) = 1 y g′(0) = 1, de manera que coincide con f y su derivada primera
en 0.
Geométricamente: la gráfica de g es la recta tangente a f en el punto (0, 1).

x

y

Si aproximamos f por un polinomio de segundo grado Q que coincida con f y sus dos
primeras derivadas en 0, tenemos una mejor aproximación de f que con la función lineal
g (al menos en las proximidades de (0, 1). El polinomio

Q(x) = 1 + x+
1

2
x2

tiene Q(0) = Q′(0) = Q′′(0) = 1 = f(0) = f ′(0) = f ′′(0).

x

y

Es fácil comprobar que el polinomio

P (x) =
n∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

coincide con la función exponencial y sus primeras n derivadas en el punto x = 0.
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7.2. Polinomios de Taylor engendrados por una función

Supongamos que f tiene derivadas hasta el orden n en el punto x = 0, con n ≥ 1, e
intentemos encontrar un polinomio P que coincida con f y sus n primeras derivadas en
0. Deben satisfacerse n+ 1 condiciones, a saber:

P (0) = f(0) P ′(0) = f ′(0) . . . P (n)(0) = f (n)(0) (1)

así que escribimos genéricamente un polinomio de grado n con n+ 1 coeficientes a deter-
minar:

P (x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n (2)

Utilizaremos las condiciones (1) para determinar los coeficientes.

Ponemos x = 0 en (2) y tenemos P (0) = c0, por lo tanto, c0 = f(0).
Derivamos ambos miembros de (2) y tomamos x = 0, con lo que tenemos P ′(0) = c1,
por lo tanto c1 = f ′(1).
Derivando otra vez (2) y tomando x = 0 llegamos a que P ′′(0) = 2c2, por lo que
c2 = f ′′(0)/2.
Luego de derivar k veces, llegamos a que P (k) = k!ck, lo que nos da la fórmula

ck =
f (k)(0)

k!
(3)

para k = 0, 1, 2, . . . , n (tomando que f (0)(0) = f(0)).

Este razonamiento demuestra que si existe un polinomio de grado ≤ n que satisfaga (1),
los coeficientes son necesariamente los dados por (3).
Reciprocamente, es fácil comprobar que el polinomio P con coeficientes dados por (3)
satisface (1).
Generalizando el razonamiento anterior, podemos cambiar el punto x = 0, y tenemos el
siguiente teorema para el caso general con x = a.

Teorema 7.1. Sea f una función con derivadas de orden n en el punto x = a. Existe un
polinomio P y uno sólo de grado ≤ n que satisface las n+ 1 ecuaciones

P (a) = f(a) P ′(a) = f ′(a) . . . P (n)(a) = f (n)(a)

Tal polinomio, llamado Polinomio de Taylor de grado n generado por f en el punto a,
viene dado por la fórmula

P (x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

Notación: Al polinomio de Taylor de grado n generado por f en el punto a lo notamos
T an [f(x)] (si omitimos el a es porque a = 0).
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Ejemplo. Cuando f es la función exponencial f(x) = ex, tenemos f (k)(x) = ex para todo
k, así que f (k)(0) = e0 = 1, y el polinomio de Taylor de grado n generado por f en 0 es
el dado por la fórmula

Tn[ex] =
n∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2
+ · · ·+ xn

n!

Si queremos el polinomio que coincida con f y sus derivadas en el punto a = 1, tenemos
f (k)(1) = e para todo k, por lo tanto

T 1
n [f(x)] =

n∑
k=0

e

k!
(x− 1)k

Gráfico para n = 2
x

y

a

Ejemplo. Sea f(x) = senx, por lo que tenemos f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − senx, f ′′′(x) =
− cosx, f (4) = senx, etc., así que f (2n+1)(0) = (−1)n y f (2n)(0) = 0.
Por lo tanto sólo aparecen potencias impares de x en los polinomios de Taylor generados
por la función seno, en 0. El polinomio de Taylor de grado 2n+ 1 tiene la forma

T2n+1[senx] = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!

Gráfico de T5[sinx]

x

y

Ejemplo. Razonando como en el ejemplo anterior, tenemos que los polinomios de Taylor
generados por la función coseno en 0 sólo contienen potencias pares de x. El polinomio
de grado 2n viene dado por

T2n[cosx] = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
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Notar que T2n[cosx] es la derivada de T2n+1[senx].

7.3. Cálculo de polinomios de Taylor

Algunas veces el cálculo de las derivadas f (k)(a) puede resultar complicado. Por eso, las
siguientes propiedades nos ayudarán al cálculo.

Propiedades. El operador de Taylor T an tiene las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Si c1 y c2 son dos constantes,

T an [c1f + c2g] = c1T
a
n [f ] + c2T

a
n [g]

2. Derivación. La derivada de un polinomio de Taylor de f es un polinomio de Taylor
de f ′; es decir, se tiene

(T an [f ])′ = T an−1[f
′]

3. Integración. Una integral indefinida de un polinomio de Taylor de f es un polinomio
de Taylor de una integral indefinida de f . Es decir,∫ x

a

T an [f(t)]dt = T an+1

[∫ x

a

f(t)dt

]
4. Substitución. Si g(x) = f(cx), con c una constante, tenemos

T an [g](x) = T can [f ](cx)

En particular, cuando a = 0, tenemos Tn[g](x) = Tn[f ](cx).

Ejemplos. Reemplazando x por −x en el polinomio de Taylor correspondiente a ex, ob-
tenemos

Tn[e−x] = 1− x+
x2

2
− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n

xn

n!

Dado que coshx = 1
2
ex + 1

2
e−x, podemos utilizar la propiedad de linealidad para obtener

T2n[coshx] =
1

2
T2n[ex] +

1

2
T2n[e−x] = 1 +

x2

2
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!

Y derivando el anterior, podemos obtener

T2n−1[senhx] = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n−1

(2n− 1)!

Teorema 7.2. Sea Pn un polinomio de grado n ≥ 1. Sean f y g dos funciones con
derivadas de orden n en 0 y supongamos que

f(x) = Pn(x) + xng(x)

donde g(x)→ 0 cuando x→ 0. El polinomio Pn es el polinomio de Taylor generado por
f en 0.
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Ejemplo. Partiendo de la identidad algebraica

1

1− x = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn +
xn+1

1− x (4)

válida para todo x 6= 1, vemos que f(x) = 1
1−x satisface las hipótesis del Teorema 7.2, con

Pn(x) = 1 +x+ · · ·+xn y g(x) = x
1−x . Dado que g(x)→ 0 cuando x→ 0, el Teorema 7.2

nos dice que

Tn

[
1

1− x

]
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn

Integrando esta función, conseguimos este otro polinomio de Taylor

Tn+1[− log(1− x)] = x+
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ xn+1

n+ 1

Reemplazando en (4) x por −x2 para conseguir

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)nx2n − (−1)n

x2n+1

1 + x2

Aplicando el Teorema 7.2 una vez más, obtenemos

T2n

[
1

1 + x2

]
=

n∑
k=0

(−1)kx2k

e integrando éste, llegamos a

T2n+1[arctanx] =
n∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
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